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Las fracciones continuas en el desarrollo
historico de los niimeros reales!

Continued fractions in the historical development of the real
numbers
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Universidad del Valle, Cali, Colombia

RESUMEN. Una teoria satisfactoria de los niimeros reales tuvo que es-
perar hasta mediados del siglo XIX. En este siglo, varios mateméticos
establecieron construcciones de los nimeros reales, formalizando el sig-
nificado de estos objetos que se habian trabajado por mucho tiempo de
una manera intuitiva. Sin embargo, previo a estas presentaciones, sur-
gen diferentes técnicas operativas las cuales pueden considerarse como
catalizadoras de tales construcciones. En este articulo se muestra que en
los trabajos de EULER, sobre fracciones continuas, podemos vislumbrar
una construccion implicita de los reales. Esto permite sustentar la idea
de que las fracciones continuas constituyen elementos de causalidad pa-
ra las construcciones de los reales por parte de KARL WEIERSTRASS,
CHARLES MERAY, GEORGE CANTOR y RICHARD DEDEKIND.
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ABSTRACT. A satisfactory theory of the real numbers had to wait for
the second half of 19th century. At that moment, several mathemati-
cians proposed diverse constructions of the real numbers, giving mea-
ning to these objects which for a long time were worked on an intuitive
basis. However, previously to these constructions, different operative
techniques were considered and we may see them as catalyzers for
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these constructions. In this article we present EULER’s work related to
continuous fractions, where we can recognize an implicit construction
of the real numbers. This allows to consider that continuous fractions
constitute elements of causality for the constructions of real numbers
by KARL WEIERSTRASS, CHARLES MERAY, GEORGE CANTOR and RI-
CHARD DEDEKIND
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Introduccién

El propoésito de este articulo es analizar algunos aspectos del proceso histéri-
co de formacién y construccién de los niimeros reales. En particular se pretende
mostrar que las construcciones de los niimeros reales, establecidas en el siglo
XIX, no sélo fueron motivadas como consecuencia de los requerimientos de rigor
de algunos conceptos y procedimientos del andlisis matematico, sino también
debido a la necesidad de formalizar una serie de métodos de representacion que
sustentaban algunas técnicas operativas, las cuales exigian estructuracién.

Entre los aspectos que tipicamente se considera suscitaron la construccion de
los reales podemos senalar: la demostraciéon del valor intermedio por parte de
BoOLZANO, la determinacién de los errores de CAUCHY en la demostracién de al-
gunos teoremas, la falta de fundamentacion del célculo diferencial que producia
en DEDEKIND insatisfaccién didactica y el desconocimiento de las propiedades
topolégicas del continuo lineal que le impedia a CANTOR resolver el problema
de unicidad de la representacién de funciones en series trigonométricas. Sin em-
bargo, en este documento mostraremos que podemos encontrar elementos de
causalidad en el tratamiento simbdlico y el uso de representaciones significantes
de cantidades numéricas.

Desde un tratamiento moderno de los ntimeros reales resulta dificil entender
la profundidad conceptual que enmarcan los sistemas de representacion. Esto
se debe al hecho que en la actualidad los conjuntos numéricos se han sintetizado
en sistemas formales que esconden los problemas epistemoldgicos que se hacen
evidentes en las revisiones histéricas. Precisamente una diferencia rotunda con
las presentaciones modernas y el desarrollo histérico, es que en la actualidad
trabajamos los numeros reales como una estructura de entes abstractos con
una operatividad y lenguaje propios, mientras que durante un largo periodo
de tiempo se desarrollé una teoria de cantidades numéricas, cuyo campo de
significacién variaba segin las circunstancias. De esta forma, la primera gran
revolucién en la bisqueda de estructura numérica, provino con la incorporaciéon
del sistema de representacién decimal indo—arébigo.

A partir de la representaciéon decimal se desatan las ataduras que desde la
antigiiedad nos tenfan maniatados a una idea de nimero como coleccién de
unidades, lo cual impedia la aceptacién del uno como nimero y la existencia
de un formalismo matematico para el tratamiento de fracciones o radicales. Asi,
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por ejemplo, DIOFANTO, en la resolucién de algunas ecuaciones, debia ejecutar
verdaderos malabarismos operatorios con fracciones, sin ninguna generalidad.
Justamente ese es uno de los aspectos que nos permite senalar a los arabes
como los forjadores del algebra. Si bien no manejaban expresiones simbdlicas
para las variables, la representacion decimal les permitié establecer algoritmos
de resolucion para algunos tipos especiales de ecuaciones de segundo grado. La
representacién decimal muestra su fortaleza a partir de los desarrollos de los
algebristas italianos TARTAGLIA, CARDANO y BOMBELLI en el siglo XVI. Sin
embargo fue el matemético flamenco SIMON STEVIN, quien mejor interpreto los
alcances de la “revolucién decimal”. En su obra L “Arithmetique, de 1565, desa-
rrolla una extensién del concepto de nimero. A diferencia de sus antecesores,
STEVIN considera la divisibilidad de la unidad, y por lo tanto a la unidad mis-
ma y a sus partes como numeros, pues se pueden operar y ordenar. En este
sentido, STEVIN desarrolla una ontologia del niimero basado en la operatividad;
como lo dice explicitamente: “son las operaciones que podamos realizar con los
numeros las que determinan su naturaleza”.

Al proporcionar un algoritmo de célculo para las fracciones y los radica-
les, con la representacién decimal se empieza a establecer una diferencia entre
las expresiones decimales infinitas, para los radicales, y las expresiones finitas
o periddicas para las fracciones. Desde una éptica moderna, se ha estableci-
do la diferencia: racionales e irracionales algebraicos. La incorporacién de los
irracionales trascendentes se dio a partir de la incorporacién de otra forma
de representacion que constituye el epicentro de este articulo: las fracciones
continuas.

Una fraccién continua es una expresiéon de la forma:

by
ao + 7[)2 (1)
ay + ———
b
az + =

Los términos a; y b; pueden ser niimeros enteros positivos®. Esta notacion
fue introducida por ALFRED PRINGSHEIM en 1898; sin embargo, existen otras
formas de notacién como por ejemplo la empleada por PIETRO CATALDI (1548-
1626) [1]:

ba

by
ao-&— —_— ...
ay. as.

2Cuando todos los términos b; son iguales a 1, la fraccién continua se conoce como simple.
Sin embargo, en un contexto més amplio los términos a; y b; pueden ser nimeros complejos
o funciones, en tal caso se llama fraccion continua generalizada.
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Otras notaciones son las siguientes
a b1 by bn, 3
o—— —— ... .
a1+ az+ an+

O~

b b by,
ap + A + i| + ... ‘
lar a2 |an

+...4

Las fracciones continuas tienen sus primeros antecedentes en los trabajos de
EucLiDES, dado que el algoritmo para hallar el maximo comun divisor entre
dos enteros provee un método para hallar una fraccién continua. Posteriormen-
te, en el siglo X VI se pueden mencionar los resultados de BOMBELLI y CATALDI
quienes las emplean para encontrar aproximaciones de raices cuadradas. JOHN
WALLIS en su obra La aritmética de los infinitesimales presenta una pequena

teoria acerca de las fracciones continuas y una interesante representaciéon de —.

En los trabajos realizados por LEONHARD EULER, se encuentra una sistemg—
tizacion de la teoria de las fracciones continuas y, entre lineas, se puede intuir
en un sentido actual una construccion de los reales en términos de fracciones
continuas. Precisamente, mostrar tal lectura de la obra de EULER es el objetivo
de este articulo.

1. El desarrollo de las fracciones continuas

El aporte de EUCLIDES al desarrollo de las fracciones continuas se da en
dos instancias, producto de la separacion que establece para los nimeros y
magnitudes. La primera tiene que ver con las magnitudes, en los libros V, VI
y X. La segunda instancia corresponde a los libros VII, VIII y XIX, que tratan
de la teoria de ntimeros.

El algoritmo de Euclides, desarrollado en los Elementos, para hallar el méxi-
mo comun divisor entre dos ntmeros enteros, es un método que permite en-
contrar la fraccién continua de un ntimero racional. Este algoritmo se presenta
en el libro VII de los Elementos a través de las siguientes proposiciones [4]:

Proposicion VII. 1: Dados dos numeros desiguales y restdndose sucesiva-
mente el menor del mayor, si el que queda no mide nunca al anterior hasta que
quede la unidad, los niimeros iniciales seran primos entre si.

Proposicién VII. 2: Dados dos numeros no primos entre si, hallar su
medida comin maxima.

Las siguientes proposiciones del libro X, expresan la antiphaeresis, la cual
corresponde a la versién para magnitudes de las proposiciones anteriores

Proposicion X. 1: Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor
una (magnitud) mayor que su mitad, y de la que queda, una magnitud mayor

3Por Sir JOUN FREDERICK WILLIAM HERSCHEL (Inglaterra, 1792 - 1871)
4Debida a MORITZ ABRAHAM STERM (Alemania, 1807-1894)
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que su mitad y asi sucesivamente, quedard una magnitud que serd menor que
la magnitud menor dada.

Proposicion X. 2: Si al restar continua y sucesivamente la menor de la
mayor de dos magnitudes desiguales, la restante nunca mide a la anterior, las
magnitudes seran inconmensurables.

Los procesos que se presentan en las anteriores proposiciones se interpretan
de la siguiente manera en direccién a las fracciones continuas [1]:

Dados dos ntimeros enteros positivos a, b con a > b, existen, py entero posi-
tivo y ro < b, entero no negativo, tales que

a = pob + ra.
De igual forma, existen un entero positivo p; y un entero no negativo rs,
con r3 < 1o, tales que
b=pirs +rs.
Si se sigue procediendo de la misma manera se tiene que
Th—1 = Pn—1Tn + Tn+1 CON @ = 19, b =71,
hasta que r, =0, conn=1,2,....
. a s s .
De esta forma, el racional 7 e puede escribir como una fraccién continua

finita de la siguiente manera:

¢ = po+
b—Po

D1+
D2 +
-+
1
Pn—1+ —
Pn
El anterior proceso no se presenta de manera explicita en el trabajo de Eu-

CLIDES, sin embargo, constituye el principio rector utilizado a posteriori para
establecer la representacion en fracciones continuas para nimeros racionales.

1.1. Desarrollo de Las fracciones continuas desde una perpectiva
algebraica. Uno de los primeros escenarios en el que se va esbozando la ne-
cesidad de extender el concepto de niimero més alld de la teoria euclidiana se
puede visualizar en el desarrollo de la teoria de ecuaciones, trazada inicialmente,
entre otros, por DIOFANTO y AL-KHWARIZMI.

DI10FANTO desarrolla lo que se conoce como algebra sincopada, es decir, su
trabajo se presenta en un lenguaje intermedio entre lo retérico y lo simbdlico.
Para la solucién de ecuaciones, DIOFANTO incorpora las fracciones de enteros
positivos, pero no las raices inexactas. Uno de los aspectos que nos intere-
sa destacar de la obra de DIOFANTO tiene relacién con la incorporaciéon de un
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tratamiento simbdlico de las cantidades numéricas. En general, DIOFANTO pro-
cede como nosotros en la resolucién de ecuaciones, pero descarta, por carecer
de significado, las soluciones que no sean racionales y positivas, cuestién que
determina el caracter de las denominadas ecuaciones diofanticas. Para la reso-
lucién de ecuaciones, DIOFANTO se aleja de la tradicion euclidiana, y establece
operaciones entre fracciones y entre fracciones y nimeros. DIOFANTO denomina
aritmo a la incégnita, la cual opera con los niimeros. Estas operaciones cumplen
las siguientes propiedades:

1. Todo niimero multiplicado por una fraccién que tenga por denominador
el mismo niimero es la unidad.

2. Los divisores de un numero, diferentes a él, multiplicados entre si son
divisores del nimero.

3. El producto del inverso del aritmo por el inverso del aritmo es el inverso
de cuadrado del aritmo.

4. El producto de lo deficiente por lo deficiente es positivo.®

5. El producto de lo deficiente por lo positivo es lo deficiente.

Aunque DIOFANTO no establece un sustento formal para estas propiedades,
observamos que se va abriendo camino una concepcion de ntimero, a partir de
la operatividad, més alld de la influencia euclidiana.

AL-KHWARIZMI implementa un método general de solucién de ecuaciones
en su libro Hisab Al-jabr Wa‘l Muqabalah, considerado el primer libro auténti-
co de dlgebra, cuya etimologfa revela las operaciones de transposicién (al-jabr)
y cancelacién (al-muquabalah). Se pueden diferenciar dos clases de conceptos
primitivos indispensables para el célculo por al-jabr y muqgabalah: los llamados
algebraicos y los aritméticos. Los primeros corresponden a la incégnita sim-
ple, denominada “raiz”, y el cuadrado de la incdgnita que se designa como
“tesoro”. Los aritméticos corresponden a los nimeros racionales positivos, la
igualdad y las operaciones suma, resta producto, cociente y radicaciéon. Tan-
to los conceptos algebraicos como los aritméticos son designados por palabras
v los problemas son expuestos y solucionados de manera retérica, pero en el
tratamiento numérico, usado en la resolucién de ecuaciones, utiliza la repre-
sentacion decimal, lo que le permite calcular raices con buena aproximacién.
A estas raices atin no se les reconoce un cardcter numérico en el sentido eucli-
diano. Pero dado que tienen un comportamiento similar, pues se pueden operar
y ordenar, se les da el apelativo de cantidades numéricas.

El estatuto numérico de las fracciones se va configurando desde su represen-
tabilidad y funcionalidad, en el sentido que aparecen como coeficientes en las
ecuaciones. De ninguna manera se puede hablar de un orden ontolégico, sino que
se toman como elementos auxiliares que van dando sustento a la consideracion
de las razones como nimeros.

5Desde una visién moderna, lo deficiente corresponderia a nimeros precedidos del signo
menos. Durante mucho tiempo se les designaba como cantidades negativas.
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La busqueda de soluciones de ecuaciones de la forma P,(x) = 0, donde
P, (z) es un polinomio de grado n, plantea la necesidad de extender las solucio-
nes mas alla de las fracciones. En primer lugar se puede mencionar al italiano
Luca PacioLr (1445-1514), quien en su obra Summa Aritmética realiza una
recopilacién de los desarrollos mas significativos de la época en el campo de
la aritmética, el dlgebra, la geometria y la contabilidad. PACIOLI expone algu-
nos procedimientos para multiplicar y aproximar raices cuadradas, ademas de
métodos de resolucion de ecuaciones lineales y cuadraticas.

De esta manera, surgen otro tipo de cantidades numéricas, como las ne-
gativas, raices e imaginarias; sin embargo, no se puede hablar propiamente
de racionales o irracionales, s6lo se tiene una coleccién de cantidades que se
comportan de manera similar a los niimeros (enteros positivos), y aunque no
se tiene claridad sobre su naturaleza, se usan de manera reiterada.

Los algebristas italianos, aceptaban como solucién a sus ecuaciones los irra-
cionales cuadraticos, los cuales se aproximaban a través de racionales utilizando
la representacion decimal. Estas aproximaciones, que en principio se calculaban
sin reglas generales, tuvieron un gran refinamiento a través de la representacién
en fracciones continuas. Los primeros en implementarlas fueron los italianos
PIETRO CATALDI (1548 - 1626) y RAFAEL BOMBELLL.

BOMBELLI acepta las soluciones negativas de ecuaciones y proporciona un
algoritmo para extraer raices cuadradas, el cual es equivalente a su expansion
en fracciones continuas; sus desarrollos se presentan en L’Algebra parte mag-
giore dell’” aritmetica in tre libri (1572) y en la segunda edicién denominada
L’Algebra Opera (1579). En particular, BOMBELLI extrae la raiz cuadrada de
13, equivalente a la siguiente representacién en fraccién continua:

4] 4
\/13=3+—|+J+...
6|6
que en términos modernos se puede obtener de la siguiente manera
r=A—a*=WA+a)(VA-a)

Luego
r r

VAi=at — gy — "
a—i—\/Z r
at+ ——

a+ ——
a+...

El método seguido por BOMBELLI, para la extraccion de la raiz cuadrada de
un nimero A es el siguiente

VA=+vVa2+r=a+z

r

luego
r = 2ax + 2
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. . . T 7
Si se omite x2, se tiene x = 5 8t

a
\/Zza—ki

2a

Dado que = = T 622 =% entonces

2a 2a
r r
T a;l:+2az ( a—|—2a)x
Es decir
r
€r =

2a + !
¢ 2a

Ahora se tiene la siguiente aproximacion

VA—at ——

2+T
CL2a

Si se continta procediendo de la misma manera se obtiene la fraccién continua
infinita

VA=a+ !

r
20 + ——
20+

PIETRO CATALDI es otro protagonista en el desarrollo de las fracciones con-
tinuas, considerado por algunos autores como su descubridor. CATALDI sigue
el mismo método de BOMBELLI, pero ademés da un notacién a las fracciones
continuas y algunas de sus propiedades. En su obra Tratado acerca de la ma-
nera muy corta para encontrar la raiz cuadrada de los nimeros, y reglas para
aproximarse continuamente al resultado correcto de las raices de los nimeros
no cuadrados, junto a sus causas e inventos, y también la manera para ha-
llar su raiz cibica, aplicando todo esto a las operaciones militares y a otras
cosas(1613), © CATALDI aproxima la raiz de 18, obteniendo

2
v 1 :4+—2
8+ ————

8+ 2
8+...
CATALDI computa los primeros 15 términos y afirma que son alternadamente
mads grandes y mas pequenas que v/ 18 y que convergen a este valor.

6Traducién libre del titulo original Trattato del modo brevissimo di trovare la radice
quadra delli numeri, et regole da approssimarsi di continuo al vero nelle radice de’numeri
non quadrati, con le cause et inuentioni loro, et anco il modo di pigliarne la radice cuba,
applicando il tutto alle operationi militari et altro.
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1.2. Desarrollo de las fracciones continuas desde la perspectiva del
calculo. Otro de los focos de desarrollo del concepto de niimero, que nos in-
teresa, tiene relacién con la evolucion de la nocién del area. Cuestién que hunde
sus raices en el problema de las cuadraturas de figuras planas, planteado desde
la antigliedad griega. Si bien EUCLIDES resuelve, con regla y compas, el pro-
blema para las figuras rectilineas, el inconveniente se presenta en las figuras no
rectilineas, en particular con la cuadratura del circulo; problema relacionado
con la caracterizacién de la razén entre la circunferencia y su didmetro, que
nos lleva directamente a la constante 7.

En la antigiiedad este problema se trabajaba usando el método de exhaucion,
considerando el area de poligonos inscritos y circunscritos al circulo. A partir
del método exhaustivo, ARQUIMEDES encontré una acotacién para m:

10 1
3 + ﬁ << 3 + ?

El problema general de las cuadraturas no tuvo avances sustanciales hasta
el Renacimiento, cuando surgen una serie de métodos que dan luces para su
resolucién. A partir de la incorporacién de la geometria analitica se da un
cambio de enfoque del problema al transformarse en el problema de hallar el
area bajo la curva; esto es, asignarle un nimero a cada regiéon plana. Para
el caso del circulo, tal como lo habia especificado ARQUIMEDES, se trata de
determinar la naturaleza de w. Para ello hubo necesidad de incorporar una
serie de procedimientos infinitesimales propios del célculo. A partir de estos
métodos se obtuvieron representaciones de 7 en sucesiones numéricas, como la
serie de Newton, la serie de Leibniz y el producto de Wallis.

JOHN WALLIS (1616-1703), en su obra La aritmética de los infinitesimales
resuelve el problema de la cuadratura del circulo. Uno de los métodos utilizados
por WALLIS para demostrar sus resultados lo denomina induccion. Sin embargo,
no se trata del moderno método de induccién matematica; el método consiste
en encontrar una regla general de formacién a partir de casos particulares que
le permita extender un resultado. Ademaés utiliza interpolacién, que le permite
incorporar pasos intermedios a partir de reconocer una ley secuencial genérica.
A través de estos métodos WALLIS encuentra una expresién para m como el
producto infinito,

4_3><3><5><5><7><7><9><...'

T 2x4Xx4XE6X6X8X8X...

expresion que aunque sorprendente, poca informacién proporciona sobre la ca-
racteristica de m. WALLIS comprende que este aspecto es muy significativo pues
sospecha que si bien no es un racional, su naturaleza es diferente a las raices
inexactas; histéricamente se abre la perspectiva de cantidades irracionales no
algebraicas. Fue WILLIAM BROUNCKER, quien dio las primeras luces en esta
direccién al encontrar la siguiente representacién en fracciones continuas para
la expresion de WALLIS, sin ninguna argumentacion.
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52

4 1
™

2+

2+
2+...
WALLIS se propone comprobar tal resultado y empieza observando que el
producto de dos ntimeros impares consecutivos es igual al cuadrado del par
intermedio menos uno, asi:

1x3=22-1
3x5=4%2-1
5x7=6%-1

Segin WALLIS, BROUNCKER estaba buscando los valores que se deben sumar
a los factores de tal forma que el producto no sea el cuadrado menos uno sino
el cuadrado, lo cual se puede deducir del producto infinito de Wallis, luego:

Ax B=22
B x C =42
C x D =62
WALLIS encuentra que estos valores A, B,C,... son las siguientes fracciones

continuas pero no muestra los pasos intermedios en el proceso [10]:

1 1 1

A:1+732,B:3+732,C:5+
2+ = 6+752 10 +

24+ 6+ 10 +

24 . 64+ - 104 .

32 PN
52

De manera analoga procede para el producto de niimeros pares consecuti-
vos, formando un producto menor que el cuadrado requerido si el nimero de
fracciones adjuntas al entero es par, o mas grande si es impar, ademas, si se
toman mas términos el producto se aproximara al cuadrado requerido, lo cual
confirma de la siguiente manera [10].

Sea F' el primer nimero entero de cualquier factor y sea F' + 2 el siguiente.
El ntmero entre ellos es F +1, el producto formado es F2+42F, el cual es menor
que el cuadrado de F + 1, es decir, F2 + 2F + 1. Ahora se anade una fraccién

1
a Fya F+2,de tal forma que su producto sea (F + 1)?; esto es, F + oF Y
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1 AF* +16F°% +20F? + 8F + 4
F +2+4 ——— cuyo producto es

2F +4 4F? + 8F
grande que el cuadrado

, el cual es més

AF* + 16F3 + 20F? 4+ 8F

F?24+2F +1=
el 4F? 4+ 8F
1
Agregando una fraccién mas F + —g v F+2+ ,
2F + — 2F 4+ 4
* 2F At 2F +4

16F6 4+ 96F® 4 280F* + 480F3 4 649F2 + 594F

]
16F% + 64F 1 136F2 + 144F + 225 » ©

que forman el producto

cual es menor que el cuadrado
16FS 4+ 96 F° + 280F™ + 480F3 + 649F2 + 594 F + 225
16F4 + 64F3 + 136F2 + 144F + 225

El cuadrado se puede aproximar tanto como se quiera. Luego, BROUNCKER
pudo haber argumentado de la siguiente manera:

F?242F+1=

4 3IX3IXHEXEXTXTXIX... 1x(3x3)x(5x5b)x...

Z = =2x

T 2X4x4X6x6x8x8x... (2x2)x(4x4)x(6x...
~ (2x2)x(6x6)x (10 x10) x ... _ABXxCDXEF x ...
(A x4)x (8x8)x (12x12) x ... - BCXxDEXFGx...

Esta forma de representacion introduce una visién intuitiva acerca de otro
tipo de cantidades numéricas: las cantidades trascendentes.

Historicamente, una cantidad empieza a considerarse niimero en cuanto exis-
ta un algoritmo para aproximarla en términos de racionales, como es el caso
de los irracionales cuadraticos; las fracciones continuas en WALLIS cobran vi-
tal importancia pues en sus trabajos se muestra, por primera vez, un nimero
irracional no algebraico como una fracciéon continua.

Desde la antigiiedad, los matematicos se dieron que cuenta que los racionales
eran la herramienta que se requeria para obtener los irracionales. Las fracciones
continuas son una muestra de ello, pues la representacién en esta forma, brinda
una sucesién de racionales (los convergentes parciales) que converge al ntimero.
De hecho, dada la fraccién continua

by
a=ag+ ,

ba
a1 +

b3
by
aq + ...

as +
as +
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se tiene que

(. Pn
a= lim —,
n—roo qn

donde p,, v ¢, estan dados de manera recursiva por

Pn = GnPn—1 + bnpn72

Gn = @nqn—1 + bnqn_2,
tomando,

Po = G, Pp1 = apay + by

g =1,q1 = a;.

Esto permite asociar una sucesién de racionales {’q’—:} a cada fraccién continua.
Luego, si a es un numero irracional representado como una fraccién continua,
entonces se puede aproximar por medio de racionales. La representacion en frac-
ciones continuas tiene ventajas, dado que, dependiendo de su forma, se puede
determinar el tipo de niimero que representa, puesto que si la fraccién continua
es finita, entonces es un ndmero racional, si es infinita es un irracional, y, més
aun, si la fraccién continua es infinita periédica es un irracional cuadratico.

2. Las fracciones continuas en Euler

La mayor contribucion a las fracciones continuas hasta el siglo X VIII se debe
a LEONHARD EULER. En sus obras, Introduccion al Andlisis del Infinito y Sobre
Fracciones Continuas, realiza una sistematizacion de la teoria de las fracciones
continuas. Concretamente, EULER establece tres resultados: (1) Cada ntime-
ro racional se puede representar como una fraccién continua finita. (2) Todo
nimero irracional se puede representar como una fraccién continua infinita. (3)

Una fraccién continua periddica es el cero de una ecuacién cuadratica. Ademas,
. e+1 e—1
EULER muestra expresiones para e, ——, ——.
e—1 2

Teniendo la férmula de recurrencia y dado que EULER encuentra que cada
nimero se puede representar como una fraccién continua, entonces se tiene que
cada nimero irracional se puede expresar como el limite de una sucesién de
racionales. Ademas, esta representacién como fraccién continua no sélo ofrece
una aproximacion a través de racionales, sino que ofrece la mejor aproximacion.

Al respecto, en Sobre Fracciones Continuas afirma:

Una fraccién cuyo numerador y denominador estan dados por
nidmeros infinitamente largos (los cuales estdn dados por can-
tidades irracionales y tracendentes) serd una fraccién continua
extendiéndose a infinito.
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2.1. Euler y la construccién de los reales. De ninguna manera se puede
afirmar que exista en EULER una preocupacién sentida por construir un corpus
numérico al estilo de las elaboraciones de CANTOR y DEDEKIND. Sin embargo,
la organizacién de sus resultados desde una perspectiva moderna, nos permite
visualizar una construccién implicita de R. En este sentido, nos encontrariamos
frente a un cuerpo numérico delineado cien anos antes de las construcciones
tipicas y edificado a partir de la representacion de las cantidades numéricas en
fracciones continuas. Para ello supongamos la existencia del conjunto F' de las
fracciones continuas y estudiemos las propiedades basicas que caracterizan a
R, las cuales se cumplen en F.

Como hemos comentado antes, EULER establece una clasificacion de las fra-
cciones continuas F' en finitas e infinitas, es decir, fracciones de la forma:

+ ! + !
a a ,
0 B 1 y 0 . 1
a a
1 . 1 1 . 1
ag+ —m-—— a4 -
? . 1 2 1
o+ 71 a3 + ——
Op—1+ — ayq + K
n

donde ag, a1, as, . . . son nimeros enteros positivos’ . Dada una fraccién continua

8 7’ . pn . .
se definen sus convergentes®, como los nimeros racionales —, de la siguiente
n

forma:
DPo
= ap
q0
1
b1 =ag+ —
q1 a1
1
P R
2
a1 + —
ag
1
b3 _ ag 4+ ————
q3 o+ L
! 1
as + —
as

"Como se puede notar, EULER sélo se preocupa por la representacién de los nimeros
reales positivos.
8También llamados convergentes parciales.
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an 1
a1 —+

as +
oy
1

Gn—1 + —
(429

Pn

La sucesion de convergentes ( ) puede ser finita o infinita, dependiendo

n
de la naturaleza de la fraccién continua.

El proceso de formacion de los convergentes parciales de toda fraccion con-
tinua sigue la siguiente ley de recurrencia:

Pn = QpPn—1 + Pn—2

Qn = nQn—1 + qn—2.

A través de esta relacién de recurrencia entre los numeradores y denominadores
de los convergentes parciales, se tiene que cada nimero real positivo « se puede
describir como una sucesién de racionales que converge al niimero,

Pn

a= lim —.
n— o0 qn

EULER demuestra que las fracciones continuas finitas representan nimeros
racionales y que los niimeros racionales se escriben como fracciones continuas
finitas; ademds muestra que los irracionales se representan como fracciones con-
tinuas infinitas. Pero no prueba que una fraccién continua infinita representa un
numero irracional, es decir, no prueba la convergencia de la fraccién continua.
Sin embargo, tiene los elementos béasicos para establecer este resultado, tal
como lo mostramos a continuacién.

_ —1)nt
Dado que Pn _ Pnot _ (=1 se tiene que

dn dn—1 qndn—1

1 1
po_op L L
q1 qo qoq1 qoq1
P2 P 1 1 1
- = —+—=ay+ — - —.
q2 q1 q192 qoq1 q192
Luego
n
_1 m—+1
Pr_ o+ =y (3)

n m=1 dm—19m
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Por lo tanto

u = {ap;a1,as,...) = nlin;@(ao;ah...,an)
;. Pn
= lim —
n—oo qn

=ag + f: o (4)

n—1 dn—19n .
. . 1
Esta serie converge, pues lim,,_,., —— = 0, dado que
qndn—1
g > 27, (5)

lo cual se demuestra por induccién sobre n, dado que gn+1 = ant1qn + gn-1-
De esta forma cada fraccién continua converge a un niimero real .

El anterior resultado permite establecer un puente de contacto entre la re-
presentacién en fracciones continuas y la representacién en sucesiones funda-
mentales. Las operaciones de suma y producto en F se definirian de acuerdo
a las operaciones con sucesiones fundamentales y por lo tanto cumplirian las
mismas propiedades algebraicas. Una ventaja adicional de la representacién en
fracciones continuas es su unicidad, lo cual fue utilizado por CANTOR para
demostrar la equipotencia entre R y R™.

En el conjunto F' de las fracciones continuas se puede definir una relacién
de orden de la siguiente manera. Dadas las fracciones continuas,

1 1

o =ap+ y  B=bo+

ai + by +

ag + —m— by + ————

? 1 ? 1
az + ——— by + ——
as + - by +

se tiene que

Si ag # by entonces o > 3 si ag > by.

Si ag = bg, entonces « > B si a; < by.

Siag =bg y a1 = by, entonces a > (3 si ag > bo.

En general, si a; = b; para todo n < i entonces « > 3 si apy1 > byt
donde 4 es nimero impar. Si ¢ es un ndmero par entonces a > f si

e

ap41 < bn+1~

De esta definicion facilmente se sigue que F es un cuerpo arquimediano y se
pueden demostrar las otras propiedades de R, que son caracteristicas del orden.
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3. Conclusiones

Teniendo en cuenta los aspectos desarrollados en este articulo, se ha podido
mostrar, para el caso de las fracciones continuas, que los sistemas de represen-
tacion no sélo constituyen empaques que permiten la operatividad, sino que
guardan elementos conceptuales que brindan informacién sobre la naturaleza
del nimero. Tipicamente se argumenta la importancia histérica de las fraccio-
nes continuas por su contribucién en las siguientes cuestiones: La resolucién
de ecuaciones diofanticas (como la dada por JOSEPH LoOUIS LAGRANGE en

1780 para la ecuacién de Pell®); la demostracién de la irracionalidad de algunos
%, Q, por parte de EULER'?; la demostracién,
por parte de LAGRANGE, de que una raiz real de una cuadrética irracional, es
una fraccién continua periédica; la representacion de funciones avanzadas, como
la funcién de Bessel, utilizando la presentacién de la funcién hipergeométrica en
fracciones continuas, elaborada por GAUSS en 1813; la demostracién, en 1844,
de la existencia de irracionales de naturaleza diferente a las raices de niimeros
enteros positivos que no son cuadrados perfectos, lo cual abre el abanico de los
irracionales trascendentes. Cuestién utilizada por LINDEMANN, en 1882, para
demostrar la trascendencia de 7 y por lo tanto, para demostrar la imposibili-
dad de la cuadratura del circulo con regla y compas. Las fracciones continuas se
utilizaron también en el llamado “problema de los momentos”, solucionado por
THOMAS JAN STIELTJES en su articulo Recherches sur les fractions continues
de 1894 [8].

Ademss la representacion en fracciones continuas provee la mejor aproxima-

nimeros reales como e,

cién de un nimero real. Se dice que un nimero racional — es una mejor apro-

. ., . . . p
ximaciéon de un ntmero real x, si para todos los racionales =, con 0 < s < g,
q
se tiene que |qx — p| < |sx — r|, con p # r,q # s.

Sin embargo, mas alld de estos casos particulares, en este articulo hemos
mostrado, desde una mirada macro, que las fracciones continuas esbozan y di-
mensionan una construcciéon de los reales, lo cual constituye un elemento de
causalidad importante para los desarrollos de CANTOR y DEDEKIND. Esto se
debe a que las fracciones continuas contienen informacién acerca del nime-
ro que representan: los racionales como las fracciones continuas finitas y los
irracionales como las infinitas.

Estableciendo las propiedades bésicas del conjunto F de las fracciones con-
tinuas, podemos observar que satisfacen las condiciones que debe cumplir una
“buena definicién” de ntmero real, segin RICHARD DEDEKIND; esto es: no

9Esta ecuacién es la siguiente: 22 —ny? = 1, con n entero positivo que no es un cuadrado
perfecto.
10Resultado generalizado por LAMBERT para e® y tan .
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hacen alusién a cuestiones de tipo geométrico ni intuitivo, permiten estable-
cer las operaciones bésicas y una relacién de orden y, por tdltimo, provienen
de una misma definicién. Este es un aspecto muy importante, pues hasta el
siglo XVIII no habia una definicién clara de nimero real. Algunos nimeros
se obtenian como solucién de ecuaciones, otros como la cuadratura de figuras
geométricas, etc. A partir de EULER, las fracciones continuas evidencian la po-
sibilidad de definir los reales desde la aritmética, sin hacer alusién a la medida
de magnitudes como se hacia usualmente.

Tal como lo hemos presentado, podemos decir que histéricamente las fraccio-
nes continuas van delineando construcciones como las de HEINE y CANTOR, en
términos de sucesiones de Cauchy, pues cada sucesion de convergentes parciales
corresponde a un representante de las clases de equivalencia de sucesiones de
Cauchy. Esto nos permite mostrar que las técnicas operativas, en este caso las
fracciones continuas, constituyen un eslabén conceptual en el desarrollo de la
nocién de ntimero real.!!
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