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Un comentario sobre “New exact solutions for
the combined sinh-cosh-Gordon equation”
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ABSTRACT. GOMEZ & SALAS in [1] presented twelve “new exact so-
lutions” of the combined sinh-cosh-Gordon equation. In this note we
show that these solutions can be found from the general solution.
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RESUMEN. GOMEZ & SALAS en [1] presentan doce “nuevas soluciones
exactas” de la ecuacién sinh-cosh-Gordon combinada. En esta nota,
mostramos que estas soluciones son casos particulares de la solucién
general.

1. Introduccién

GOMEZ & SaLAs en [1] consideran la ecuacién sinh-cosh-Gordon combinada
gt — kze + asenh (u) 4+ 5 cosh(u) = 0, (1)

donde los subindices denotan derivadas parciales, u es una funcién real de
las dos variables independientes z,t, y «, 3, k son pardmetros reales no nulos.
Haciendo uso de transformaciones adecuadas, que son estandares en el estudio
de este tipo de ecuaciones, los autores en [1], reducen la ecuacién (1) a la
ecuacion diferencial ordinaria

2N —k)w" —2(X2 — k) W)+ (a+ B)v® — (a— B)v =0, (2)

donde v = v (§) = v (x + At), asi las soluciones exactas de (1), se obtienen de
las soluciones exactas de (2), definiendo u(x,t) := logv(z + At).
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Mediante el método proyectivo de ecuaciones de Riccati general, método
que describen en la seccién dos del mencionado articulo, ellos afirman que ob-
tienen “nuevas soluciones exactas”de la ecuacién (2) y, por ende de la ecuacién
(1), para “muchos valores” de k,« y 8. En las conclusiones, afirman también
los autores de [1], que el método utilizado por ellos en la bisqueda de solu-
ciones exactas de (2), es un “método poderoso” y es més complicado que otros
métodos.

El objetivo principal de esta corta nota, es mostrar que la ecuacién (2) se
puede resolver, usando métodos elementales y que las doce soluciones encon-
tradas por GOMEzZ & SALAs en [1], se pueden obtener como casos particulares
de la “solucion general” hallada en esta nota; de esta manera las soluciones
obtenidas en [1], no deberian ser consideradas como nuevas.

2. Solucién de la ecuacién (2)

Siguiendo la sugerencia que se encuentra en los textos basicos sobre ecua-
ciones diferenciales, ver [2], las sustituciones
dp dpdv dp

’Ul(f):pa ,U/I(g)_dg_%df_pd’lj7

permiten reducir la ecuacién (2), a la ecuacién de primer orden

d 1 1 a4+ a—
_p__p:_ _(26) ’U2+ 2ﬁ , (4)
dv v P 2(A2—k) 2(A\2 —k)

que reconocemos como una ecuacion de BERNOULLI. Haciendo la sustitucion

z = p?, propuesta por LEIBNIZ en 1696, la ecuacién (4) se transforma en la
ecuacién lineal

(3)

dz 2 (a+0) 4 a—-¢
w o Rl te—p (5)

la solucién de (5), permite escribir la solucién general de (2) mediante la ex-

presion
dv 2_ (a+08) 4 9 a—0
() = e o+ (=) )

donde C' en una constante (arbitraria).

La solucién general de (6) se puede expresar via las funciones elipticas de
Weiertrass [3].

Sin embargo, se pueden encontrar soluciones periddicas y soluciones de onda
solitarias, para algunos valores particulares de la constante C. Para ello, toman-
do raiz cuadrada en ambos miembros de (6), separando variables e integrando

se obtiene
dv

/\/_(0’4‘6)1]3_‘_01)2_’_ (ﬂ)v

=£{+ Ch, (7)
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donde C] es una constante arbitraria, n = A\? — k. Como se ver4 a continuacién
para valores adecuados de la constante C, la integral que figura en (7) se puede
calcular por métodos elementales. La expresiéon que aparece en el radical del
lado izquierdo de (7), se transforma en:

B oy (#) v=—=[(a+8)v" —nCv+(a—p)]

n@-) m 2
-5 [< S RC) wal, )

con

I (a=p)° (nla=pC)’
=Var- 2 A= m2 2m2 '
En (8) escogemos C, de modo que A = 0, esto es C' = iQTm, de (8) se observa
que (7) se transforma en

d 2
fi:/(w@)ﬁ:i g O Y

en donde
I:/L I:/L
R R (RO

Como m = \/a? — 32, se debe cumplira — 3 >0ya+3>06a—-8B<0y
a+ 3 < 0, la expresién subradical del lado derecho de (9) indica que con el fin
de seguir evitando la introduccién de cantidades imaginarias, se debe tener que
(a— ) y n tengan signos contrarios; lo anterior motiva considerar los siguientes
dos casos:

Caso 1. Supongamos que « > 3,n < 0. Nétese que tanto I, como I_, se

pueden evaluar por métodos elementales de calculo; a manera de ilustracién si

w = /v, entonces 2dw = \d/—% asf:

= CE R EER
1/ o arctg(J f) (10)

Ly
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teniendo en cuenta (10) en (9), despejando v se obtiene finalmente:

v = (a;ﬁ) tan? <%1/?£+Cl> . (11)

De manera analoga, al ser evaluada I_, se obtiene para v la expresion

o (a=) (14 Crex (+/~F¢) ’
m 1—C1exp(:|:,/—%§) '

Caso 2. Supongamos que a < 3,n > 0. Procediendo de manera similar al
caso 2.1, se obtienen las siguientes soluciones de la ecuacién (2)

v= (5;170%&19 (%\/%f'f‘ Cl) : (13)

(B-a) (1+Crexp (+/)\ (14)
m 1—Ciexp (iﬁf) .

En (11), (12), (13) y (14) Cy es una constante arbitraria.

A continuacién veremos que todas las soluciones de Gémez y Salas en [1]
se obtienen de (11), (12), (13) y (14) para ciertos valores particulares de la
constante C7. En efecto,

_ (a=p) CSC(V 7%§)+1 es (]_]_)7

(12)

v =

.
U1 = CSC(\/T%g)71 con Ci = =,
_ (B—a) esc({/EE)+1 .
2T csc(ﬁg)-i-l €s (13)7 con Cy = 10
_ (a=p) sse(y/-BE)-1 B
v = m csc( —E)+1 €s (11)7 con Cl - —%,
_ (B—a) ese(y/3E) -1 .
Vg = o ce(\/ZE) 11 es (13), con Cy = -1,

N

vy = @co‘c2 (% —%f) es (11), con Ci =
vg = —~ ( mg) es (13), con Cr=3,
vy = L= coth? (%ﬁf) es (14), con Cy =1,
vg = (ﬁ;ma) tan? (%\/%f) es (13), con Cy =0,

vy = @tanl’? (3/—Z¢) s (12), con Cr = -1,
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V19 = @ tanh? (%ﬁg) es (14), con Cp = —1,
V11 = ( B) coth? (%\/—f) (12), con C; =1,
vy = @ tan? (%ﬁf) es (11), con C; =0.

Finalmente, GOMEZ & SALAS concluyen en [1] “el método proyectivo de
ecuaciones de Riccati es un método poderoso para encontrar soluciones exactas
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales”. No obstante, lo mostrado en
esta nota nos senala que, por lo menos para la ecuacién bajo estudio, el método
usado por ellos no es tan poderoso.
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