Lecturas Matematicas
Volumen 31 (2010), pdginas 99-145
ISSN 0120-1980

Autour des propriétés spectrales des
semi-groupes

Lubovic DAN LEMLE

Université Claude Bernard Lyonl, 69622 Villeurbanne, France
Université “Politehnica” de Timigoara, 331128 Hunedoara, Roumanie

ABSTRACT. In this paper we present a study concerning the spectral
properties of the strongly continuous semigroups of linear bounded ope-
rators on a Banach space.

Key words and phrases. Uniformly continuous semigroups, Co—semi-
groups, differentiable Co—semigroups, spectral theorem.

MSC2010 : 47D03

RESUME. Dans ce papier nous présentons une étude concernant les pro-

priétés spectrales pour les semi-groupes fortement continus d’opérateurs
linéaires bornés dans un espace de Banach.

1. Préliminaires

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réalise, en
autre, 'isomorphisme fondamental algebrique et topologique entre le groupe
topologique aditif des nombres réels et le groupe topologique multiplicatif des
nombres réels strictement positifs, on peut constater que la fonction ¢t — e?®,
a € R, est une solution réele continue de ’équation fonctionnelle de Cauchy
ft+s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1. Cette équation a été etudiée par
beaucoup de mathématiciens commencant avec CAUCHY méme. D’autre part, il
est tres bien connu que la fonction exponentielle t — @ est la solution unique
sur R de 'équation différentielle 2/ = ax avec la condition initiale z(0) =
1. L’importance des fonctions exponentielles a connu une grande croissance
apres I'année 1888, quand le grand mathématicien GIUSEPPE PEANO a eu
Iinspiration d’écrire la solution du probléeme de Cauchy vectoriel

(T
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ou A est une matrice quadratique, sous la forme

oo
trA™
t— et = E -
n!

n=0

Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles X' = AX,
ou A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X, qui a pour
solution fondamentale la fonction exponentielle ¢ — et4, A € B(X).

Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modele général
dans le cadre des algebres de Banach abstraites. Plus précisément, si 5 est une
algebre de Banach avec 'unité I et a € B, alors la fonction

Rot—el*eB

X in,.n
ta t"a
e’ =

n!
n=0

est dérivable et elle est 'unique solution du probleme de Cauchy

{re

Compte tenu de 'unicité des solutions du probleme de Cauchy, il en résulte
que la fonction f(t) = e® satisfait sur R & I’équation fonctionnelle de Cauchy.
Le probleme reciproque de savoir si les solutions de ’équation fonctionnelle de
Cauchy sont des solutions pour les équations différentielles linéaires de premier
ordre ' = ax, s’est avéré étre plus difficile, mais il a été résolu par NATHAN
[Na’35] et YOSIDA [Y0’36]. Donc la double caractérisation de la fonction expo-
nentielle par ’équation fonctionnelle de Cauchy et par I’équation différentielle
linéaire de premier ordre a été établie pour le cas général des algebres de Banach
abstraites.

Ces caractérisations importantes ont sugéré 1'idée d’étudier les équations
différentielles linéaires du premier ordre par des extensions adéquates de la
fonction exponentielle. De cette maniere est apparu la nécessité de considérer les
équations différentielles vectorielles de premier ordre 2/ = Ax ol A n’est pas un
opérateur de l’algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés B(X), mais un
opérateur linéaire non-borné dans un espace de Banach X. La définition d’une
fonction exponentielle comme une solution de cette équation a été realisée par
I'introduction des semi-groupes de classe Cy. Mais, dans ce cas-la, I’équation
fonctionnelle de Cauchy se réfere aux fonctions

[0,00) 5 t — T(t) € B(X)

avec T'(0) = I, satisfaisant la relation T'(t+s) = T(¢)T'(s) et qui sont fortement
continues, c’est-a-dire ayant la propriété

}g% Ttz ==

pour tout x € X. Les résultats fondamentaux pour les semi-groupes de classe C
dans les espaces de Banach ont été obtenus par HILLE [Hi’36], [Hi’48], [Hi’52],



AUTOUR DES PROPRIETES SPECTRALES DES SEMI-GROUPES 101

YosIDA [Yo'48], [Yo'57], FELLER [Fe’52], [Fe'53], MIYADERA [Mi’52], [Mi’56]
et PHILLIPS [Ph’52], [HP’57] qui ont crée la théorie des Cp—semi-groupes
et de leurs générateurs. Le célébre théoreme de Hille-Yosida-Feller-Miyadera-
Phillips rétablit le lien entre I’équation fonctionnelle de Cauchy T'(t + s) =
T(t)T(s) et I'équation différentielle ' = Az, o A est un opérateur non-
borné fermé et densément défini dans un espace de Banach X. Dans ce cas-
la, T'(t) représente dans un certaine sens la fonction exponentielle. Beaucoup
de résultats intéressants concernant I’engendrement, la représentation, les pro-
priétés spectrales et de convergence peuvent étre trouves dans les excellentes
monographies de AHMED [Ah’91], BARBU [Ba’76], BUTZER et BERENS [BB’67],
CLEMENT, HEIJMANS, ANGENENT, VAN DULIN et de PATGER [CHADP’87],
VAN CASTEREN [vCa’85], DAVIES [Da’80], GOLDSTEIN [Go’85], PAzy [Pa’83],
VRABIE [Vr’01], YOSIDA [Y0'67], etc.

Dans la suite nous noterons par £ un espace de Banach sur le corps des
nombres complexes C et par B(E) I'algébre de Banach des opérateurs linéaires
bornés dans €. Nous désignerons par I I'unité de B(E).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C £ — £ nous noterons par
Im A={Az|xr € D(A)}
I'image de A et par
Ker A={x € D(A)|Ax =0}
le noyau de A.
L’opérateur A : D(A) C € — Im A est surjectif. Si Ker A = {0}, alors A
est injectif. Pour un opérateur bijectif, on peut définir 'opérateur inverse :
At :'D(A_l) c&—E¢&

par A~y = z si Az = y. Evidemment D (A_l) = Im A. Dans la suite nous
noterons par GL(&) I'ensemble des éléments inversibles de B(E). L’ensemble
GL(E) est un ensemble ouvert dans B(€) ([Is'81, Theorem 4.1.13, pag. 145]).
Soit A : D(A) C € — & un opérateur linéaire. Pour tout n € N, nous
définissons :
A" . D(A") — &

par

A'=1, A'=4 ., A"=A(A"") |
ou

D(A") = {z € DA™ ") |A" 'z € D(A) }

quel que soit n € N.

Lemme 1.1. Soit f : [a,b] — & une fonction continue. Alors
a+t
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Preuve. Nous avons :

a+t a+t
i 1@ s s@| =[5 -f@las] < s 156) - sl

L’égalité de 1’énoncé résulte de la continuité de application f. ™

Lemme 1.2. Si A€ B(€) et ||A|| <1, alors I — A€ GL(E) et

(I-A4)7'=> ar
n=0
Preuve. Soit Y,, =TI+ A+ A2+ ...+ A". Alors :
LA
1—[lA]

Par conséquent, (Y;,), oy est une suite de Cauchy. Mais B(£) est une algebre
de Banach. La suite (Y},), o est donc convergente. Notons Y € B(£) sa limite.
De T'égalité (I — A)Y,, = I — A" il résulte que lim,, o (I — A)Y,, = I, d'ott
(I — A)Y = I. Nous obtenons Y (I — A) = I de fagon analogue. Finalement, on

voit que I — A € GL(E) et que (I —A) ' =S 4an. ™
n=0

||Yn+p - Yn” <

— 0 pour n — oo.

Remarque 1.3. Si [|[I — Al <1, alors A€ GL(E) et A~L = S (I - A)™.
n=0

Définition 1.4. L’ensemble
p(A4) = {)\ eC ‘()\I — A)™" est inversible dans B(S)}
s’appelle I'ensemble résolvant de A € B(E).
Proposition 1.5. Soit A € B(E). Alors p(A) est un ensemble ouvert.
Preuve. Définissons I'application
¢:C— B(E)
par
d(\) = A — A
Evidemment, ¢ est continue. Si A € p(A), alors A\ — A € GL(E) et par suite
p(A) = ¢71(GL(E)). Comme GL(E) est un ensemble ouvert, on voit que p(A)

est ouvert.
Définition 1.6. L’application
R(.;A): p(A) — B(E)
R(AA) = (M —A)!
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s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.7. La résolvante d’un opérateur linéaire A € B(£), a les pro-
priétés suivantes :
i) si A, € p(A), alors

RN A) = R(p; A) = (0= NR(N A)R(us A)

ii) R(.;A) est une application analytique sur p(A) ;
iii) si A € C et |A| > ||A]|, alors A € p(A) et nous avons

A):z%w ;

iv) nous avons
d"” n X n+1
o R(X;A) = (=1)"n!R(\; A)

quels que soient n € N* et A € p(A).

Preuve. 1) Nous avons successivement :
R(X A) = R(u A) = (AL — A)™ — (ul — A)"!

=N —A) " (uI— A= N+ A)(ul —A)!

= (= A) R(X A)R(p; A)
quels que soient A, p € p(A).

ii) Soit Ao € p(A). Notons D ()\0; m) le disque ouvert de centre Ag
et de rayon m. Alors, pour A € D ()\0; m), nous avons :
M —A=[I—- (Ao — AR A)] (Aol — A)
Mais :
(Ao = M EAo; Al = [Ao = Al R(Ao0; A < 1
Compte tenu du lemme 1.2, il résulte que :
I— (Ao —NR(Ao;A) €GL(E)
dot A\ — A€ GL(E) et
A= A)" = (NI = A) 7T = (Ao = NR(No; A)]

= R(X: A ZAO— R(Xo; A)"

Z (A= Xo)"R(Ao; A)"

Donc R(.;A) est analytique sur p(A).
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iii) Soit A € C tel que [A| > ||A||. Alors [A"*A| < 1,dot I — A\"1A € GL(E).
De plus :

(I-A"1a)"" = i (A" = i T:
n=0 n=0

Par conséquent :

n

RAA) =M -A) =2t (I-a1a) =) T
n=0

L’assertion (iv) s’obtient par récurrence. Pour n = 1, nous avouns :

d ooy Do N =2 iy 42
d)\R()\,A)fd)\()\I A7 =—(M—-A)*=—-R(NA)".
Supposons que pour k£ € N, on ait :
dk

TR A) = (D RR( A

Montrons que :
! k41 k42
Nous avons :
dk-‘rl d dk d

— RN A) = — [ —RXNA) ) = — [(—1)*kI(N — A)~F1

= (—DFEN(=k = )M — A)7F2 = ()M (k + 1)IR(\; A)F+2
et par conséquent :

ddWR(/\;A) = (=D)"n!R(\; A", (V)neN. ™
Remarque 1.8. Compte tenu de la proposition 1.7 (iii), il résulte que :

{A e CIAI> [[All} € p(A).

Définition 1.9. L’ensemble o(A) = C— p(A) s’appelle le spectre de A € B(E).

Proposition 1.10. Soit A € B(£). Alors :
i) a(A) # 0;

ii) o(A) est un ensemble compact.

Preuve. 1) Supposons que o(A) = (. Alors p(4) = C. Par conséquent, I’ap-
plication A\ —— (A — A)~! est définie sur C. De plus, pour |A| > || A, nous
avons :

RN A) =) ATL , (V)X € p(A).
n=0

Il s’ensuit que :
lim R(\A) =0.

|A[—o0
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Donc il existe M > 0 tel que |[R(\;A)|| < M, (V)A € C. Le théoreme de
Liouville ([DS’67, pag. 231]) implique que R( .; A) est constante sur C et que
cette constante ne peut étre que 0. Donc (Al — A)_1 = 0 pour tout A € C, ce
qui est absurde. Par conséquent o(A) # 0.

ii) Compte tenu de la proposition 1.7 (iii), nous obtenons que :
o(4) c{re CIAl < [|A]l}.

L’ensemble o(A) est donc borné. Comme nous avons vu que o(A) est un en-
semble fermé, il est donc compact. ¥

Définition 1.11. Pour un opérateur linéaire A € B(E), le nombre

H(A) = sup
A€o (A)

s’appelle le rayon spectral de A.

Remarque 1.12. Evidemment, pour un opérateur A € B(E), o(A) est contenu
dans 'intérieur du cercle de centre O et de rayon r(A). De plus, on peut montrer
que

r(A) = lim A"
et on voit que r(A) < ||4].

Par la suite, nous présenterons quelques probléemes concernant la théorie
spectrale pour un opérateur linéaire fermé A : D(A) C &€ — £.

Définition 1.13. L’ensemble
p(A) ={A e C|A\[ — A: D(A) — & est opérateur bijectif }
s’appele I’ensemble résolvant de A.

Remarque 1.14. Il résulte du théoreme du graphe fermé ([DS’67, Theorem
I1.2.4, pag. 57]) que lopérateur :

M-A)':g—¢
est continu dans £.

Définition 1.15. L’application
R(.;A): p(A) — B(€)
RN A) =M —A)7", (A€ p(d)
s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.16. Soit A : D(A) C £ — &, un opérateur linéaire fermé.
Alors :
i) p(A) est un ensemble ouvert et R( .;A) est une application analytique sur
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p(A);
ii) si A\, o € p(A), alors
RN A) — R(; A) = (p = NR(N A R(; A) 5
iii) nous avons
dn

el . — (—1\"n! . n+1
SR A) = (-1 RO A)

quels que soient n € N et A € p(A).

Preuve. Elle est analogue A celle de la proposition 1.7. &

Définition 1.17. L’ensemble o(A) = C — p(A) s’appelle le spectre de A.
Remarque 1.18. 0(A) est un ensemble fermé.

Remarque 1.19. Il existe des opérateurs fermés qui ont un spectre non borné.

Example 1.20. Prenons £ = Cjp 1) et considérons l'opérateur
D : C[1071] — 8
défini par

’

Df=f

Dans ce cas, nous avons o(D) = C.
Définition 1.21. Soit D C C un ensemble ouvert. Une application analytique
D> )\— Ry € B(€)
qui vérifie la propriété
Ry —R,=(p—A)R\R,, (V)A\,neD,
s’appelle une pseudo-résolvante.

Théoréme 1.22. Soit D 5 A —— Ry € B(E) une pseudo-résolvante. Alors :

i) RAR, =R, R\, V)\,neD;

ii) KerRy et ZmR) ne dépendent pas de A € D ;

iii) Ry est la résolvante d’un opérateur linéaire A fermé et défini sur un sous
espace dense si et seulement si KerRy = {0} et ImRy = €£.

Preuve. 1) Soient A, u € D. Alors, nous avons :
R)\ — RN = (u — )\)R)\Ru
et :
RH — R)\ = ()\ — u)RuR,\7
d’ou :
0= (pu—NRA\R,+ (A—p)R,Rx.
Par suite, on a Ry\R, = R, R).
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ii) Soient € D et x € Ker R,,. Alors R,z =0.Si A€ D, on a:
Ryx — Ryz = (u— A\)RaRyx.

Donc Ryz = 0. Par conséquent = € Ker R). Il s’ensuit que Ker Ry ne dépend
pas de A € D. Soient u € D et y € Im R,. Alors il existe x € £ tel que
R,z =1y. Si A € D, nous avons :

Ryz — R,z = (u— A)R\R,z.
Donc :
Ry —y=(n—MRyy,
ou bien :
y=RBx(z+ A —-py) .

Donc il existe u = z4+(A—p)y € € tel que y = Ryu. Par conséquent y € Zm R.
Il s’ensuit que Zm R) ne dépend pas de A € D.

iii) = Si R est une résolvante pour un opérateur linéaire A fermé et défini
sur un sous espace dense, alors R est une application bijective, d’ot KLer Ry =

{0} et Ry = (M — A)~". Par suite, Ry "' = M — A et D(R\"') = D(4) = €.
Par conséquent Zm Ry =D (R, ') = €.
<= Solent D 5 A — Ry € B(€) une pseudo-résolvante et A € D tel

que Ker Ry = {0}. Alors pour y € Zm R, il existe un seul z) € & tel que
y = Ryx). Mais pour A\, u € D, on a :

Ryy— Ryy = (u— AN)RARLY .
D’autre part :

Ryy — R,y = RaR,x, — RyRyxy = Ra\R,x, — RaRux) = RaR, (z, — ) .
Donc x;, —xz) = (u— )y, d'ott Ay —xx = py —x,. Par conséquent, 'opérateur :
A:Im Ry, — €&

Ay =Xy —zx=Xy—R\"'y

est correctement défini (valeur indépendante de A). De méme D(A) =Zm Ry =
E. Puis que Ry € B(E), il résulte du théoreme du graphe fermé ([DS’67, Theo-
rem 11.2.4, pag. 57]) que R;l est un opérateur fermé. Donc A = \[ — Ry~ " est
un opérateur fermé. De plus, on a :

RAfly =zy= y—Ay=A—-Ay.

Par conséquent Ry = (AI — A)~" est la résolvante de A. ¥
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2. Semi-groupes uniformément continus

Dans la suite nous présenterons quelques problemes concernant les semi-
groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de
Banach £.

Définition 2.1. On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés sur £ une famille {T'(t)},., C B(E) vérifiant les propriétés
suivantes :

i) T(0) =1I;

i) Tt+s)=TH)T(s), (V)t,s>0;

iii) limy o [|T'(¢) — I]| = 0.

Le plus important objet associé a un semi-groupe est son générateur.

Définition 2.2. On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe unifor-
mément continu {7'(t)},., I'opérateur linéaire

A:£E—E,

Tt)—1
A=lim T
N0 t
Lemme 2.3. Soit A € B(E). Alors {etA}DO est un semi-groupe uniformément
continu d’opérateurs linéaires bornés sur £ dont le générateur infinitésimal est

A.

Preuve. Soit A € B(€) et [0,00) 3 t — T'(t) € B(E) une application définie
par :
— tF Ak

— oA
T(t)=e" = x

k=0
La série du membre de droite de 1’égalité est convergente pour la topologie de
la norme de B(£). De plus, il est évident que T(0) = I et T(t + s) = T(t)T(s)
quels que soient t,s > 0. Compte tenu de 'inégalité :
IT(t) = 1| < A =1, (V)¢ >0,
il résulte :

lim [[7(8) = 1] = 0.

Donc la famille {T'(¢)},5, C B(£) est un semi-groupe uniformément continu.
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D’autre part, puisque :

T =1 1 1 (& kAk
-1 _ 4= S (e -T —wi }: —I—tA|| =
t t t P
1 .tk Ak 1 ad
— = |1+tA —I—tA -
1 = R Ak 1
= ~ (1414 —1-t||A — (et —1 — A =
t( AL+ Al t( A1)
A Al — 0 s N0
= — si ot ,
A
nous obtenons : T I
limL:A.
t\.0 t

Le semi-groupe {7'(t)},~, admet donc pour générateur infinitésimal I'opérateur

A o

Lemme 2.4. Etant donné un opérateur A € B(E), il existe un unique semi-
groupe uniformément continu {T'(t)},,
T(t) =€, ()t >0,
ayant pour générateur l'opérateur A.
Preuve. Soit A € B(E). Alors il existe un semi-groupe uniformément continu

{T'(t)},>, engendré par A. Si {S(t)},>, est un autre semi-groupe uniformément
continu engendré par A, alors nous avons :

T(t) - I

lim =A
t\.0 t
et : g 7
lim (15)7— =A.
t\.0 t
Par conséquent :
lim (t)_S(t)’—o.
t\0 t

Pour a €]0, 00), nous considérons l'intervalle I, = [0,a[. Comme {T'(t)},-, et
{S (t)}t>0 sont des semi-groupes uniformément continus, nous voyons quTe les
applications

t—[IT@)]
et

t—[IS@l

sont continues. Il existe ¢, € [1,00) tel que :

sup TN 1S} < ca -
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Sie >0, il existe tg € I, tg > 0, tel que :

T - S®) | _ e
EEE— — V)t €]0, o]
¢ = CLC?L’ ( ) G] ) 0[
Soit t € I, arbitrairement fixé et n € N* tel que £ € [0,¢o[. Alors :

r-s0-[r ()] -5 (-]
r(ot)38)-rle-0t) s (2)-

quel que soit t € I,,.

De l'inégalité :

T(L) -8 (L c
GECIG] P
P acs
nous obtenons :
t t t
HORIOIE
n n acin
et par suite :
n—1 -
1T() —S@) < ];Caaﬁca <e, (Mtel,.

Er(e ) o) 5 ()]s

Puisque € > 0 est arbitraire, il en résulte que T'(t) = S(t), pour tout t € I,.
Mais, comme a €]0,00) est aussi arbitraire, il s’ensuit que T'(t) = S(t), (V)t €

0,00). ™

Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour qu'un opé-
rateur soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu.

Théoréeme 2.5. Un opérateur A : £ — & est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire

borné.
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Preuve. = Soit A : € — &£ le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformément continu {7'(t)},~, C B(£). Alors :

lim ||T'(t) = I]| = 0.
lim [ T(¢) 1]

t
L’application [0,00) 3 t — T(t) € B(E) est continue et par suite [T'(s) ds €
0
B(£). Avec le lemme 1.1, on voit que :

t

o1
}{%5 T(s)ds=T(0)=1.
0

Il existe donc 7 > 0 tel que :

1 T
f/iunu—l <1.

T
0

-
Compte tenu de la remarque 1.3, I’élément % JT(t) dt est inversible, d’ou il
0

.
s’ensuit que [T'(t) dt est inversible. Nous avons :
0

0 0 0
T+h h
—l/T()d l/T()d
=7 u) du— u) du
T 0
Avec le lemme 1.1, nous obtenons :
T 1 r ) T+h ) 0+h
%{%T/T(t)dt:}f{% 7 /T(u)du—ﬁ /T(u)du
0 T 0
=T(r)=T0)=T(r) - I,
d’ou :
- -1
. Tth)y—1
flLI{,I}) ———— =[T(7) — 1 /T(t) dt

Par conséquent, le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément conti-
nue {T'(t)},~ est I'opérateur :

. -1

A=[T(r) - 1] / T | eBE).

0
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<= Cette implication est évidente compte tenu du lemme 2.3 et du lemme 2.4.

ul

Corollaire 2.6. Soient {T'(t)},-, un semi-groupe uniformément continu et A
son générateur infinitésimal. Alors :

i) il existe w > 0 tel que | T(t)]| < evt, (V)t > 0;

ii) Papplication [0,00) 3 t — T'(t) € B(E) est différentiable pour la topolo-
gie de la norme et

ﬁgﬁzumwsz@A, ()t > 0.

Preuve. 1) Nous avons :

IT@)| = [|et]| < el (w)t > 0.

Pour w = ||Al|, nous obtenons I'inégalité :
IT@] < e, ()t >0.
L’assertion (ii) provient des égalités suivantes :
Tt)—1 Tt) —-T
A:Iimi() :limi() (0),
t\.0 t t\,0 t—0

nous en déduisons que ’application considérée est dérivable au point ¢ = 0.
Soient t > 0 et h > 0. Alors :

T(+h) —T@) T(h) 1
_— — Al ||T(¢t
| ) I
Th) —I |l a4l
h b
d’ou :
lim w _ AT(t) —0.
RN\0 h

Par conséquent, 'application considérée dans I’énoncé est dérivable a droite et
on a:

+T
(iﬁ“)zAT@L (W)t > 0.
Soient t > 0 et h < 0 tel que t + h > 0. Alors :
T+ h)—-T(t I-T(-h
H(+2() AT(t H “) AT(~ HTt+hm
H —AT( R)|| etHmIAIL

d’ou il vient :
lim w = AT(t).
h, "0 h
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Par conséquent I'application considérée dans I’énoncé est dérivable a gauche et
nous avons :
d-T(t)
dt
Finalement on voit que 'application considérée dans I’énoncé est dérivable sur
[0,00) et nous avons :

— AT(t), (V)t>0.

CW _arw), wie>o.

On vérifie que AT(t) = T(t)A , (V)t >0. ™

3. Semi-groupes de classe Cg

Dans le cadre de ce paragraphe, nous introduisons une classe plus générale
que la classe des semi-groupes uniformément continus et nous étudions ses
propriétés élémentaires.

Définition 3.1. On appelle Cy—semi-groupe (ou semi-groupe fortement conti-
nu) d’opérateurs linéaires bornés sur £ une famille {T'(t)},-, C B(E) vérifiant
les propriétés suivantes : a

i) T(0) = I;

i) Tt+s)=THT(s), (V)t,s>0;

iii) imp o T(t)z =2, Mz ef.

Définition 3.2. On appelle générateur infinitésimal d’un Cy—semi-groupe
{T(t)},>(, un opérateur A défini sur I’ensemble

T(t)z —
D(A) = {x € & |lim Itz -z existe }
t\.0 t
par
T(t)z —
Az = 1im TOTZT e pa).
t\0 t

Remarque 3.3. Puisque :
1T () — || < |T(¢) — || [|]|

pour tout x € £ et tout t > 0, il en résulte que les semi-groupes uniformément
continus sont Cy—semi-groupes. Mais il existe des Cy—semi-groupes qui ne
sont pas uniformément continus, comme nous pouvons le voir dans ’exemple
suivant.

Example 3.4. Soient p € [1,00) et

o0
Z\xn\p <oo}

n=1

lp = { (mn)nGN*
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avec la norme
1

l(@n)nen-l, = (Z Iwn|p>

Considérons une suite de nombres réels positifs (a,)nen+ et définissons une
famille {T'(t)},-, d’opérateur linéaires sur I’espace I, par

T(t)(zn)nen = (e_“"txn)neN* , Vt>0
pour tout (x,)nen+ € lp. On voit que
T(0)(zn)nen- = (€7 2p), e = (@n)nen-
donc T'(0) = I. De méme, pour tous ¢, s > 0 nous avons
TOT(s)(@n)nen- = T(t) (7" *n), o = (€77 20, .
= (e_“”(t+s)xn) =T(t + s)(zn)nen-
neN=

quelque soit (zy)nen- € lp. Donc T'(t + s) = T(t)T(s), pour tous ¢, s > 0. De
plus, pour tout ¢ > 0 et tout (z,)nen~ € I, nous avons

”T(t)(xn)nEN* - (xn)neN* :

Z = H(e_antxn)neN* = (@n) pen- .

(o)
= Z ’e_a"t - 1‘p |z, [P .
n=1

Comme
- P
e ant _ 1’ |$n|p S |xn‘p
o0
et lasérie Y |z,|” est convergente, avec le théoréme de Weierstrass il en résulte

n=1
que la série

)
> fe <1 feal
n=1

est uniformément convergente. Donc

. —ant p _
i [ T(1) (@ merss = (@n)nen- th|e — 1" fzal” = 0.

Par conséquent

lim T'(¢t)(x « = (z .

0 ( )( n)nEN ( n)nEN
pour tout (& )nen+ € lp. Il s’ensuit donc que {T'(t)},~, est un Cy—semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés sur I,.

Dans la suite, nous prouvons que le générateur infinitésimal du Cy—semi-
groupe {T'(t)},~ est I'opérateur linéaire A définit sur I’ensemble

D(A) = {(zn)nen € lp| (@anTn)nen~ € lp}
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par
A(xn)neN* = (_anxn)neN* .
Soit (2 )nen+ € I, tel que la limite

T(t)(Tn)nen — (Tn)nent

lim
t\.0 t
existe et soit (yn)nen+ € I, sa valeure. Donc
. Tt)(z N* — (X N* P
}ln’(l) ( )( n)“E , ( n)ne o (yn)neN* _ 0
~ P
d’ou il résulte que
. (e_antxn)neN* - (xn)nGN* P
lim — (Yn)nen+|| =0.
t\.0 t »
Il vient
o0 —ant P
. e 'y, —x,
lim — =0
.0 = t Yn
d’ou
1. e_antxn — Tn
=lim — = —a,x

pour tout n € N*. Par conséquent
D(A) € { (zn)nen+ € lp| (an®n)nen- € lp}
et pour tout (x,)nen € D(A) on a
A(Tp)nen+ = (_anxn)neN* .

Pour l'inclusion inverse, soit (z;,) € 1, tel que (an®n)nen+ € lp. On voit

neN*

o0 o0
que Y. |apz,|? < 0o, donc la série Y |anz,|” est convergente. Alors pour tout

n= n=1
t>0ona:
T(t . = . P
H ( )(xn)neNt (xn)nEN + (anl‘n)neN*
p
—ant * * P
:‘ (e Jcn)nel\li5 (Tn)nen + (@)
p
0 —ant _ p
= Z € Tn = Tn 4 AnTn
t
n=1
> —ant p
e 4nt — 1
= Z + 1| |anz,|”
— ant
Considérons I'application
e -1
g(x) = +1, (V)z>0.
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Alors

Pour 'application
h(z)=—2e®—e*+1, x>0

on voit que A/(z) > 0, pour tout z > 0. Compte tenu de la monotonie de la
fonction h sur lintervalle [0,00), on déduit que ¢’'(x) > 0, pour tout = > 0.
Comme

lim g(z) =1,
Tr— 00
il vient
glz) <1, (M)z>0.
Par suite
e_a"t -1 p
——— + 1| |apzal” < |anzn|”
ant

et comme la série Y |a,z,|" est convergente, avec le théoréme de Weierstrass
on déduit que la série

p

—ant _ 1
|anznl”

e
— +1
ant +

)
n=1

est uniformément convergente. Par conséquent

T(t . — * P
lim ( )(xn)neN (xn)neN + (anxn)neN*
t\0 t »
0 6_a"t _ p »
= 1. ]_ =
lim > 1] Janza|” =0

Par suite (zp)nen € D(A) et

A(Tn)nens = (—0nTn)nen- -
Donc
{(zn)nen- € bl (antn)nen- €} € D(A)
Finalement on voit que
D(A) = {(@n)nen+ € bp| (ann)nen- € lp}
et
A(xn)nen = (=anZn)nen=,  (V)(Tn)nen+ € D(A).

De plus, si (an)nen+ est bornée, alors D(A) = [, et A est un opérateur linéaire
borné. Donc il engendre un semi-groupe uniformément continu. Par contre, si
(an)nen+ est non-bornée, alors il existe (ng)gen+ avec les propriétés ny > k
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et a,, > k% pour tout £k € N*, ot o« = 1 pour p > 1 et « > 1 pour p = 1.
Définissons la suite (2, )nen+ par

1 —
T — Fa o N =Tng
n —
0 , n#ng

Il est évident que (2, )nen+ € by, mais (anTy)nen+ & lp. Par suite, dans ce cas,
on a D(A) # I, et, par conséquent, A ne peut pas engendrer un semi-groupe
uniformément continu sur [,.

Dans la suite, nous étudions les propriétés des Cy—semi-groupes.

Théoréme 3.5. Soit {T'(t)},~, un Co—semi-groupe d’opérateurs linéaires bor-
nés. Alors :
i) il existe 7 > 0 et M > 1 tel que

1Tl <M, (V)telor]
ii) il existe w € R et M > 1 tel que
T ()] < Me*t, (¥)t>0.

Preuve. 1) Supposons que pour tout 7 > 0 et tout M > 1, il existe t € [0, 7]
tel que [|T(t)| > M. Pour 7 = L et M = n € N*, il existe t, € [0, 1]
tel que | T'(t,)|| > n. Donc la suite (||T(t,)]),cn- est non bornée. Si la suite
(1T (tn)z|]) en- €tait bornée pour tout x € &, alors compte tenu du théoreme
de Banach-Steinhaus ([DS’67, Theorem I1.1.11, pag. 52]), il en résulterait que
(1T (tn)]),,en~ serait bornée, mais cela contredit I'affirmation précédente. Donc
il existe 2o € & tel que (||T(t,)ol|), ey~ Soit non bornée. D’autre part, compte
tenu de la définition 3.1 (iii), il résulte que lim, oo ||T(¢,)x0|| = ||zo]| et cela
est contradictoire.

ii) Pour 7 > 0 et t > 7, nous noterons = [ﬂ € N*. Compte tenu du

m
théoreme de division avec reste, il existe r € [0,7) tel que ¢t = m7 + r. Alors :
1T @) [T (mr)T(r) || < [ T()™ T ()] <
< M™M < Me="M.

L’inégalité de I’énoncé en résulte en prenant w = %ln M. ¥

Corollaire 3.6. Si {T(t)},-, est un Co—semi-groupe, alors I'application
[0,00) 3 t+— T(t)xz €&
est continue sur [0, 00), quel que soit x € £.
Preuve. Soient tg € [0,00), h > 0 et x € £. Si ty < h, nous avouns :
1T (to + h)x — T(to)z|| < | T(to) || [T'(h)z — x|
< Me¥™ | T(h)x — || .
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Si tg > h, nous obtenons :
[T(to — h)x = T'(to)z| < [|T(to — M| | T (h)x — |
< Me* =M || T(h)x — 2| .

La continuité forte en ty de ’application considérée dans ’énoncé est évidente.

ul

Remarque 3.7. Si {T'(t)},5, est un Cp—semi-groupe, alors avec le théoreme
3.5 (ii) on voit qu’il existe w € R et M > 1 tel que :
IT(#)] < Me**,  (V)t > 0.
Si w < 0, alors nous obtenons :
IT(t)] < Me** <M, (¥)t>0.
Par conséquent on peut considérer que w > 0.
Nous noterons par SG(M,w) 'ensemble des Cp—semi-groupes {T(¢)},, C
B(E) pour lesquels il existe w > 0 et M > 1 tel que :
IT(t)]| < Me*,  (V)t>0.
Proposition 3.8. Soient {T'(t)},, € SG(M,w) et A son générateur infinitési-
mal. Sixz € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a I'égalité
T(t)Az = AT (t)z, (V)t>0.
Preuve. Soit x € D(A). Alors pour tout ¢ > 0, nous avons :

T(1)Ax = T(t) Jim %
i T(h)T(t)x — T(t)x
AN h '

Donc T(t)z € D(A) et on a T(t) Az = AT(t)z , (V)t >0. ¥
Remarque 3.9. On voit que

T(H)D(4) C D(A), (W)t >0,

Théoreme 3.10. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors 'application -

[0,00) 2t+— T(t)x € &

est dérivable sur [0, 00), pour tout x € D(A) et nous avons :

Y

i) %T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x, (V)t > 0;

i) T(t)x —x = ftT(s)Ax ds, (¥)t>0.
0
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Preuve. 1) Soient © € D(A) , t > 0 et h > 0. Alors :

T -7 e
H @+mi @x_T@ArSHﬂmwmfm_Ax
§ Mem M — Ax
h
Par conséquent :
lim LUEENTZTO ey g,
h\0 h
d’ou :
d+

Sit — h > 0, alors nous avons :

HT@sz@n

— x—Aa:—!—Az—T(h)Az

T(t) Az

< 7)) \ T(h)a

< Mot (HT(h)}f—x B

z|| + || T(h) Az — A.’L‘H) .

Par suite :
lim Tt —h)z—T(t)x () As
h\0 —h

et :

d-
%T(t)m =T(t)Az, (V)t>0.

Il s’ensuit que Papplication considérée dans I’énoncé est dérivable sur [0, o0),
quel que soit « € D(A). De plus, on a I'égalité :

ZT( Nz = T(H) Az = AT(H)z, (W)t > 0.
ii) Si € D(A), alors nous avons :
d
o (s)x =T(s)Ax, (M)se€[0,t],t>0
d’ou :
d
/ Ade*/d— Tt)x—z, (Mt>0 ™
0 0
Lemme 3.11. Soit {T'(t)},>, un Co—semi-groupe. Alors :
. t+h
}{1{% 7 /T(s)m ds =T(t)x

quels que soient x € € et t > 0.



120 Lubpovic DAN LEMLE

Preuve. 1’égalité de ’énoncé résulte de 1’évaluation :

. t+h . t+h
7 /T(s)x ds —T(t)z| = 7 / (T(s) —T(t))zds
< sup |T(s)x - T(t)x||

sE[t,t+h]

et de la continuité de I’application [0,00) 3t — T(t)z € €. ™
Proposition 3.12. Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Si x € &, alors iT(s)x ds € D(A) et on a I’égalité

t 0

A T(s)xds=T({t)x—z, (V)t>0.
/

Preuve. Soient © € £ et h > 0. Alors :
t t t

T(h) -1 1 1
T/T(s)x ds = h/T(erh)m ds h/T(s)x ds
0 0 0
t+h ¢
—; [Tedu g [T
=7 waedu— o s)x ds
h 0
t+h h ¢
1 1 1
:E/T(u):cdufE/T(u)zdu—f/T(u)o:du
0 0 0
t+h h
—; [Twsdu g [T
=7 waedu— o w)z du.
b 0

Par pasage a limite pour h \, 0 et compte tenu du lemme 3.11, nous obtenons :
t
A/T(s)xds =Ttz —z, (M)it>0
0

et :
t

/T(s)m ds € D(A). ™

0
Théoréme 3.13. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors : B

i) D(A) = &;
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ii) A est un opérateur fermé.

Preuve. 1) Soient x € € et t, >0, n €N, tel que lim,,_,», t,, = 0. Alors :
1
t—/ s)xds € D(A), (Y)n €N,
0
d’ou :

n—oo

tn
1
lim xnfl t—/ s)xds=T(0)z ==z.
0

Par conséquent D(A) = €.
ii) Soit (zn),cn C D(A) tel que limy, o0 2, = @ et limy, o0 Az, = y. Alors :

IT(s) Az = T(s)yll < [T () [ Az =yl < Me" || Az, — y]|

quel que soit s € [0,t]. Par suite T(s)Az,, — T(s)y, pour n — o0, uni-
formément par rapport & s € [0,t]. D’autre part, puisque z,, € D(A), nous

avons :
t

Tz, — xp = /T(S)Axn ds,
0
d’ou :
t

lim [T(t)x, —z,] = lim /T(s)Axn ds,

0
ou bien :

Tt —z = /T(s)y ds.
0

Finalement, on voit que :
t
T(t)x — 1
limM = limf/T(s)yds =y.

t\.0 t t\0 t
0

Par suite z € D(A) et Ax = y, d’ou il résulte que A est un opérateur fermé.
ol
Théoréme 3.14. Soient {T'(t)},~, un Cy—semi-groupe, A son générateur in-
finitésimal et F € B(E). Alors T(t)F = FT(t) pour tout t > 0 si et seulement
si
FD(A) CD(A)
et
FAx = AFz, (V)x € D(A).
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Preuve. = Soit F € B(E) tel que :
TH)F=FT(t), (Mt>0
et x € D(A). Alors, nous avons :
%i{% T(t)Fic —Fxz }{% FT(t):: —Fz P{%FT(t)f —z
Par conséquent Fz € D(A) et on a AFx = F Ax, pour tout x € D(A).
<= Soit F' € B(£) tel que :
FD(A) C D(A)
et
AFz = FAz, (V) € D(A).
Pour tout ¢ > 0 et tout z € D(A), définissons ’application :
[0,t] >s+—U(s)z=T(t—s)FT(s)x € D(A).

Alors nous avons :

d d d
TU(s)e = S [T(t = ) FT(s)2 + T(t = ) FT(s)a

=—[T({t—3s)|AFT(s)z+T(t —s)FAT(s)x =0,
compte tenu de la commutativité. Par conséquent :
U0z =Ut)x, (V)xeD(A),

d’out on obtient :
T(t)Fx = FT(t)z,

pour tout ¢ > 0 et tout € D(A). Comme D(A) = & et T(t)F, FT(t) € B(E)
pour tout ¢t > 0, nous obtenons :

T(t)Fx = FT(t)x,
pour tout t > 0 et tout = € £. ]

4. Cp—semi-groupes différentiables

Par la suite, nous étudierons les propriétés des Cy—semi-groupes pour les-
quels l'application ]0,00) 3 t — T(t)z € £ est différentiable, quel que soit
xeé.

Définition 4.1. On dit que {T'(t)},5, est un Co—semi-groupe différentiable
(et notons {T'(t)},5, € SGD(M,w)) si 'application

10,00) 3t +— T(t)x € E
est différentiable, quel que soit x € £.

Remarque 4.2. Avec le Théoreme 3.10 nous avons vu que si {T(t)},5, €

SG(M,w)
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est un Cpy—semi-groupe avec le générateur A et x € D(A), alors l'applica-
tion t — T'(t)z est différentiable pour tout ¢ > 0. De plus, si t — T(t)z
est différentiable pour tous x € £ et ¢ > 0, alors D(A) = £ et donc A est un
opérateur borné.

Théoréme 4.3. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

) {T(1)} 20 € SGD(M.w) ;

i) ImT(t) c D(A), (V)t>0.
Preuve. i) = ii) Soient x € £ et t,h > 0. Puisque ’application :

10,00) 3t — T(t)x € &
est différentiable, la limite du rapport
T(t+ h)x —T(t)x
h 7

lorsque h \ 0, existe et est égale par définition avec AT'(t)z. Par conséquent,

T(t)x € D(A).
i1) = i) Considérons z € &€ et t,h > 0. Comme T'(t)x € D(A), nous avons :

d*T(t)x lim T+ h)x —T(t)x
dt mNDO h

= AT (t)x.

D’autre part, pour h €]0,¢[ et § €]0,t — h[ on a :

H Tt — h)_xh— Ttz AT ()
) H = TG0 = T =1 =T _ g,
1 t—34 d t—34
- [ / LT T(5) dr / AT(S)T(t - 8)e dr
—h—§ t—h—4
t—§
_ % / [AT(8)T(7) — AT(S)T(t — 8)] « dr
t—h—34
1 t—9
< 1AT@) [T~ T - a] ar
t—h—4

= L IATG)| A IT(e)z — Tt ~ o)z
— AT [T () — Tt~ d)al
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oucé€ [t—h—4,t—d]. Par conséquent :

d=~T(t)x — lim T(t—h)x—T(t)x — AT(t).
dt h\0 —h

Donc {T'(t)};5, est un Co—semi-groupe différentiable. v

Proposition 4.4. Soit {T(t)},>, € SGD(M,w). Alors I'application
10,00) 2t +— T(t) € B(E)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme.

Preuve. Soient x € £ et t1,t2 €]0,00) tel que t1 < to. Compte tenu du théoreme
4.3, nous obtenons :

IT(t1)x — T(ta)z|| = /disT(s)x ds|| = /AT(tl)T(s —t1)x ds

t1 t1

IN

to
AT (] [ Me=0 o] ds.
t1
Par suite, nous avons :
to
I701) = (el < AT M el s,
t1

d’ou résulte la continuité uniforme de I'application considérée dans 1’énoncé.

ol

Théoréme 4.5. Soient {T'(t)},~, € SGD(M,w)et A son générateur infinitési-
mal. Alors : -

i) pour tout n € N* et tout x € €, on a T(t)x € D(A™) et

AT (t)z = {AT <t>} z, (¥V)t>0
n
ii) pour tout n € N* application
10,00) 3t +—T(t) : € — D(A")

est n fois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et

7)™ = %T(t) — AMT(t) € B(E), ()t > 0;

iii) pour tout n € N* lapplication
10,00) 3 t — T()™ € B(E)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme.
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Preuve. Prouvons les affirmations de ’énoncé par récurrence.
i) Avec le théoreme 4.3, on voit que pour tout = € £ on a T'(t)x € D(A) et :

t

it = [ar (Y]'s. o0

Supposons que pour tout x € £ on ait T(t)x € D(AF) et :

k
AT () = [AT (Zﬂ z, (V)t>0.
Soient x € £ et § €]0,¢t[. On voit que T'(t — §)T(d)x € D(A) et :
AT(t)x = AT(t — §)T(8)x = T(t — ) AT(8)x € D(AF).
Par conséquent T'(t)x € D(AF*1), (V)t > 0. De plus :

AT ()2 = A[AFT(t — 6)T(5)] x = A [T(t — 0)A*T(6)] =

Cari-a ar(2)]

. kt . .
Sl 0= m, il vient :
¢ k+1
k+1 —
AT T (e = [AT(k—I—l)} x

Finalement, nous obtenons (i).

ii) Pour n = 1, compte tenu du théoreme 4.3 et de la proposition 4.4, il
résulte que 'application :

10,00) 3t —T(t): £ — D(A)
est différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :
T(t) = AT(t), (¥V)t>0.

Comme A est un opérateur fermé et T'(t) € B(E), il résulte que AT(t) est
un opérateur fermé défini sur £. Avec le théoreme du graphe fermé ([DS’67,
Theorem I1.2.4, pag. 57]), on voit que AT'(t) € B(E), (V)t > 0. Supposons que
I’application :

10,00) 3t — T(t) : £ — D(A¥)

est k fois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :

Tt)® = AFT(t) € B(E), (V)t > 0.
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De plus, avec la preuve précédente, on voit que T'(t)z € D (A*™), pour tout

t > 0. Soient x € &, |jz|| <1

T(t+h) Pz —1)®

xT

ART(8)T(t + h — )z — AFT(8)T(t — §)

Lubpovic DAN LEMLE

et t>0.Sih>0etd€l0,t,ona:

AMT ()

e

= HA’“T((S);L [T(t+h—08)—T(t—0)|x— A"T(ST(t — 6

- T ATt - 8)a

t+h—§ t+h—6
_ ‘ AR ()2 / (e dr — AT / T(t — 6)x dr
h R dr h s
t+h—6 t+h—0
- |4tz ) / AT(r)e dr — AST(5) 7 / T(t - ) dr
t—§ t—6
t+h—46
= %A’““T(é) / [T(T) = T(t—6)]zdr
t—§
kil t+h—94
< IO [ ey~ e - )1 i e
t—4

= | AFFT(6) || | T(e) = T(t = O)] |l
oucé€ [t —0d,t+ h—4]. Il s’ensuit que :

T(t+h)™ — 7)™

_ k41
- AR ()

< |47 )| |10 ~ Tt - O)]

ouc € [t —0d,t+ h — d]. Par conséquent :
T+ n® —Te)®
lim
R\.0 h
Sih >0 tel que t —h >0 et d €]0,¢t — h[, alors nous avons :

= AMIT@), (V)t>0.
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Tt —h)Fa —1(t)"
—h
B H ART(O)T(t — 8)x — AFT(§)T(t — h — 8)x
- h

T AT

— AMFIT ()T (t — )z

- HA’“T((S);L [T(t— 6) — T(t — h — 8)] & — AR LT(S)T(t - 6)a

t—4 t—o
1 d 1
_ k - i _ Ak+1 - _
= |4t / ZT(r)w d7 — AMT(6) / T(t - 8)a dr
t—h—46 t—h—96
1 t—0 1 t—0
= |4t / AT(r)e dr — AST(5) 7 / T(t - o)z dr
t—h—0 t—h—0
1 t—0
EA’“”T((S) / [T(T) = T(t —6)]xdr
—h—s
@)
S ) G E EIE
t—h—46

= [ AT @) 1T (c) = T(t = d)| |,
oucé€ [t—h—d,t—4]. Il vient :

Tt —h)"* —1H)®

_ Ak+1T t
- (

< 4 T@) | [Te) - T - )]

oucé€ [t—h—4,t—¢]. Par conséquent :
T —h)" —1e)®
lim
R\0 —h
(k)

= AMIT@), (V)t>0.

Il s’ensuit que T'(¢)"" est différentiable pour la topologie de la convergence

uniforme et :
!/
(T(t)(k)) — 7(t)*D) = AFT(1), (W)t > 0.

Comme A est un opérateur fermé et AT (t) € B(E), il résulte que A (A*T'(t))
est un opérateur fermé défini sur €. Avec le théoréme du graphe fermé ([DS’67,

Theorem I1.2.4, pag. 57]), on voit que T(t)(kﬂ) = AT (t) € B(E), (V)t > 0.
Finalement, on a obtenu (ii).
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iii) Soient « € £ avec ||z]] < 1lett > 0. Pour h > 0 et 6 €]0,¢[ nous obtenons :
|T(t+h)z—Tt) x| = ||AT(t + h)x — AT(t)z||
< AT Tt +h—6) =T(t =) ||z,
d’ou il résulte :
|7t +n) =T || < |AT@)| Tt +h—8) = T(t -0 .
De fagon analogue, pour h > 0 et § €]0,¢ — h[ nous obtenons :
HT(t —h)z — T(t)/xH = ||AT(t — h)x — AT (t)z||
<NATO)T(E —h—68) =T(t =)=,
d’ou :
|7t —n) —=T@®)|| < |AT@)| Tt —h—8) = T(t -9 .
Il est clair que 'application :
10,00) 3t — T(t) € B(E)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme. Supposons que I'ap-
plication :
10,00) 3 t — T(H)*™ € B(&)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme. Si h > 0 et § €]0, ¢,
alors nous avons :

|7+ m) "z = 7)™ s = AT+ Ry — AT (0)al|
< [ AT | I+ h - 6) =Tt = 8] ],
d’ou il s’ensuit que :
HT(t 4 )Y gy D H < ||AMT@)| 1T+ h — ) — T(t — 8)]] .
D’autre part, pour h > 0 et 6 €]0,¢t — h[ nous obtenons :
HT(t — ), T(t)“““)xH = [|AMT( = h)z — AT (1)
<A@ T (t = h = 6) = T(t = 6)| |||
et on voit que :
HT(t ~ D T(t)“““)H < || AT @) || 1Tt — b= 6) — T(t - O)]| -
Donc I’application :
10,00) > t — T(t) " € B(&)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme. La propriété (iii) en
découle immédiatement. ¥

Remarque 4.6. Si {T(?)},., € SGD(M,w), alors I'application
10,00) 3t +— T(¢t) € B(E)
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est de classe C]%O,OO).

Remarque 4.7. Si {T'()},5, € SGD(M,w), alors pour tout n € N* on a

T(H)™ — AMT(t) = [AT (t)]n . (W)t > 0.

n

5. Propriétés spectrales des semi-groupes

5.1. Le cas des semi-groupes uniformément continus. Nous commencons
par quelques problémes de théorie spectrale pour un semi-groupe uniformément
continu {7'(t)},~, ayant pour le générateur infinitésimal I'opérateur A € B(E).

Théoréme 5.1. Soient {T'(t)},-, un semi-groupe uniformément continu et A
son générateur infinitésimal. Soit A € C tel que ReX > || Al|. Alors I’application

Ry:£E— €&,
Ryx = /e*MT(t)x dt
0

définit un opérateur linéaire borné, A\ € p(A) et Ryxx = R(X; A)x , pour tout
zef.

Preuve. Soit A € C avec ReX > ||A]|. Avec le corollaire 2.6 (i), on voit que :
IT(@)] < elAl, (w)t > 0.
De méme, nous avons :
e T (t)a]| < e EA-IAD o) (V) € €,

et :

o0

1
—(ReA—|| At gy — _
/ ¢ Rex — || A]]
0

L’application Ry est donc bornée et il est clair que Ry est linéaire. Pour z € £,
NOUuS avons :

o0 oo

d
RyAx = /e_’\tT(t)Ax dt = /e_’\t%T(t)x dt
0

0
[ee)

=—z+ A/efAtT(t)x dt = —z+ ARz,
0
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d’olt © = Ry\(AI — A)x, pour tout x € £. Par conséquent Ry(A — A) = 1.
De méme, nous avons :

oo oo

AR)\azfA/e )‘tT Yo dt = /e )‘tAT ) dt
0 0

= /e_)‘tT(t)A:E dt = RyAz, Mz eé.
0

Par suite, on a ARyx = RyAx = —x + AR)z, pour tout z € £. Il en résulte
que (A — A)Ry = I. Par conséquent A € p(A) et Ry = R(\; A). ™

Définition 5.2. L’opérateur Ry : £ — & défini par
oo
Rz = /e_MT(t)x dt, X e C avec Red > ||A]],
0

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe uniformément continu
{T'(t)},~, ayant pour générateur infinitésimal 'opérateur A.

Remarque 5.3. On a :
A€ CIReA > ]} € p(A)

et :
o(A) C{r € C|ReA < ||A||} .

De méme, nous obtenons :

RNA < ————
IR A < o

pour tout A € C avec ReA > ||A]|.

Pour obtenir des représentations de type Riesz-Dunford, on a besoin d’une
classe spéciale de contours de Jordan.

Définition 5.4. Un contour de Jordan lisse et fermé qui entoure o(A), s’appelle
un contour de Jordan A-spectral s’il est homotope avec un cercle C,. de centre
O et de rayon r > ||4]|.

Théoréme 5.5. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformé-
ment continu {T'(t)},~,. Si T4 est un contour de Jordan A-spectral, alors nous
avons :

1
—,/e’\tR()\;A)d)\, ()t > 0.
21

Ta

T(t) =
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Preuve. Soit I' 4 un contour de Jordan A-spectral. Alors I' 4 est homotope avec
un cercle C, de centre O et de rayon r > ||A||. Par conséquent, on a :

1 At 1 At

—_— M = — N > .

o /e RO\ ) dA = 5— /e R\ A)dN, (V)t>0
Ta C

Compt tenu de la proposition 1.7 (iii), on voit que :

A):Z()Wa

uniformément par rapport & A sur les sous-ensembles compacts de {\ € C||\| >
IA]|}, particulierement sur le cercle Cy.. On a :

i At At / n
2772/ R(x; A) dA = 2772/ Z )\"+1 Z Antl ra

C

Appliquons la formule de Cauchy ([DS’67, pag. 228]) avec la fonction f(\) =
e, nous obtenons :
1 e t"
% 7)\n+1 )\—57 (V)nEN.
C,

Par conséquent :
1 t”A" A _ v
: R\ A) d)\ = Z =M =T@), (V)t>0.

2m
Ta n=0

Prouvons le théoreme spectral pour les semi-groupes uniformément continus.

Théoréme 5.6. Soit A le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformé-
ment continu {T(t)},~,. Alors :

et = o (T(t)), (V)t>0.

Preuve. Montrons que /74 o (T(t)) , (V)t > 0. Soit ¢ € o(A). Pour \ €
p(A), Papplication :

oft _ At

95(/\) = 5_7)\

est analytique dans un voisinage de o(A). Compte tenu du théoréeme 5.5, on
voit que :

T — et = (¢1 — A)ge(A )
Si et € p(T(t)), alors il existe Q = [e5'] — T( t)} . Par conséquent :

I'= (&1 - A)ge(A)Q,
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d’ott il résulte que & € p(A), ce qui est absurde. Donc et € o (T(t)) et par suite
et?) c o (T(t)).

Montrons que o (T(t)) C €4, Soit u € o (T(t)). Supposons par absurde
que g & ). Alors pour A € p(A), Papplication :

h(X\) = (b — e’\t)71
est définie sur un voisinage du o(A). Donc :
h(A) (uI — ) =1

et il en résulte que u € p (T'(t)) et cela est absurde. Par suite u € €' d’ou

o (T(t)) C ¢4, Finalement on voit que :

et =g (Tt), WMt>0. ™

5.2. Le cas des Cy—semi-groupes. Nous presentons maintenant quelques
propriétés spectrales des Cy—semi-groupes. Dans la suite, pour w > 0 nous
désignerons par A, Pensemble {A € C|Re\ > w}.

Théoréme 5.7. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infinitési-
mal. Si A\ € A, alors I'application
Ry: & — €&,
Ryx = /efAtT(t)x dt
0
définit un opérateur linéaire borné sur €, A € p(A) et Ryxz = R(\; A)z , pour
tout © € £.

Preuve. Soit A € A,,. Puisque {T'()},5, € SG(M,w), nous avons :
IT@t)] < Me®t, ()t =0
et on voit que :
e M T )z < e PN T@)| ||2]| < MemFATN ], (V)a € €.
Définissons ’application :
Ry:&—E&,

par :
o0

Ryx = /e_MT(t)x dt .
0
Il est clair que Ry est un opérateur linéaire. De plus, on a :

r ek,

r M
—At
1Ras < [ fle T (0] at < 23— lell, ()
0
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d’ou il résulte que Ry est un opérateur linéaire borné. Si x € &, alors nous
avons :

T(h)Raz — 17 17
()Rw Rw—f/ “MT(t+ h)x dt — 7/ M () dt
h h
0 0
l/e Als— h)T ) ds — l/e ’\tT )z dt
h h
h 0

Par passage a limite, on obtient :
T(h)Ryx — R
lim M =ARr—=z.
AN\0 h
Il en résulte que Ryz € D(A) et
ARyx = ARz —z, M)z €&,

ou bien
M—-A)Ryz =2, (Mzef.

Si x € D(A), alors nous obtenons :

R Az = /e*)‘tT(t)Am dt = /e*/\t%T(t)x dt
0 0

o0

= [e"MT(t)x] ‘0 + )\/e_AtT(t)x dt = —x + ARz,
0
d’ou :
Ry(M —A)x =2, (V)xe€D(A).
Finalement, on voit que A € p(A) et Ryz = R(\; A)z , pour tout 2 € £.
Remarque 5.8. On voit que pour tout A € A, on a
Im R(A\;A)=ZIm Ry C D(A).
Définition 5.9. L’opérateur
A - g — g



134 Lubpovic DAN LEMLE

oo

Ryx = /efAtT(t)a: dt, XeA,,
0

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T'(f)};5, € SG(M,w).

Remarque 5.10. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors nous avons -

{Ae€ C|Re)\ > w} C p(4).

et

og(A) c{ e C|ReA<w}.

Lemme 5.11. Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors pour tout A € A, et t > 0, I'application

B)\(t):g—>5

¢
By(t)x = /e’\(t_s)T(s)x ds
0

définit un opérateur linéaire borné sur £ vérifiant les propriétés suivantes :
(M — A)By(t)x =Mz —T(t)x, Mz e&

et :
Br(t)M — Az = Mz —T(t)z, (V)z € D(A).

De plus Bx(t)T'(t) = T(t)Ba(t).
Preuve. Pour tout x € £ nous avons successivement :

t t
|Ba(t)z] = /e*<t*S>T<s>xds < /e"”“’““s)llT(s)l\lleds
0 0

t
< MBREMHJL‘H /ef(Re)\fw)s ds < 0.
0
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Comme la linéarité est évidente, il en résulte que By (t) € B(E), quels que soient
A€eA,ett>0.Sizef& et h>0,alors nous obtenons :

-1 / NIT(h 4 ) ds — & / NI (s)a ds
0 0
t+h ¢
1 A(t—T+4h) 1 A(t—s)
= T(T)x dr — n e T(s)x ds
Y 0
s\ PP 1 t
= 67 / e)‘(th)T(T):c dr — 7 /GA(FS)T(S)Z ds
A 0
N h 1 t
- % /e/\(t—T)T(T)x dr — /e’\(t_T)T(T)x dr| — 7 /ek(t_S)T(S)x ds
0 0 0
A t+h By ¢
= T /GA(tiT)T(T)‘T dr — T /eA(tiT)T(T)w dr
o 0
A t 1 t M "
+ T /e)\(t*T)T(T)JZ dr — E /e)\(tis)T(S)x ds — T /e/\(tiT)T(T)x dr
0 0 0
t+h ¢ "
Y eM—1 e
= = /e/\(t—T)T(T)xdT—l—T/e”\(t_s)T(S)xds—T/6/\(t_T)T(7')$dT
t 0 0
e)\h t+h e/\h _ 1 e/\h h
_ / AMDT(7)e dr + B(t)r — —— / XD (r)w dr.
h h h
/ 0

En passant a limite, on a :

lim T(h)B)\(t)x — B)\(t)(E

— At
Jimy W =T()z+ ABr(t)z — ez,

d’ot Bx(t)xz € D(A) et :

(M — A)By(t)x = Mz —T(t)x, (V)zeé.
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Si x € D(A), alors nous avons :
t
By (t)Ax = /e’\(t_S)T(s)Ax ds

0
t

d
= /e’\(t_s)d—T(s)x ds = T(t)x — eMa + AB\(t)x,
S
0
d’ou l'on tire :
Br(t) M — Az = Mz —T(t)z, (V)z € D(A).
De plus, nous obtenons que :

BA(t)D(4) € D(A)

et :
(M — A)By(t)x = Bx(t)(\] — A)z, (V)x € D(4),
d’ou :
ABy(t)x = Bx(t)Az, (V)x € D(A).
Compte tenu du théoreme 3.14, on voit que :
BA(O)T(t) =T(t)Bx(t), (V)t>0. ™

On peut formuler maintenant le théoreme spectral pour Cy—semi-groupes.

Théoréme 5.12. Soient {T'(t)},», € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors : N

"W =LeMNea(A)} Cao(T(t), (V>0

Preuve. Soit A € C tel que e € p(T'(t)). Alors on peut considérer 1’opérateur
Q= (eMI— T(t))f1 € B(&). Compte tenu du lemme 5.11, on a :
(M —A)B\(t)z =Mz —Tt)z, (M)zecé&
et :
By(t)(M — Az = Mo — T(t)x, (V)x € D(A).

Par multiplication avec @ a droite dans la premiere égalité et a gauche dans la
seconde, nous obtenons :

M —-A)B\(t)Qz =z, Mzef&
et :
QB\t)(M —A)x =2, (V)x € D(A).
Mais, avec le lemme 5.11, il en résulte que :

(eMI —T(t)) Bx(t) = Ba(t) (eI - T (1)) ,
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et nous voyons que @By (t) = B)(t)Q. Par conséquent :
M-A)B\t)Qzx =z, (Mzef&
et :
Br(t) QAN —A)x =2z, (V)x € D(A).
Il s’ensuit que A € p(A) et finalement on voit que :
p(T(t)) C @, ()t =0,

ou bien :

e’ Co(Tt), (Wt=>0. ™

Remarque 5.13. Nous avons vu que pour les semi-groupes uniformément
continus on a l’égalité :

etv W = o(T(t)), (V)t>0.

Mais il existe des Cy—semi-groupes pour lesquels I'inclusion du théoreme 5.12
est stricte.

Définition 5.14. On dit que le Co—semi-groupe {7'(t)},5, est nilpotent s’il
existe to > 0 tel que T'(t) = 0, pour tout ¢ > to.

Proposition 5.15. Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) un semi-groupe nilpotent et
A son générateur infinitésimal. Alors o(A) = ().

Preuve. Comme le Cp—semi-groupe {7'(t)},~ est nilpotent, il existe tg > 0 tel
que T'(t) =0, (V)t > to. Pour tout A € C et tout x € £, on a :

e T (t)a]| < e RN M ]|, (W)t € [0,t0]

et comme :
/e_’\tT(t)x dt=0,
to
on peut définir la transformée de Laplace :
R>\ & — €&
[e'e] to
Ryx = /ef)‘tT(t)x dt = /eiAtT(t)x dt
0 0

pour tout A € C. Avec le théoréme 5.7, il vient A € p(A) et Ryz = R(\; A)x,
pour tout 2 € £. Donc p(A) = C, cest-a-dire o(A) = 0. ¥

Remarque 5.16. Pour un semi-groupe nilpotent {7'(t)},~, € SG(M,w) ayant
pour générateur infinitésimal I'opérateur A ¢ B(E), 'inclusion du théoreme 5.12
est stricte.
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Théoréme 5.17. Soient {T'(t)},», € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors : -

(v ) = { 1| cc ot o)
quel que soit A € A,,.

Preuve. Soient A € A,, et p € p(A), u # A\. Définissons :
§:&—¢&
par :
S = (A )M — A)R(; A).
Comme S est un opérateur fermé, avec le théoreme du graphe fermé, on voit
que S € B(E). De plus, pour tout = € £ nous avous :

SR(A A)r = (A — p)(M — A)R(p; A)R(A; A)x
= A=A = A)R(X A)R(p; A)w
= A= p)R(p; Az
et :
R(X; A)Sz = R(A A)(A — p) (M — A)R(p; A)
= (A= )R\ A)(M — A)R(u; A)x
— (A= ) R(s; A)a.
Par conséquent SR(X; A) = R(\; A)S. De méme, pour € £ on a :
s ﬁ] ~ R A)} v = (A — @) (A — A)R(5; A) L\iﬂl ~ RN A)| @
=[M = A)R(p; A) = (A = ) R(p; A)] =
=N —A—- X+ pl)R(pu; A)x
=(ul — A)R(u; A)x = x.

De fagon analogue, pour tout € £ on peut montrer que :
1
[I — R(\; A)} Sz =uz.
A—p

Par conséquent :

N A
\ € p(R(X\; A)),
d’ou :

{Afu\uepm 0} € olROA).

Il s’ensuit que :

o(R(\; A)) C {A C‘ge(f }U{O}.
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1
Réciproquement, soit A € A, et u € C, pu # A, tel que o € p(R(X\; A)).

1
Alors il existe R ()\; R(X; A)) € B(E) et pour tout x € D(A) nous avons :
—u

RO\ AR ( R A)) 2= RO\ A) Lluz - R(A;A)] o,

A—p

= [RO; 4] [}\_IMI— R(A;A)rx

-1

= { [/\iuf - R(A;A)} R()\;A)l} x

_ [AluR()\; A7 1} L {R()\; A)7! [)\1// ~ R(N; A)} }_1 z
_ [)\—1“[ ~ R\ A)] ROy = R (Aiu RO: A)) RO A)z.
Posons :

Q=R AR (Aiu R(X; A)) :

Pour tout = € D(A), nous avons :

(ul — A)Qz = (uI — M\ + M — A)R(\; AR (Al

;R(A;A)) @

— (O = RO A) = O~ )RS (51 B A) )

— 7= O RO AN R (2 RO0A) ) o
1 1
— () [MI - R(A;A>] R (M;R(A;A)) r=(—pe,
d’ou il résulte que :
1

m( I-A)Qz=2, (V)zeD(A).

De méme, nous obtenons :
QT = Az = RO AR (51RO A) ) (u = )2
-R (1; R\ A)) RO A)(ul — A + M\ — Az
R

A
(5 RO A) ) [ROSAYAT = ) = RO A8 = ]

>
[
=
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R (Al RO A)) 1~ (A~ RO A) 2

= (=R (5 R ) | = ROV o = - e,

d’ou : .
Py MQ(/JI —Ax =2z, (M)zeDA).

Par conséquent p € p(A) — {A}. Il S’ensuit que :

p(R(\; A)) C {/\iﬂ € p(A) — {/\}} ;

ou bien :

{Al—c‘ ¢e J(A)} C o(R(:A)), (V)A€ C avec ReA > w.

De plus, si 0 € p(R(); A)), alors il existe (0 — R(\; A))™" € B(E), dott A €
B(£) ce qui est absurde. Par conséquent 0 € o(R(A; A)) et donc

1
A=¢
quel que soit A € A,. Finalement, nous voyons que :

(RO A) = { 51

Ce o<A>} U {0} € o(R(X: A))

¢e J(A)} u{0}, (MreA, ™

5.3. Le cas des Cgp—semi-groupes différentiables. Nous finissons cette
section avec le théoréme spectral pour les Cyp—semi-groupes différentiables (voir
[LBPS’09]). Soit {T'(t)},~, € SG(M,w) . Pour tout A € C et tout ¢t > 0, nous
avons défini Iopérateur linéaire borné :

B,\(t) &£ — €
¢
By(t)x = /e)‘(tfs)T(s)x ds
0

et nous avons étudié ses propriétés avec le lemme 5.11. Si le Cy—semi-groupe
{T'(t)},>, est différentiable, on peut montrer le résultat suivant.

Lemme 5.18. Soient {T'(t)},~, € SGD(M,w)et A son générateur infinitésimal.
Alors : -

i) pour tout A € C et tout t > 0, l'opérateur By(t) € B(E) est indéfiniment
dérivable et

()@

(1)
i+l

By(t)™ = A" <BA (t) +
1=0

) ,  (Y)n e N%;
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ii) pour tout A € C et toutt > 0 on a
B()™MTt)™ =1)"™B\1)™,  (V)n € N*.

Preuve. Montrons les affirmations de ’énoncé par récurrence.
i) Soient x € £, A € C et t > 0. Alors :

Ba(t)z =\ (Bk(t)a: +

Supposons que :

Alors :

(z+1)
k K.\
B,\(t)( 1, (BA(t)( )x) =\ ()\B( Jr +T(t $+Z )\1+1 )

k (2)
= b+ (B,\(t)a: +Y T(;L m)
=0

et nous obtenons (i).

ii) Soient A € C et ¢ > 0. Compte tenu du théoréme 4.5, pour z € £, on voit
que T'(t)x € D(A™) et

AnT(t)l':AnT(m)x:A"T E+£+...+£ T
n n n n
—_—
n fois
n n n n

n fois

{T(i)A]n T<n>A” Tt A", (V)n e N,

parce que le semi-groupe commute avec son générateur infinitésimal. De méme,
avec le lemme 5.11 il résulte que :

BA(H)T(t) = T(t)Br(t).
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Alors pour x € £, nous avons :

( )
B)\(t) e = A" <B)\ /\z+1 )
n— 1Al L
<B>\ Z 0 )\(1-21 ()> x
T AT
{525

D’autre part, pour « € D(A), nous avons :
Br(t)(ML — A)x = (M — A)By\(t)x
d’ou il résulte :
By (t)Az = AB\(t)x
Supposons que pour x € D(A*) nous avons :
By(t)AFz = AR By (t)x
Si z € D(AFY), il vient :
By(t)AFTle = B\ (t) A% (Ax) = A*By\(t) Az = A*AB\(t)x = A*1By\(t)z.

Il s’ensuit donc que :
By(t)A"x = A" B\ (t)x
pour tout x € D(A™) et tout n € N*. De méme, si 2 € D(A™), on a :

— Z)
By(t)™M A"z ( +Z A1+1 >
AZT )JA™
(B)\ A"—I—Z )\z+1 )
L AR AT
—\" (A”B,\ Z e )

L T(t)
= A"\" <Bx(t) + Z ST ) x=A"By\()z, (V)neN*
=0
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Finalement, pour = € £ nous obtenons :
Ba(t)™MT(t) Mz =" AMT(t)a = A By ()™M T (t)x
= A"T)BA) ™Mz =Tt) " B\t) Mz, (VneN. ™

Maintenant nous présentons un théoréme spectral pour Cy—semi-groupes
différentiables.

Théoréme 5.19[spectral mapping]. Soient {T'(t)},5, € SGD(M,w)et A son
générateur infinitésimal. Alors pour tout n € N* on a :

(etam))(”) = {\"M A ea(4) Co (T(t)(”)) . ()t > 0.

Preuve. Pour A\ € C et t > 0, nous considérons 'opérateur

B,\(t)lg—>g

t
By(t)x = /ek(t_s)T(s)x ds.
0

Avec le lemme 5.18, on déduit que lopérateur By(t) € B(E) est indéfiniment
dérivable et :

n=1 o (0)
2 m T(t
BB = X (waz b
1=0

) ., (Y)ne N

Compte tenu du lemme 5.11, il résulte que :
(M — A)By(t)z =Mz —T(t)z, Mz e&
et que :
By(t)(AM — Az = Mo —T(t)z, (V)z € D(A).
Pour tout n € N* il s’ensuit que :
(A — A)B\t) Wz = \"eMa — T(H) Mz, Wz e

et :
B ™M — Az = \"eMz — T) Mz, (V) € D(A).

Si A € C est tel que A"eM € p (T(t)(n)), alors on peut considérer :

-1
0= ()\"e’\tI - T(t)(")) e B(E),
pour tout n € N*. Par conséquent
(A — AB\t)"Qz =2, (Vzec&

et
QBA()™(M = Az =z, (V)z € D(A),
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pour tout n € N*. Mais, avec le lemme 5.18, il résulte :
BA)™T(t)™ = T(t)™By(1)™,  (¥)n e N,
Donc :
AP By (t)(n) N (t)(n)T(t)(n) — A"eM B, (t)(") _ T(t)(n)BA (t)(”)

et :
B/\(t)(n) ()\”e)‘tf — T(t)(")> _ (/\neAtI_T(t)(n)) B,\(t)(”)7

pour tout n € N*. Par suite :

BA(t)"Q=QB(t)", (V)neN’
et nous voyons que :

M — AB\1O)"Qz =2, (V)ze€
et :

Ba()™Q\ — Az =z, (V)z € D(A),

d’olt on obtient que A € p(A). Nous en déduisons que A € o(A) implique
\eM e o (T(t)(")) pour tout n € N*. Par conséquent :

{X"eM|Nea(A)} Co (T(t)(")) )
{ (6,\t)(”)

(=)™ c o (T ™) .

pour tout n € N* et tout ¢t > 0. ]

ou bien :

A€ O'(A)} Co (T(t)("))

et finalement :
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