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ABSTRACT. Recent research in mathematics education look for design-
ing instruction modulus to help students improve their reasoning levels
in concepts related to this knowledge. Due to its characteristics, van
Hiele "s model has been the basis of recent research projects which fo-
cus on its use in themes on mathematical analysis with a high visual
and geometric component. The purpose of this article is to explain the
steps in the construction of an instruction modulo which allowed stu-
dents ranked on the second level of reasoning, according to Van Hiele’s
model, be promoted to the level three of reasoning. All this using the
concept of local approach, as in the tangent line to a plane curve in
one its points. Also an analysis of the results obtained applying the
learning experiences in the information phases and guided orientation,
is presented.
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RESUMEN. Investigaciones recientes en educacién matemdtica buscan
disenar médulos de instrucciéon que ayuden a potenciar el nivel de ra-
zonamiento de los alumnos en conceptos relativos a esta rama del saber.

“Este trabajo se present6 en el XV Congreso Nacional de Matematicas, Bogot4, 2005.
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Debido a sus caracteristicas el modelo educativo de van Hiele ha sido la
base de recientes proyectos de investigacion que centran su aplicacion
en topicos del andlisis matemdtico con un alto componente visual y
geométrico. El propdsito de este articulo es mostrar las pautas de elabo-
raciéon de un moédulo de instruccién que permitié a un grupo de alumnos
ubicados en el nivel 2 de razonamiento del modelo educativo de van
Hiele progresar al nivel 3, entorno al concepto de aproximacién local en
su manifestacién de recta tangente a una curva plana en un punto dado
sobre ella. Asi mismo se presenta el andlisis de los resultados obtenidos
al aplicar las experiencias de aprendizaje para las fases de informacién
y orientacion dirigida.

1. Introduccién

Tradicionalmente cuando se desarrolla un curso de calculo diferencial se
hace énfasis en la manipulacién de ecuaciones y en la sustitucion de valores
dentro de ellas. Pero esto no basta para que el alumno integre los conceptos
matematicos tratados, sino, mas bien, ayuda a crear la falsa conviccién de
que el cédlculo se reduce a la aplicacién directa de un algoritmo del cual no se
conoce su verdadero sentido y significado. Aunque los aspectos mencionados
siguen siendo importantes en el dominio del concepto desde el punto de vista
operacional, poco aportan al desarrollo del razonamiento pues en ellos prima
el manejo de algoritmos y la memorizacién de conceptos de manera aislada.

Este hecho no solo cuestiona la metodologia seguida en la explicacion de esos
conceptos, tanto a nivel de bachillerato como universitario, sino que evidencia
un grave problema metodolégico en los procesos de ensenanza y aprendizaje
de los fundamentos del andlisis matematico. En particular, con el concepto de
aproximaciéon local. Es comtn creer que la comprension de los procesos inmer-
sos en este concepto no deben presentar dificultad alguna para los alumnos y
por ello se pasa rdpidamente de las definiciones matemaéticas a los problemas
algebraicos, descuidando el razonamiento del paso al limite que es inherente al
mismo.

En esta perspectiva y dentro de la linea de investigaciéon que se desarroll6 en
el proyecto “Una metodologia alternativa para la ensenanza y el aprendizaje
del concepto de limite”™", se detecté la necesidad de implementar un modelo
educativo que permitiera a los alumnos progresar en su nivel de razonamiento
frente al concepto de aproximacién local en su manifestacién de recta tangente
a una curva plana en un punto dado sobre ella. Esta es una de las primeras
manifestaciones del concepto de aproximacién local que se les presenta a los
alumnos durante su vida académica.

Un modelo educativo que ha probado su validez en educacién matematica
es el de VAN HIELE. Su constitucién ha permitido que recientes investigaciones

**Cédigo en Colciencias: 1115-11-12704. Investigador principal ANDRES FELIPE DE
LA TORRE GOMEZ.
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centren su aplicacién no solo en geometria (donde se origind), sino en algunos
tépicos del andlisis matematico que poseen un alto componente visual y ge-
omeétrico. Dicho modelo tiene tres componentes principales: en primer lugar,
el insight, que segun VAN HIELE ([12], pag. 24) se define como “comprensién”.
En segundo lugar, los niveles de razonamiento se clasifican en cinco: nivel 0,
predescriptivo; nivel 1, de reconocimiento visual; nivel 2, de andlisis; nivel 3,
de clasificacién y relacién; nivel 4, de deduccién formal. Por dltimo, las fases
de aprendizaje, que son fase 1, informacion; fase 2, orientacién dirigida; fase
3, explicitacion; fase 4, libre orientacion; fase 5, integracién; las fases estan
orientadas a ayudar a progresar a un alumno desde un nivel de razonamien-
to al inmediatamente superior, constituyendo un esquema para organizar la
ensenanza.

Este articulo presenta las pautas para el diseno del médulo de instruccion
que permitio el progreso de un grupo de alumnos ubicados en el nivel 2 de
razonamiento al nivel 3, con respecto al concepto de aproximacién local (en su
manifestacién de recta tangente a una curva plana) de acuerdo con las fases de
aprendizaje del modelo educativo de van Hiele. Ademaés presenta los resultados
obtenidos en la intervenciéon pedagdgica y el andlisis e interpretacion de los
mismos respecto a las fases de informacion y orientacion dirigida, pues en éstas
se da un mayor énfasis en la aplicacién del mecanismo permitiendo observar
cambios relevantes en los procesos de razonamiento en los que esta involucrado
un paso al limite.

2. El modelo educativo de van Hiele

Como se indicé anteriormente, el modelo educativo de van Hiele estd com-
puesto por cinco (5) niveles de razonamiento, cinco (5) fases de aprendizaje y
el insight. Tanto los niveles como las fases, tienen como propésito fundamental
promover el insight, que segin VAN HIELE, se obtiene “...cuando una persona
actia adecuadamente en una nueva situacién y con intencién” ([12], pag. 24).

Segin VAN HIELE la aplicaciéon de este modelo a un concepto especifico
necesita el establecimiento de una serie de descriptores para cada uno de los
niveles estudiados que permitan la deteccién de los mismos a partir de la ac-
tividad de los aprendices. Por esto las areas o tests disenados para la deteccién
de los niveles, deben recoger la relacién existente entre un nivel y el lenguaje
apropiado en cada uno de ellos. La aplicaciéon de estos tests debe tener como
objetivo primordial la deteccién de los niveles de pensamiento sin confundirlos
con niveles de habilidad computacional o conocimientos previos.

Las fases de aprendizaje se proponen con el objetivo de ayudar al docente a
impartir la instrucciéon correspondiente a un alumno para que este progrese en
su nivel de razonamiento. Es importante resaltar que, desarrolladas estas cinco
fases, los alumnos habran adquirido una nueva red de relaciones mentales més
amplia que la anterior, completiandola y reformuldndola. La coleccién de las
experiencias de aprendizaje propuestas para lograr este propésito se denomina
“médulo de instruccién” ([4], pag. 11).
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2.1. Mboddulo de instruccién. Se entiende por médulo un elemento combi-
nable con otros de la misma naturaleza o que concurren con él a una misma
funcién. En este sentido, un moédulo de instrucciéon es la colecciéon de todas
las actividades realizadas para cada una de las fases de aprendizaje del mode-
lo educativo de van Hiele, frente al concepto objeto de estudio. Fuys, afirma
que “el médulo de instruccion, debe estar basado en el modelo de van Hiele y
disenado para utilizarlo como una herramienta de investigacién en una prueba
que se ajusta a una instruccién docente—alumno” ([4]), pag. 11).

Un médulo de instruccion estd compuesto por experiencias de aprendizaje
que pueden ser entendidas no sélo como las que se realizan en el aula sino tam-
bién como aquellas que promueven aprendizajes significativos, independientes
del contexto donde se lleven a cabo. Estas se enfocan de tal manera que los
alumnos se involucran en procesos de ensenanza y aprendizaje mas especificos;
asi mismo, las experiencias de aprendizaje seran aquellas que se realicen con
propésitos formativos con el fin de que el alumno adquiera nuevas habilidades
y destrezas frente al concepto objeto de estudio.

En este mismo sentido, y segun las caracteristicas del modelo educativo
de van Hiele, dichas experiencias deben ser desarrolladas de tal forma que
permitan al alumno ser participe de su propio aprendizaje, segin GUTIERREZ
“la adquisicién por una persona de nuevas habilidades de razonamiento es fruto
de su propia experiencia. Esta experiencia se adquiere unas veces fuera del aula
y otras veces dentro de ella. La ensenanza adecuada es, aquella que proporciona
esa experiencia” ([7], pdg. 330).

El papel del médulo de instruccién es fundamental para impartir la instruc-
cién ya que permite establecer un orden secuencial para la aplicacion de las
actividades propuestas en cada una de las fases de aprendizaje.

3. “Concepto definicién” y “concepto imagen”

Se utilizarén las definiciones indicadas por TALL & VINNER ([5],pag. 152),
sobre estos términos: “el término concepto imagen, se usard para describir la
estructura cognitiva total que se asocia con el concepto, lo que incluye todas
las imdgenes mentales y propiedades y procesos asociados. ( ... ). Sélo cuando
los aspectos contradictorios son evocados simultdneamente aparece cualquier
sensacién de conflicto o confusién. Por otra parte, el concepto definicion es la
férmula con palabras usada para especificar ese concepto” .

4. El concepto de aproximacién local en su manifestacion de recta
tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella

El concepto de aproximacion local esta relacionado con todos los procesos
de paso al limite tales como el de recta tangente a una curva plana en un pun-
to dado sobre ella, derivada de una funcién en un punto, continuidad de una
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funcién en un punto, convergencia de sucesiones y series infinitas, entre otros.
Estas manifestaciones se comienzan a exponer a los alumnos en los tltimos afnos
de bachillerato y en los primeros anos de universidad. En estos grados de esco-
laridad el concepto se explica de manera intuitiva, exponiendo las definiciones
con palabras para evitar la simbologia necesaria en un tratamiento riguroso.

Es comiin creer que la comprensién de los procesos en los cuales esta involu-
crado el concepto de aproximacion local no deberia presentar obstdculos para
los alumnos y por ello se pasa rapidamente de las definiciones presentadas en
forma verbal a los problemas algebraicos, sin tener en cuenta el desarrollo del
razonamiento inherente a los conceptos que requieren el paso al limite.

La recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella es una
manifestacién del concepto de aproximacién local, que para su estudio se puede
dotar de una componente visual y geométrica (mecanismo del haz de secantes),
lo que ayuda al alumno a comprender los procesos de razonamiento en los que
estd involucrado el paso al limite, a la vez que hace explicitos mediante el
lenguaje los procesos mentales que efectiia para obtener conclusiones. Segin
ESTEBAN ([13], pdg. 123) “El poder dotar la recta tangente a una curva plana
en un punto dado sobre ella de una componente visual, y el hecho intrinseco
de ser geométrico fue lo que permitié extender el modelo de van Hiele al cam-
po del andlisis matematico, en particular, al concepto de aproximacién local,
al llevarlo fuera del ambito de la geometria elemental.” Esto facilita detectar
los descriptores para los distintos niveles de razonamiento propuestos por el
modelo.

Los descriptores que debe superar un alumno para progresar del nivel 2 al
nivel 3 entorno a esta manifestacion del concepto, fueron obtenidos por ESTE-
BAN ([13], pdg. 105) y se enuncian de la siguiente manera:

= Kl alumno no dard, en general, respuesta a las situaciones patologicas,
es decir, aquellas en las que exista alguna dificultad para realizar el
proceso de aproximacion. Por ejemplo, para la recta y para los angulos
(valor absoluto). En este nivel, el mecanismo del haz de secantes no se
tiene como un mecanismo para encontrar la recta tangente para todas
aquellas curvas en las cuales se puede aplicar, presentandose desconcier-
to en las situaciones patoldgicas. No define la tangente a una curva en
un punto a partir del haz de secantes y la capacidad de deduccién
de propiedades no se tiene ain desarrollada. Estas son diferencias que
marcan la separacién entre los niveles 2 y 3 de razonamiento.

= Un alumno no progresard desde el nivel 2 al nivel 3 mientras mantenga
dualidades entre el concepto imagen (la progresién de las secantes que
pasan por un punto A de la curva y por otros puntos situados sobre la
curva cada vez més cercanos a A) y el concepto definicién (reconocer
la tangente como el limite del haz de secantes, es un proceso infinito).
El nivel de razonamiento que permite la comprensién de los conceptos
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avanzados o dindmicos es incompatible con la dualidad entre concepto
imagen y concepto definicién. La plena integracién entre los conceptos
intuitivos estdticos (tangente a una circunferencia) con los dindmicos
(aproximacién infinita mediante el haz de secantes) caracteriza el acceso
al nivel 3.

A continuacion se presenta el mecanismo seleccionado para explorar el con-
cepto de aproximacién local en su manifestacién de recta tangente, y que de
acuerdo con los descriptores presentados, sirve como base para crear las expe-
riencias de aprendizaje para cada una de las fases que ayudan a progresar a un
alumno desde un nivel de razonamiento al inmediatamente superior.

5. Manejo del mecanismo “haz de secantes” y su relacién con el
modelo de van Hiele

El mecanismo haz de secantes permite explorar el concepto de recta tangente
a una curva plana en un punto dado sobre ella. A partir de ¢él, ESTEBAN ([13])
caracterizo los niveles de razonamiento 0, I, II y IIT del modelo de van Hiele
con relacién al concepto objeto de estudio, encontrando los descriptores para
cada uno de ellos y permitendo a partir de su implementacién clasificar a un
grupo de alumnos en un determinado nivel de razonamiento.

Dicho mecanismo puede definirse como “las rectas que pasan por A y por
puntos sobre la curva cada vez mds cercanos a A”. Esto permite definir la
tangente en A como “el limite de las secantes AM cuando el punto M tiende
a A alo largo de la curva”, tal como se ilustra en la Figura 1 (pag. 83).

La construccion del mecanismo es laboriosa puesto que requiere trazar rectas
bien sea con regla o con la ayuda de un programa grafico que permita hacerlo
réapidamente. De otro lado, desde el comienzo se recalca la localidad (se hace
sobre un punto de la curva), hecho fundamental en el concepto de tangente.
Segin ESTEBAN ([13], pdg. 67) “este mecanismo permite explorar el concepto
imagen que los alumnos tienen de la tangente a una curva en un punto y pone en
crisis a los alumnos que no razonan en un nivel elevado, el concepto imagen de
tangente como recta que toca a la curva en un punto (caso de la circunferencia),
o que la tangente no puede cortar a la curva (en algunos casos especiales),
permitiéndoles ver que la tangente debe cumplir una propiedad adicional que
depende de la propia curva y del paso al limite intrinseco en este proceso”.
Asf mismo, permite a los alumnos, realizar procesos de formalizacién™ " verbal,
es decir, permite explorar el razonamiento en niveles avanzados (nivel 3 y 4 del
modelo educativo de van Hiele).

Fokk . . .’ .
Es importante aclarar, que este proceso de formalizacién no se refiere a dar una defini-
cién formal (e—§) del concepto objeto de estudio, sino a que los alumnos expresen verbalmente
definiciones matematicamente validas para dicho concepto.



FASES DE APRENDIZAJE Y EL CONCEPTO DE APROXIMACION LOCAL 83

Faso1 Paso 2

Faso 3 Faso 4

FI1GURA 1. Proceso de construccién del mecanismo del haz de se-
cantes en cuatro (4) pasos. Paso 1, marque un punto A sobre la
curva. Paso 2, marque un punto M sobre la curva a la izquierda
o derecha de A. Paso 3, marque puntos sobre la curva a partir de
M cada vez més préoximos a A. Paso 4, trace las rectas secantes
que pasen siempre por A y por los puntos marcados cada vez mas
proximos a A.

6. Pautas para la elaboracién de un mdédulo de instruccién con
base en las fases de aprendizaje del modelo de van Hiele

Las fases de aprendizaje buscan que, en el transcurso de su aplicacion, el
alumno reelabore el lenguaje empleado con relacién al concepto estudiado para
que pueda progresar del nivel de razonamiento en que se encuentra al inmedia-
tamente superior. Las fases de aprendizaje del modelo se definen de la siguiente
manera ([6], pdg. 22):

= Fase 1. Informacién. Se explora mediante tests, entrevistas, graficas
o exposiciones realizadas por los alumnos. Con ello se busca que ex-
pliciten la informacién que tienen en su estructura cognitiva acerca del
concepto objeto de estudio.

= Fase 2. Orientacion dirigida. El profesor propone actividades en las que
el concepto se relacione con situaciones de la vida diaria y anima a los
alumnos para que encuentren sus propias relaciones, las compartan y
discutan con sus companeros.

= Fase 3. Explicitacion. Los alumnos aplican el concepto para resolver
problemas que correspondan a situaciones reales en diferentes contex-
tos.

= Fase 4. Orientacién libre. Se completa la red de relaciones que se
comenzo6 a formar en las fases anteriores y se adquiere el lenguaje propio
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del siguiente nivel de razonamiento. Partiendo del concepto estudiado
y de sus propios intereses los alumnos deben formular y solucionar sus
propios problemas.

= Fase 5. Integracion. El concepto estudiado se reorganiza y adquiere
un nuevo significado. Se hace explicita la nueva red conceptual y el
conjunto de habilidades de razonamiento adquiridas.

Tomando como base estas definiciones y los diferentes trabajos enmarcados
dentro del modelo de van Hiele (ver [11], [13], [8], [2]) en lo relativo a conceptos
del andlisis matematico, se presentan las pautas tedricas que se tuvieron en
cuenta para el diseno de experiencias de aprendizaje en cada una de las fases
de aprendizaje que conforman el médulo de instruccién con relacién al concepto
de aproximacién local. En particular, estas pautas han sido implementadas en
la manifestacién de recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre
ella.

= Fase 1, Informacién:

e Aplicacién de una técnica que permita detectar la informacién que
los alumnos poseen en su estructura cognitiva frente a la mani-
festacion del concepto de recta tangente a una curva en un punto
dado sobre ella.

e Puesta en comiin del lenguaje que los alumnos deben tener para
estar ubicados en este nivel.

e Manejo del mecanismo seleccionado.

e Andlisis de los datos obtenidos en esta fase y disefio de las expe-
riencias de aprendizaje para la siguiente fase.

= Fase 2, Orientacion dirigida:

e Analisis de distintas situaciones que con lleven por parte del alum-
no a la interiorizaciéon de la nocién de aproximacién.

e Apropiacién del infinito potencial con el cual se abordara el estudio
de la manifestacién del concepto de aproximacion local selecciona-
do.

e Integracion y diferenciacién de las situaciones desarrolladas con el
manejo del mecanismo.

e Verificacién del lenguaje adquirido y el significado dado a las
nuevas relaciones véalidas que realicen los alumnos.

= Fase 3, Explicitacién:

e Recapitulacién del proceso realizado, mediante la implementacién
de actividades que conlleven a la aplicaciéon del concepto de tan-
gente. Dichas actividades pueden ser orientadas a través de asis-
tentes matematicos, como el Derive®), Matlab®), entre otros, o de
tests de razonamiento.

e Revision del lenguaje adquirido, como base del nuevo nivel de
razonamiento. Debe hacerse énfasis en la forma de expresarse de
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los alumnos y las relaciones y propiedades establecidas o creadas
durante el transcurso del trabajo.

e Anilisis del lenguaje y de las relaciones presentadas por los alum-
nos. Esta etapa del proceso debe realizarse en forma individual
y grupal, dando mayor importancia a los conceptos basicos del
trabajo. Ademds, se deben realizar actividades que inviten al des-
cubrimiento de nuevas situaciones que lleven a la implementacién
del mecanismo para determinar si existe o no la tangente en un
punto de una curva o en una situacién practica.

= Fase 4, Orientacion libre:

e Planteamiento y andlisis de problemas cotidianos en diferentes
contextos que con lleven a la implementacién del mecanismo y
argumentar cuando la solucién existe y cuando no.

e Revisién y evaluacion general del proceso haciendo énfasis en el
lenguaje adquirido y el significado que el alumno le da al mismo,
las nuevas relaciones validas construidas y la aplicacién del meca-
nismo en situaciones favorables o desfavorables. Como es una fase
de evaluacion del proceso, si no es superado a satisfaccién debe
retornar a la fase 2 y revisar cuidadosamente las actividades pro-
puestas en esta y en las fases 3 y 4.

= Fase 5, Integracion:

e Integracion de las actividades presentadas anteriormente con otros
campos del saber que se hayan estudiado previamente.

e Planteamiento por parte de los alumnos de situaciones amplias,
aplicadas a otras areas del saber, en donde la manifestaciéon del
concepto estudiado tenga relevancia en la solucion de las mismas.

e Verificacién de la incorporacion del lenguaje propio del nuevo ni-
vel.

A continuacién se ilustran las experiencias de aprendizaje correspondientes a
la fase de informacién y de orientacién dirigida a partir de las pautas propuestas
en esta seccién. Esto se debe, a que en las fases seleccionadas, se hace mayor
énfasis en la aplicacion del mecanismo y muestran los cambios iniciales més
relevantes en los procesos de razonamiento en los cuales estd involucrado el
paso al limite.

7. Aplicacién de las pautas propuestas, para la fases de
informacion y orientacién dirigida

A partir de las pautas presentadas en la seccién 6 (pag. 83), se disefiaron
las experiencias de aprendizaje adaptadas a las caracteristicas propias de los
alumnos, buscando que un alumno ubicado en el nivel 2 progrese al nivel 3 de
razonamiento, frente al concepto de aproximacion local en su manifestaciéon de
recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella.
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Es importante resaltar que las experiencias de aprendizaje se aplicaron a
39 alumnos de un total de 154 del primer semestre de universidad. Dichos
alumnos fueron clasificados en el nivel 2 de razonamiento con la aplicacién del
test “Curvas y tangentes”, disenado por ESTEBAN ([13]). A continuacién se
describen en forma detallada, las experiencias de aprendizaje disenadas para
la fase de informacién con sus respectivos objetivos.

7.1. Fase 1; Informacién. Para esta fase se disenaron las siguientes activi-
dades:

Actividad 1: Elaborar un mapa conceptual con los conceptos geométricos
de punto, curva, recta y tangente.

El objetivo de esta actividad es la de indagar por la informacién que los
alumnos poseen en su estructura cognitiva frente al concepto de aproximacion
local en su manifestaciéon de recta tangente a una curva plana en un punto
dado.

Con esta actividad se da cumplimiento al objetivo propuesto. Segun Es-
TEBAN “los mapas conceptuales, permiten al alumno poner de manifiesto las
relaciones significativas entre los conceptos propuestos (punto, curva, recta y
tangente), la forma como comprenden estos y qué relaciones relevantes les fal-
tan para completar los elementos bésicos de la red de relaciones del nuevo nivel”
([15], pdg. 154).

Cabe resaltar que antes de comenzar con la aplicaciéon de las experiencias
de aprendizaje, el grupo de alumnos fue instruido en el manejo de la técnica
de los mapas conceptuales. Con ello se buscaba evitar “errores operativos” en
la construccién de los mismos.

La Figura 2 (pag. 87), presenta un mapa conceptual representativo ~ del
grupo realizado durante la intervencion pedagogica.

Actividad 2: Aplicacién del test “Exploracién de la idea de punto”.

El test, fue disenado por ESTEBAN ([14])y se aplicé con el objetivo de de-
tectar el lenguaje que emplean los alumnos en este nivel, pues este tiene un
papel crucial dentro del proceso de formacién de conceptos y en el aprendizaje
significativo de los mismos.

Con esta actividad se logra que los alumnos reconozcan los objetos basicos
en el sentido visual o geométrico, pero con sus propiedades matematicas el-
ementales, por ejemplo: un punto no tiene dimensiones y no tiene una tnica
representacion; una recta no tiene “grosor”, pero si tiene “longitud”; las curvas
estan formadas por puntos, algunas son cerradas, otras no tienen principio ni
fin, como las rectas; las rectas son una clase especial de curvas de las que solo
es posible dibujar un trozo.

**** Entiéndase por mapa representativo aquel, que construido segun el tipo de actividad,
grupal o individual, muestra el esquema presentado por la mayoria de los alumnos inter-
venidos. Para la seleccién se utilizé la tabla de evaluacién dada por NOVAK ([10], pdg. 167)
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FIGURA 2. Mapa representativo en la Actividad 1, realizada en
la fase de informacién y clasificado como “debe ser re-formulado”.
Dicha expresion, puede entenderse como; debe ser construido a par-
tir de experiencias de aprendizaje presentadas por el docente.

Actividades 3, 4, 5 y 6: Manejo y apropiacién del mecanismo seleccionado

Las actividades propuestas en esta etapa del proceso tienen como finalidad
que ninguno de los alumnos presente dualidades en el manejo del mecanismo,
en especial en situaciones patologicas como las que se ilustran en la Figura 3
(pag. 87), las cuales presentan mayor dificultad en los puntos indicados.

>
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xsen (1/x) \/W

FIGURA 3. Modelos de curvas patoldgicas propuestas a los alum-
nos durante la intervencién pedagdgica.

De las actividades descritas se obtiene un acercamiento a su estructura cog-
nitiva del alumno con respecto al concepto de recta tangente. Ademés se logra



88 JORGE A. BEDOYA, PEDRO V. ESTEBAN & EDISON D. VAsco

establecer un lenguaje comun frente al concepto objeto de estudio. Se imple-
menté el mecanismo seleccionado en diversas situaciones que le generaron con-
flictos cognitivos y se observé su comportamiento en su proceso de resolucion.

Con la aplicacién y discusion de la Actividad 6 (“recapitulacién”), el grupo
de alumnos, al mostrarle o pedirle que realicen el proceso del haz de secantes
sobre un punto fijo A de una curva y por puntos situados sobre la curva, cada
vez mas cercanos a A, reconoce visualmente que el haz de secantes se estabi-
liza en una linea recta. Para ello utilizan expresiones verbales tales como “las
secantes se van juntando cada vez mas”, “las secantes no se pueden distinguir,
cuando se acerca el punto mévil al punto fijo A”, “las lineas se unen formando
una nueva linea recta que se estabiliza” y algunos de ellos empiezan a relacionar
la estabilizacién del proceso del haz de secantes con la recta tangente a una
curva plana en un punto dado sobre ella, entendiendo la tangente como el final
de un proceso de aproximacién local.

Algunas de las observaciones realizadas por el grupo de alumnos, se pueden
ver en las Figuras 4 (pag. 88), 5 (pdg. 89) y 6 (pag. 89).

{5/ _
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FIGURA 4. Observacién que realiza un alumno, al pedirle que des-
criba lo que observa al trazar el haz de secantes, a uno y otro lado
del punto dado. Expresién técnica utilizada: Estabilizacion de las
rectas.

Del analisis de las respuestas dadas por los alumnos a las actividades presen-
tadas en esta fase, se puede concluir que la técnica de los mapas conceptuales
permitié detectar y analizar la informacién que los alumnos poseen en su es-
tructura cognitiva frente al concepto de aproximacion local en su manifestacién
de recta tangente a una curva plana en un punto dado sobre ella. Ademds, se
logré establecer un punto de partida con respecto al lenguaje empleado por
los alumnos en este nivel. Finalmente, los alumnos dan muestras del mane-
jo correcto del meca nismo del haz de secantes en curvas suaves, presentando
dificultades en el manejo del mismo en curvas patoldgicas.
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FIGURA 5. Observacién que realiza un alumno al pedirle que des-
criba lo que observa al trazar el haz de secantes, a uno y otro lado
del punto dado. Expresién técnica: rectas secantes en cuanto mds
prozimos los puntos a “A” siempre tienden a estabilizarse.
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FIGURA 6. Observacién que realiza un alumno al pedirle que des-
criba lo que observa al trazar el haz de secantes, a uno y otro lado
del punto dado. Expresion técnica: Las secantes trazadas por uno y
otro lado del punto A, se estabilizan en la misma recta, que seria
la tangente.

7.2. Fase 2, Orientacién dirigida. Durante el andlisis de la informacion
obtenida en la fase anterior se observé que los alumnos aplican correctamente
el mecanismo del haz de secantes en curvas suaves, presentando dificultades en
el manejo del mismo en curvas patoldgicas. Esto crea la necesidad de aplicar
el mecanismo a diferentes situaciones fisicas y geométricas que conlleven a la
apropiacion del concepto de infinito potencial, a la interiorizacién de la nocién
de aproximacién y al establecimiento de su relaciéon con el mecanismo selec-
cionado.
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Es importante resaltar que al inicio del proceso, la concepcion de los alum-
nos acerca del infinito potencial estaba asociada a la ausencia de limites o de
fronteras, a la falta de conclusién o de fin de un proceso que se repite o progresa
indefinidamente. La nocién de infinito potencial estaba determinada por lo que
no tiene fin, lo que siempre puede continuar pero sin alcanzar un limite o llegar
a estabilizarse.

Para el estudio del calculo se requiere que los alumnos comprendan por lo
menos de manera intuitiva el concepto de infinito potencial, pues éste es la base
del concepto de aproximacién local en sus diversas manifestaciones. A partir
de esto y de la informacién obtenida durante el analisis de las actividades
presentadas en la fase 1, se diseniaron experiencias de aprendizaje para la fase
2 buscando que los alumnos descubrieran y comprendieran los conceptos, las
relaciones y propiedades de los elementos con los que se iba a trabajar durante
la intervencion pedagogica.

Con las actividades propuestas para esta fase de aprendizaje se logra que
los alumnos interioricen la nocién de aproximacién y se apropien de manera
intuitiva del concepto de infinito potencial. Esto se evidencia con algunas de las
respuestas presentadas por los alumnos. Por ejemplo al abordar la Actividad 1
que plantea al alumno: “Dividir un trozo de cuerda dado por la mitad, que luego
tome uno de los dos trozos resultantes y lo divida por la mitad nuevamente, y
que continue con este proceso hasta donde considere que se puede realizar”,
los alumnos hacen afirmaciones del siguiente tipo: “las operaciones fisicas para
realizar el proceso tienen limitaciones, pero las operaciones mentales no” y
“cuando se continta con un proceso de corte, sobre el trozo de cuerda, siempre
habra, aunque muy pequeno, un trozo de cuerda que cortar”, estas afirmaciones
son caracteristicas de la construccién del infinito potencial y del concepto de
aproximacién local abordado y son ilustradas en las Figuras 7 (pdg. 91), 8
(pdg. 91) v 9 (pag. 91), asi mismo, se observa claramente la interiorizacién del
concepto, por la mayor parte del grupo de alumnos al desarrollar la Actividad
4, tal como se muestra en la Figura 10 (pag. 92).

A partir de lo anterior se puede verificar el hecho de que los alumnos real-
mente interiorizaron el proceso y no estuvieron generando repeticiones escritas
de lo solicitado por los investigadores. Para comprobarlo, se solicit6 al grupo de
alumnos elaborar un nuevo mapa conceptual, ya que, de acuerdo con AUSUBEL,
“ La adquisicién de informacién nueva depende en alto grado de las ideas per-
tinentes que ya existen en la estructura cognitiva y el aprendizaje significativo
de los seres humanos ocurre a través de una interacciéon de la nueva informa-
cién con ideas pertinentes que existen en la estructura cognitiva. El resultado
que tiene lugar entre el nuevo material que se va a aprender y la estructura
cognitiva existente constituye una asimilacién de significados nuevos y antiguos
para formar una estructura altamente diferenciada” ([3], pag. 71).
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FIGURA 7. Con esta afirmacién el alumno marca la diferencia en-
tre realizar un proceso mental y un proceso fisico.
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F1GURA 8. Con esta afirmacién el alumno acepta, aunque de man-
era intuitiva el concepto de divisién como un proceso infinito.

= Este proceso puede parar. Justifica tu respuesta.

. '
s, scle {--.;(ul-'rzn'ft

FiGura 9. Al igual que en la Figura 7, el alumno marca una
diferencia entre los procesos fisicos y los mentales.

El mapa conceptual pedido en la Actividad 7, revela como los alumnos logran
reformular y ampliar su red de relaciones validas frente al concepto objeto de
estudio.

La Figura 11 (pdg. 93), muestra un mapa conceptual representativo del
grupo de alumnos més completo que el presentado en la fase anterior. En éste
los alumnos conservan los conceptos bésicos y sus propiedades y adicionalmente
relacionan el mecanismo del haz de secantes como una propiedad adicional para
la definicién del concepto de recta tangente, siendo ésta una condicién necesaria
para progresar del nivel 2 al nivel 3 de razonamiento del modelo educativo de
van Hiele.

Asi mismo con el andlisis de las respuestas dadas por los alumnos a las ac-
tividades presentadas se puede concluir que las distintas situaciones empleadas
en las experiencias de aprendizaje llevaron a la interiorizacién de la nocién de
aproximacién local por parte del alumno, logrando la apropiacién del concepto
de infinito potencial. Ademas, los mapas conceptuales permitieron verificar el
lenguaje adquirido por ellos y la manera como lo emplean.

7.3. Alcances obtenidos con la aplicacién de las fases de aprendizaje.
Teniendo en cuenta las observaciones realizadas durante la aplicacién de las
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F1cURrRA 10. En esta actividad el alumno muestra avances en su
proceso de razonamiento frente al infinito potencial, lo relaciona
con los procesos que terminan o tienen fin.

experiencias de aprendizaje, y los resultados obtenidos con su aplicacién, se
observa que los alumnos van adquiriendo el lenguaje propio del nuevo nivel de
razonamiento frente al concepto objeto de estudio.

Asi mismo, el diseno de médulos de instruccién para conceptos del andlisis
matematico permite planificar desarrollar y aplicar experiencias de aprendizaje
para que el alumno pueda progresar a través de los niveles de razonamiento
del modelo educativo de van Hiele. Ademas, se logra integrar las actividades
propuestas en cada una de las fases y se dota a los alumnos de herramientas
que les permiten potenciar la utilizacion del lenguaje y su razonamiento con
respecto a los conceptos estudiados.

8. Conclusiones

Con respecto a la aplicacién del médulo de instruccién y a las cinco (5) fases
de aprendizaje estudiadas se destacan las siguientes conclusiones:
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Actividad 7: Mapa Conceptual
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de secanies,
PRS- 17T
B ~ =
| Y
no =
| IS kv
Aoy @iMeNsions.  (BEFINICIon
dehmia s =

.
Fav \n Jante
JEFENOE pEL INF

ENTOQUE SE

Loy D E PARAs ZE-
Ty PEESENTA LD
LA CURY A MNEERENU

= & CIRCY
e se Do cemmaghy-comI—C2 2
eV =
N T e =i g
= el SeY
P N ggcAnT

AAEEN TS conshvy e

= T

pnedante ——C —rﬂ""'
fad

I —— =y =
/ggw/‘- @
SES pa 2]

predian -2 ik
— rom 85 (ﬂﬁ::f[/' 2
CATRO X1 MA \‘-M,NOBN vﬁ»
T—— LTS
T‘LI:'.V!

* A A
U TS CADA NEL !
CERCAMOS A v PUNTO
P-B’FSR-EHCI.H_,

cokve los rles
& €z

§ oY
S ECTAS SECANTES

FIGURA 11. Mapa conceptual presentado en la Actividad final de
la fase 2, donde se muestra un avance significativo en el lenguaje
empleado por los alumnos.

De la aplicacién de las actividades disenadas para las fases 1 y 2 se resalta
la adquisicién del lenguaje necesario para referirse a los conceptos de punto,
recta, curva e infinito potencial necesarios para que progresen en su nivel de
razonamiento.

Cuando se les pide a los alumnos trazar secantes que pasen por el punto dado
y por otros puntos sobre la curva cada vez mas cercanos a él, y se da el caso
de que existe una recta de estabilizacién expresan que: “La recta tangente es
el limite del haz de secantes”. Esta respuesta y otras equivalentes, manifiestan
que hacen un uso riguroso del lenguaje y entienden que la tangente a una curva
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en un punto, cuando existe, es el final de un proceso de aproximacioén infinito.
Ademsds, estdn manifestando que su razonamiento es avanzado respecto del
concepto de tangente a una circunferencia en un punto ya que han hecho una
cadena de elaboraciones mentales que les permite percibir este concepto como
un proceso dindmico (paso al limite).

En este mismo sentido, el grupo de alumnos adquirio el lenguaje propio
del nuevo nivel de razonamiento, usé correctamente el mecanismo del haz de
secantes no solo en situaciones matematicas, sino en situaciones presentadas
en otros contextos, asi mismo, lo utiliza para determinar si una recta es tan-
gente a una curva plana en un punto dado sobre ella e identifica claramente en
qué curvas lo pueden aplicar, en cuales otras no y por qué.

Al finalizar la aplicacién del médulo de instruccién se implementé nueva-
mente el test “Curvas y tangentes” y al procesar las respuestas ofrecidas por
los alumnos, se encontré que 38 de los 39 alumnos expuestos a la intervencién
pedagogica progresaron al nivel 3 de razonamiento.

Agradecimientos: Este trabajo se enmarca en el proyecto de investigacion
“Una metodologia alternativa para la ensenanza y el aprendizaje del concepto
de limite”, COLCIENCIAS 115-11-12704, y en el programa de Maestria en
Educacién con énfasis en docencia de las matematicas, de la Universidad de
Antioquia, en convenio con la Universidad Eafit.

Referencias

[1] A. F. DE LA TORRE, La modelizacién del espacio y del tiempo: su estudio via el
modelo de van Hiele. Universidad Politécnica de Valencia, Valencia, Espana, (2000).

[2] C. M. JARAMILLO, La nocidén de serie convergente desde la dptica de los niveles de
van Hiele, Universidad Politécnica de Valencia, Valencia, Espaia, (2000).

[3] D. AUSUBEL & ET AL, Psicologia educativa. Trillas, México, (1991).

[4] D. Fuys & ET AL, The van Hiele Model of Thinking Geometry among Adolescents.
National Council of Teachers of Mathematics, (1995).

[5] D. TALL & S. VINNER, Concept Image and concept definition in mathematics with
particular reference to limits and continuity, Educational Studies in Mathematics, 12
(1981),151-169.

6] E. D. Vasco & J. A. BEDOYA, Disefio de médulos de instruccién para el concepto
de aproximacion local en el marco de las fases de aprendizaje del modelo de van Hiele.
Trabajo de investigacién de Maestria, Universidad de Antioquia, (2005).

(7] J. GUTIERREZ, Una propuesta de fundamentacion para la ensefianza de la geometria:
El modelo de van Hiele, Rev. Teorfa y practica en educacién matemdtica, 4 (1990),
295-384.

[8] J. L. LLORENS, Aplicacién del modelo de van Hiele al concepto de aprozimacion lo-
cal.Universidad Politécnica de Valencia, Valencia, Espafia, (1994).

[9] M. A. NAVARRO, Un estudio de la convergencia encuadrada en el modelo educativo de
van Hiele y su correspondiente propuesta metodoldgica, Universidad de Sevilla, Sevilla,
Espana, (2002).

[10] J. NOVAK & ET AL, Aprendiendo a aprender. Martinez Roca, México, (1999).
[11] P. CAMPILLO, La nocidén de continuidad desde la dptica de los miveles de van Hiele.
Universidad Politécnica de Valencia, Valencia, Espafia, (1999).



(12]
(13]
14]

(15]

FASES DE APRENDIZAJE Y EL CONCEPTO DE APROXIMACION LOCAL 95

P. M. VAN HIELE, Structure and Insight. A Theory of Mathematics Education. De-
velopmental Psychology Series. Academic Press, Inc., Orlando, (1986).

P. V. ESTEBAN, Estudio comparativo del concepto de aproximacidn local via el modelo
de van Hiele. PhD thesis, Universidad Politécnica de Valencia, (2000).

P. V. ESTEBAN, La visualizacion en el cdlculo diferencial. Reporte de investigacién,
Universidad Eafit, (2002).

P. V. EsTEBAN, E. D. VAasco & J. A. BEDOYA, Los mapas conceptuales como
herramienta de exploracion del lenguaje en el modelo de van Hiele. Concept Maps:
Theory, Methodology, Technology. Proc. of the First International Conference on Con-
cept Mapping, 2(2004).151-154.

(Recibido en octubre de 2006. Aceptado para publicacién en julio de 2007)

JORGE ALBERTO BEDOYA BELTRAN, DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE MEDELLIN, MEDELLIN, COLOMBIA

PEDRO VICENTE ESTEBAN DUARTE, DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD EAFIT, MEDELLIN, COLOMBIA

EDISON DARIO VASCO AGUDELO, DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA, MEDELLIN, COLOMBIA

e-mail: evasco24@gmail . com



