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RESUMEN.En este articulo divulgativo se encuentra una solucién débil de un
sistema 2 X 2 no estrictamente hiperbélico usando el método de compacidad
compensada. El trabajo pretende familiarizar al lector con los elementos
bésicos del método de la compacidad compensada a través de un ejemplo
concreto.
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ABSTRACT. In this expository paper we present a weak solution for a 2 x 2
not strictly hiperbolic system. The method of compensated compactness is
used.

1. Introduccion

El propésito de este trabajo es encontrar una solucién débil del sistema

22— (27)z =0, t>0, z€R
{*2es e, M
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z=u+iv = (u,v) ER%, 1<y <2, 2 € L2NL>, z tomando valores

, 2 - . . ™
en algin cono cerrado de R* con vértice en el origen y angulo 1
Esto es, en el conjunto

C = R . k— < <(k+1)——
{Ze 7+1_argz—( + )7+1 ’

para algin k € Z.

La solucién z de (1) se obtiene como el limite débil de una sucesién
{#‘}, donde cada 2 es una solucién clisica global de la regularizacién
parabdlica

(2)

2t — (") = €2gg, t>0, z€ER
z(z,0) = z§(z),

donde

20 €LPNL®, 25 =20 +€Q,

_ (e 1T
Q exp(z( +2)7+1>7
z=u+iv = (u,v) ER?,

1<y<2, €>0 y 2f€C,V(z,t)eR:
R% =R x (0,00) .

La teoria que se aplica para conseguir la solucién débil de (1) se conoce
hoy en la literatura matemaética con el nombre de compacidad compen-
sada. Esta teoria fué introducida por TARTAR para resolver sistemas
de leyes de conservacion en el ano 1979 y aplicada luego a los sistemas
hiperbdlicos por R. J. D1 PERNA en 1983. Su motivacién se encuentra
en entender cémo las oscilaciones de los coeficientes de las ecuaciones
diferenciales parciales generan oscilaciones en sus soluciones y se resalta
la importancia de que ciertas funciones no lineales, cuya forma depende
del sistema de ecuaciones en estudio, se comportan bien con relacién a
las oscilaciones de las soluciones. Es decir, si se tiene una sucesion de
soluciones oscilantes que converge débilmente para una cierta funcién,
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las compuestas de aquellas funciones no lineales con los miembros de la
sucesion convergen débilmente para la compuesta con el limite débil.

La teoria de compacidad compensada la aplicamos al sistema (1),
considerando sistemas aproximados de la forma dada en (2), los cuales
tienen una solucién clisica global z¢. De esta manera conseguimos una
sucesion {z¢} de soluciones de (2), que resulta uniformemente acota-
da en L*(R x [0,T],R?), Asi existe una subsucesién {z{} que converge
débilmente hacia algtin z en L? .

Considerando f(z) = —Z" se muestra entonces que f(z;) — f(z), lo
cual permite concluir que z es solucién débil de (1).

2. Preliminares

En esta seccién damos algunos resultados que seran de utilidad en los
préximos capitulos.

Definicién 2.1. Sea X un espacio normado sobre un cuerpo de escalares
K. Se dice que X es un espacio normado reflexivo si la funcién

J: X = X"
definida por J(z) = J, donde
Jo: X' =5 K

esta dado por

es sobreyectiva.

Definicién 2.2. Un espacio de probabilidad es un espacio de medida
totalmente finita (X, X, ) para el cual u(X) = 1. La medida p sobre el
espacio de probabilidad se llama una medida de probabilidad.

Definicién 2.3. Sean X un espacio de Hausdorff localmente compacto,
(X, X, p) un espacio de medida y E C X. Se dice que E es el soporte
de la medida i si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) E es cerrado en X.
(b) wW(ENU)>0si ENU # 0y U es abierto en X.
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(c) u(X NE) = 0.

Teorema 2.4 (Teorema del divergente rotacional). Sean Q un subcon-
junto abierto de R"™ con frontera suave, € una sucesion de niumeros reales
convergente a cero y {v¢}, {w®} dos sucesiones acotadas en L%(Q,R")
tales que:

(a) {div v¢} es precompacto en W—12(Q).
(b) {rot w} es precompacto en W~12(Q; M™"), donde M™ ™ es el
espacio de las matrices de tamanio n X n, y

;0

J
— W — —w
8.’Ej 8.731

(rOt w)m' =

conl<ij<nyw=(w,w? .., w"), funcién con valores en R,

Supdngase ademds que v¢ — v y w® — w en L?(Q;R"). Entonces
véw® — vw
en el sentido de las distribuciones.
Para su demostracién véase [6], o también [7, pag 21].

Teorema 2.5. Sea Q2 como en el teorema anterior. Sea {2} una suce-
sion uniformemente acotada en LP(Q;R™), para algin p > 1. Entonces
ezisten una subsucesion {z%*} y una familia de medidas de probabilidad
{vgtzeq sobre R™ tales que si f € C(R™) y satisface f(z) = o(|z[P),
cuando |z| — oo, entonces

(%) = (vg, f(N)) = A FN)dvz (),
en el sentido de las distribuciones.

Demostracién. Véanse [7, pag. 18] o [12, pag. 964]. &

Teorema 2.6. Sea E un espacio normado reflexivo. Entonces toda

sucesion acotada en E posee una subsucesion débilmente convergente
en F.

Demostracién. Véase [2, pag. 135]. &
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Definicién 2.7. Un sistema de la forma z; + F(z); = 0 es hiperbdlico
cuando los autovalores asociados a la matriz de las derivadas parciales
de F son todos reales no necesariamente diferentes.

Los autovalores del sistema (1) asociados a la matriz de las derivadas
parciales de F' son

A o=—y"7L A= L

Por el hecho de que para z = 0, A; = A9, se dice que el sistema (1) es
no estrictamente hiperbélico.

3. Obtencién de una solucién débil del sistema (1)

3.1. Invariantes de Riemann. Sea
2+ F(2); =0, t>0, 7€eR, (3)
un sistema 2 X 2 hiperbdlico de leyes de conservacién.

Definicién 3.1. Un par de funciones (o, 3) se dicen invariantes de Rie-
mann para el sistema (3) si satisfacen las relaciones

Va(z)dF(z) = M(z2)Va(z), VB(z)dF(z) = X2(2)VB(2z), Vz € dom(F)
Se demuestra en [7, péag. 89], que

1 1
a = —7r" sen? (%) 0, B=r""" cos? (%) 0

son un par de invariantes de Riemann para el sistema (1) y cumplen las
relaciones

=1

3.2. Regularizacién Parabdlica. La regularizaciéon parabdlica para
el sistema (1) consiste de los sistemas parabdlicos,

{Zt — (@)e = €z, t>0, zER

2(,0) = 28(a), @



6 EDILMA ISABEL AMAYA & LEONARDO RENDON

donde
20 € L> N L™ 26 =20+ €Q

) 1 T
A0S

z=u+iv=(u,v) ER?, 1<y<2,y¢>0.

Con el fin de encontrar una solucién clésica global para (4) se consid-
era el sistema

{Zt + F(2)z = €2gq (5)

z(z,0) = z(z)
donde
20 € LPNLP°R, R?) ,z(z) e C ,Vr e R,
25 =20 +€Q ,

Q:exp(i(k—l—%)#), keZ,

y F es un campo cerrado de R? de clase C® que satisface las siguientes
propiedades:

(a) F(z) = =27, Vz, en la regién dada por (véase la figura 1)
S={2€C:B(z) 2 B(eQ)}-
(b) F'(z) = o(|z]), F"(z)=0(1), F"(z)=0(1) cuando |z| — oc.
Teorema 3.2. Sea

TE € 1 1
17a1(r)?’ 16mai(r)?’ az(r)’ as(r)

To = min

donde .
ai(r)= sup | FO() |, i=1,2,3

ll2llg2 <7
para algin > 2| 2y || 0. FEntonces ezxiste una funcion
z € C*YR x (0,Ty))

solucion cldsica del sistema (5)
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Ademds
| 2(t) —€Q [l < 2| 20 [l p=2, oo
| 2(t)a ||, < 2(met) ™2 || 20 ||,
para 0 <t < Tj

Demostracion. La demostracién se puede consultar en [9, lema 2.2]. [

v

Figura 1

Como S es una regién invariante para el sistema (2) y

F(z) = -7 Vz € 8,
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la solucién hallada para el sistema (4), es también solucién para el sis-
tema (2).

Definicién 3.3. Una funcién 5 : R? — R de clase C' es una entropia
del sistema (3) si existe una funcién

¢: R 5 R
de clase C! tal que
Vn(2)F'(z) = Va(2),

para todo z € dom(F). ¢ se llama el flujo de la entropia n 'y el par (1, q),
par de entropia.

Si el sistema (3) es simétrico en un abierto simplemente conexo A de
R? (es decir con F'(z) simétrica para todo z € A, o equivalentemente,
F un campo cerrado en A),tenemos que

n(z) =lz—pf’, VpeR’ (6)
es una entropia estrictamente convexa, cuyo flujo estd dado por
a(z) =2(z —p).F(z) - G (7)

donde G satisface VG = 2F, en A .
Teorema 3.4. Sea 2¢: R x [0,T) — R? una solucidén cldsica de
{zt + F(2) = €244
z(z,0) = 2
donde zy — p € L?> N L™ para algin p € R%. Supdngase que
2(t) e WH2(R) , Vte (0,T),
y que el sistema z; + F(2), = 0 posee una entropia n* conveza tal que
67112 — pf? < (=) < o] — P2,

para algun § > 0. Entonces

120 = lla < 20— p 0 9)
Vit € [0,T), Ve > 0. Si ademds n* es estrictamente conveza, se tiene
O 11 2 2 oy < 20— I (10)
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Ve > 0, donde d es una constante que no depende de €.

Demostracion. Sea (n,q) un par de entropia del sistema
2zt + F(z), = 0.
Multiplicando la ecuacién z; + F(z), = €z por Vn(z°) se obtiene:
Vn(z)ze + Vn(z°)F (2)s = Vn(2°)€2a0-
Asi se llega a la expresion
1(z)t + q(2%)e = €Vn(2°) 202,
esto es
n(2)e + q(2)z = €Vn(2) 25,
Como
(2 )az — V(280 = €[n" () (25, 25) + 1/ ()25 | — €Vn(2%) 25,
= e’ (%) (25, 25),

entonces
eV(2) 25y = en(2)ae — en (2°) (25, 25)-
Por lo tanto,
(2t + q(2)2 = en(2)ae — en"(2°) - (25, 25)-
Integrando a ambos lados de esta igualdad sobre el rectdngulo

R=[-AA] x [to,t], A>0, 0<ty<t<T,

se tiene

/i [n(ze(a: t)) — n(z(=z, to) ]dm+/to/ )zdzdT =
/to / )aadrdr — ¢ / /t 2, 26)drda.
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Asi

/A [n(ze(x,t)) _77(26(96,to))]d;1:

A

+ /t: [q(zf(A,T)) _ q(ze(_A’T)):| "
t

[ﬂ(zf)w(Aa T) - n(ze)w(_Av T)]dT

to
/ / $)drdz. (11)

Debido a la inmersién W22(R) — C}(R), donde C(R) es el espacio de
las funciones de clase C' de R en C que se anulan en el infinito, se tiene
que 2¢(4+00,7) —p = z5(+00,7) = 0. (Lema de Sobolev, véase [10, pag.
340]).

Si se hace que A — oo segin (11) se obtiene que

/_ n(z(z,t)) dw—l—e/ /to <)drdz —/_C:n(ze(:v,to))dx,

de esta forma si en (12) se hace n = n*,donde n* esta dada como en (6),

se deduce que
/ / *)drdx > 0.
to

Por consiguiente,

/ " (o 1)) d < / 0 (1)) e (13)
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Por (13) y aplicando la hipétesis del teorema, se tiene:

5 / — plPdz < /_o;n(zf(x,t))dx
< [ s (14)

< 5/ “(z,t0) — p|2da.

Por lo tanto, si en (14) se hace £y | 0 de inmediato se obtiene (9). Sin
es estrictamente convexa, de (12) y aplicando el lema de Lax-Milgram
(véase [11, pag. 115]) se deduce:

o0 t o0 t
6/ |28 |?dr dx < 6/ / 0" (2°) (25, 25)drdx
—o0 Jig —oo Jio

oo

_ /_oo (= (2, t0))de — [ n(z(x, 1))da.

—0o0

/ [ <t [ e e - [ e oan

<\/ 2%(z, t9) dac|+|/ 2%(z,t))dz|.
Luego

[6/ t |$| 1/2<|/ (z,10) d$|1/2—l—|/ zlct))dac\l/2
0
1 [ et =pldal | [ ) = plda
<lzo—pll,.+61 20 —pll,.
y, en consecuencia,

(6)1/2 || Z.’L' ||L2(R><[0T)_

donde d = (1 4+ 6), lo cual coincide con (10). &

(1+0) lzo—pll,<dlz0—-pl,,
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Puesto que la matriz de las derivadas del sistema (1) es simétrica, de
lo anterior se sigue que el par de entropia (7, q) dado por (6) y (7) es un
par de entropia estrictamente convexo para el sistema (1).

Teorema 3.5. Sean C' = {z € R : k7 <argz < (k+1)557} donde

k es un entero positivo dado, @Q = exp(i(k + %)#), 20 € L> N L™
y 2§ = 20 + €Q. Entonces el problema (2) tiene una solucion cldsica
global z¢ tal que 2°(z,t) € C V(z,t) € R%, y ademds se satisfacen
las siguientes desigualdades

12°() = €Q Nl oy <l 20 [l s V>0, Ve>0 (15)

(@

o112 g <l 20 2, Ve >0 (16)

Demostracién. Por el teorema (3.1) existe z¢ € C?1(Rx [0,Tp]) solucién
clésica de (2) con

TE € 1 1
17a1(r)?’ 16mai(r)?’ as(r)’ as(r)]’

To = To(r) = min

para alginr > 2| 29 [0 ¥

ai(r)= sup [[FO(z) |, 1=1,23.

Izl <r

A partir de este momento, la prueba del teorema se reduce a mostrar
que la solucién z¢ se puede extender a todo ¢ > (. Para este proposito,
usamos un proceso de induccién. En efecto, sean Ty, = (k + 1)1y, k=

0,1,..., y7>2] 2 ||, suficientemente grande; el objetivo de la
prueba es mostrar que la solucién z¢ estd definida en [0, Ty y satisface:
(ax) [ 2°(t) —€Q [, <7, 0<T<T (17)
B) 20 —€Q llan<dll 20l 0<t<Ti,  (18)

donde d = max{2, 4(meTy)~'/2}. Por el teorema (3.1) se tiene:
| 2°(t) = €Q |, < 2 ([ 20 |00, ~ para 0 <t <Tp,
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del hecho que 7 > 2 || 2y ||, se deduce que
| 2(t) —eQ || o < 7, para 0 < t < Tp,
lo cual prueba (ap). Ademés

r 1/2
12(T0) = €@ llyin = | D I D*2(T0) |12, ]

“0<al<1

i 1/2
= 1esm) 12, + 1= 12, ]

IA

- 1/2
ne) 2 o P+ a2 | oo
por los teoremas (3.1) y (3.2)

< 2(meTo) ™2 | 20 |l + Il 20 Il

d d
< 5 H 20 ||L2 +§ H 20 HL?

=d| 2l -

De esta forma (by) también es vélido. Supéngase que z¢ estd definida en
[0, T] y que se cumplen las condiciones (ax) y (bg), con el fin de probar
que 2¢ se puede extender también a [0,T;11] y que se satisfacen (agy1)
y (bgt1)- Sim=1, n=1y p=2, es claro que 1/p — m/n < 0 y segin el
teorema 5.4 de [1] WH2(R) — L®°(R) es una inmersién, de este hecho y
de la hipétesis (b ), se tiene:

2 [| 2°(Tk) — €Q |l oo <2 2(Ti) — €Q ||

w2
(20)
<2d| 2|, -

Por consiguiente, segin el teorema (3.1) z¢ estd definida en [0, Tky1] si

sa =l 20 Il (21)
para algin r > 2 || 2o ||eo- Para que esto ocurra, es suficiente que
1i>m L = 00, lo cual es cierto ya que Ty = To(r) = ﬁ cuando r — 0.
T—0Q0

Luego se puede fijar r > 2 || 2 ||co tal que 55 >|| 2o ||,,. Por el teorema
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(3.1), aplicado para t € [Tj, Tk+1], se tiene

125(8) = €@ llpoe <2 2(Tk) || oo
=2 2°(Tk) — €Q [l oo

(22)
<2d| 2|, (por(20))
< (por (21)).
De esta forma se concluye la validez de (ag41). Por otra parte,
| 2°(Thkt1)z | o < 2(meTy1) 2 || 20 I,
(23)
<4 .
<3 | 20 ||, (por definicién de d.)
y
|2 (Tht1) —€Q |, <l 26— €Q ||, (por (9)) (24)
=llz0l,» -
Por lo tanto,
1/2
() = @lypo = | & 1 DG (Tiw) - @) 2,
0<al<1
1/2
= (1@ 12, + 1T - Q 12,
<2 (Tht1)e N2 + 1 2°(Thga) —€Q ]
<5 a0l + 1120 .2
<d| 2|l
(25)

con lo cual se prueba, (b 1). De esta manera, se deduce que la solucién z¢
puede ser extendida a todo ¢ > 0. Ademds 2¢(z,t) € C , V(z,t) € RZ,
porque C es una regién invariante para el sistema (2). Las desigualdades
(15) y (16) se deducen inmediatamente de (9) y (10) con § = 1. En
efecto, (9) y (10) para este caso son :

12°(2) — €@ llL2w) <l 25 — €Q |l ;o g, =l 20 Il 5
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O 1% Dynory < 21176 = @l =2 20 5 - O

3.3. Entropias para el sistema (1). Una de las dificultades para
la aplicacién de la compacidad compensada en el estudio de sistemas
de leyes de conservacién hace referencia al hecho de poder establecer un
conjunto de pares de entropia flujo para el sistema en estudio. En el caso
de sistemas 2x 2 el procedimiento usual es mirar la ecuacién general de
las entropias en un sistema coordenado «, 8, donde («, ) representan
un par de invariantes de Riemann para el sistema en mencion.

En consonancia con lo anterior dado un par de invariantes de Riemann
(a, B) el siguiente teorema involucra a la ecuacién

8¢ 1 [0x 04 0r 0]

9X2 00 _OM 0P| _ 2
9008 " 29— |02 85 0B 0a| (26)

siendo A1 y A2 los autovalores asociados al sistema tratado. Cuando
el sistema es no estrictimente hiperbélico, esto es cuando A\; = A9 en
algin punto, la ecuacién (26) es singular en dicho punto, en este caso
se requiere conocer la forma de la singularidad, para lo cual es nece-
sario expresar los autovalores A\; y A2 en términos de los invariantes de
Riemann «, 3 .

En la mayoria de los casos conocidos en los cuales se aplica la com-
pacidad compensada en la solucién de un problema de Cauchy para un
problema no estrictdmente hiperbdlico, las expresiones de A1 y A2 como
funciones de los invariantes de Riemann «, 8, permiten que la ecuacién
(26) se transforme en la ecuacién de Euler—Poisson-Darboux. Tal es el
caso del sistema (1).

Teorema 3.6. Sea («,3) un par de invariantes de Riemann para el
sistema 2 X 2 de leyes de conservacion

Zt—f-F(Z)a;:O

con (z,t) € Rx(0,00), z = (21, 22), F = (Fi, Fy) funcion en C'(R?; R?),
y M una funcion cuyas coordenadas son o y 8. Si ¢ es solucion de la
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ecuacion

824 1 [aAQ&p O a¢]:

9008 T N — N |92 08 0B 0a

donde A1 < Ao son los autovalores de dF, entonces n = ¢o M es una
entropia para z + F(2); = 0 cuyo flujo es ¢ = 1 o M, siendo ¥ un
potencial para el campo cerrado

(1,28 2,28, -

Demostracion. La ecuacién (26) es equivalente a la ecuacién

35 (5a) = aa (25 @

Como el campo (27) es cerrado, existe una funcién v tal que
99 | 0¢
A1 s A = . 2
(M52 258 ) = v (29)
Multiplicando (29) por
Va
o= [

se deducen las siguientes igualdades:

(3235 [v3] = 7 |55

M 0] |Va Va
volo wl [¥5] = e [5)

Por lo tanto,

Vo [AOI AOQ] dM = VipdM = Vg. (30)
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Por otra parte,

-5 ) 556
] q

Asi de (30) y (31) se deduce:
V$dMdF = Vq.

Por consiguiente,
VndF = Vg,

lo cual prueba la afirmacién hecha en el teorema.

La ecuacién (26) para el caso del sistema (1) es:

Ak S SR
Esta ecuacion sugiere estudiar la ecuacién
bop — —— (b5 — $a) =0
af 6 o B a) —

17

(31)

(34)

con k € R, conocida con el nombre de ecuacién de Euler—Poisson (o
Euler-Poisson—-Darboux). El problema de Goursat para (34) consiste en

resolver (34) sujeta a las siguientes condiciones

{ ¢(aaﬁ*) = 91(05),
$(a”, B) = 62(B)

(35)

donde o < 0 < B* son constantes y 81,65 : R — R son funciones suaves

dadas que cumplen 6;(a*) = 02(8%).



18 EDILMA ISABEL AMAYA & LEONARDO RENDON

La solucién del problema (34), (35) (véase [16, pag 24]) es:
(IS(OZ, /6) = Gl(a*)G(a*, 13*3 a, /8)

o
B
+ G(a*, T, ,pB) [0’2(7') + k(1 — a*)7192('r)]d7 (36)
ﬂ*
donde
T2 — IT1 k
G(I1,$2,$3,$4) = ( > F(l - kaka 1a0)’ (37)
T4 — T3
con

(z3 — 21) (24 — 2)
(2 — 1) (x4 — z3)’
y F una funcién hipergeométrica. Es decir, F(a,b,c;0) (¢ ¢ Z) es una
solucién de la ecuacién hipergeométrica

o(c —1)F"(0) — [e— (a+b+1)o]F'(c) — abF =0 (39)

(38)

g = U($17$27$37m4) -

con las condiciones iniciales

FO) =1, FO)=2,

la cual a su vez estd dada por la serie hipergeométrica

o0
E apo”,
n=0

donde
ala+1)---(a+n—-1)bb+1)---(b+n—1)
nle(c+1)---(c+n—1)

sin > 1, dicha serie converge absolutamente y uniformemente si |o| < 1.

G/():]., ap =

En particular, H(o) = F(1 — k,k,1,0) es una solucién de la ecuacién
hipergeométrica

olc—1)H"+ (20 -1)H +k(1-k)H=0



COMPACIDAD COMPENSADA APLICADA A UN SISTEMA ...

y satisface las condiciones iniciales

HO)=1, H'(0)=k(1—k).

19

Se adoptan cuatro tipos de entropias soluciones especiales de (34), a

saber:

Entropias este: son aquellas en que o* < 0, 8* = 0, 63 = 0,
f1(a) = 0 para a < a* y #1(a) = 0 si —0 < a < 0 para algin

0 € (0, —a*) dado.

Entropias oeste: son aquellas que a* < 0, 5 =0, 61(a*) = 0 si

a > o

Entropias sur: Son aquellas en que 8* > 0, o* < 0, 6, = 0,
02(8) =0sif > p*y0a(8) =0si0 < B < ¢ paraalgin d € (0,5%).
Entropias norte: son aquellas en que * > 0, 6; =0, 6,(8) =0

sif < pr

Especificamente, estas entropias estdn dadas por las siguientes rela-

ciones:

Entropias este:

Mou8) = (5-)* [ HE@0 W

donde
o(t) = (B* — t)*6:(t)
y
o (a—t)(ﬁ—ﬂ*)_
(B*=1)(B—a)

Entropias sur:

B
#ep) = (B -)™ | H(o)'(r)dr,
(@ —a")(B 1)

donde (1) = (7 — a*)*s(1) y 0 = "= a)f—a)

(40)

Las entropias oeste y norte estin también dadas por (40) y (41),

respectivamente.
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Sea T un operador definido por medio de la siguiente igualdad:
-4

T() = / ()0 (2)dt.

*

En términos de este operador, la expresién (40) se transforma en

(e, B) = (B — ) *T(H(0)). (42)

Proposicién 3.7. Sea n(u,v) = ¢(a, B) una entropia para el sistema
(1) en las variables (u,v). Dadon € N y 0 < € < =% si T es el
operador definido antes y

T((~t)7) =0 (43)

para i = 0,1,..n — 1 para algin n > 3 fijo. Entonces n, Vn, d*n son
funciones acotadas.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [5, pag. 41]. ™

Haciendo 8* =0 e integrando (40) por partes se obtiene:

(. B) = I(a, B0 (a /Jtaﬂ&l) (44)
donde I(a, ) = (= ﬂ)’“ y J(t a, B) = _(;‘ﬁ_(;ﬁifﬂ'( )
De otro lado por (29) y (44) se obtiene:
W(,6) = K(pu(@) + [ Lbapud, (@
donde
Lt 0,8) = ()T (1, 1,8) — (1, H1(1, )

+/t M (s, ﬁ) (tsﬁ) s (46)

K(a,ﬂ) :)‘l(a,/g)j(aaﬁ)' (47)
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3.4. Obtencién de una familia de medidas de probabilidad. Apli-
cando el teorema (3.3), para cada € > 0 se consigue una solucién z¢ de
la regularizacién pardbolica del sistema (1), y asf se forma una sucesién
{z¢} de soluciones del problema (2), la cual resulta uniformemente aco-
tada en L2(Rx [0, T]; R?) para todo T' > 0. En este sentido, en virtud de
los teoremas (2.2) y (2.3) se garantiza la existencia de una subsucesién
{z*} y una familia de medidas de probabilidad {vz} sobre R?

2
(:c,t)EIR+

tales que para f(z) = —z7,1 <~y <2,

F(z%) = (vag, f(A) = f( )dvg,t(A), (48)
en el sentido de las distribuciones y
2% =z (49)

en L2(R x [0, T]; R?).

3.5. Reduccién de las medidas v;;. Se muestra a continuacién que
cada una de las medidas v, ; es una medida de Dirac, esto con el fin de
concluir mediante las relaciones (48) y (49) que

f(Z%) = (ve,, f(A)) = f( Jdvg i (A) = f(Pog,) (50)

mi(2%) = (vgs, mi(N)) = 2)\idvz,t()\) =7i(Py,,) i=12, (51)
R

donde P, , es el punto donde se concentra la medida, y m; denota la
proyeccién i de R? en R,i = 1,2. Asi se concluye que 2% — P,, .,y por
la, unicidad del limite:

Fz%) = f(Po, ) = f(2(2,1)) (52)
esto es,
27 — 27 (53)
con lo cual se tiene que z es una solucién débil del problema (1).

A partir de este punto, se presentan los pasos para probar que cada una
de las medidas v, es una medida de Dirac.
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Teorema 3.8. Sean G un abierto y acotado de R?, (n,q) un par de
entropia para el sistema (1), z¢ una solucidn cldsica de la regularizacion
parabdlica de (1) que satisface el teorema (3.2) si {n(z°)} y {q(z°)} son
acotadas en L™ (G) para algin v > 2 y {Vn(z°)} y {d?>n(z°)} son acotadas
en L®(Q) entonces g¢ = n(2); + q(2%) es precompacto en W~ 12(G).

Demostracion. Véase [5, pag. 48]. ™
Corolario 3.9. La relacion de conmutatividad

(v, 8% — ) = (v, )(v, P) — (v, $) (v, 9), (54)
con v = vz es vdlida para las entropias dadas en el numeral (3.3).
Demostracion. Sean z¢ = (¢(2¢), () e y¢ = (¥(z°), —E(ze)); por el

teorema, anterior se sigue que {divz¢} es precompacto en W~12(G) y
{roty¢} es precompacto en W~12(G, M?*2), y por el teorema, (2.1)

€yt — z.y
con z¢ — z e y* — y. Aplicando el teorema (2.2) se obtiene:
z€y° = (6(29), P (2))-($(2°), —(2))
= (¢9 — o) (=) — (v, ) (v, %) — (v, $){v, %)

a€y¢ = (v, ¢ — gp).
De esta forma por la unicidad del limite se concluye:

<'Ua¢¥ - $¢> = <’U’¢><IU’E> - <’U,$><’U,’(ﬁ). uf

Sea R = [a~,a™] x [87,87] el menor rectdngulo que contiene el so-
porte de v, a priori se puede tener = = —o0 0 8 = +o0.

Proposicién 3.10. Va* € (a~,0) 3¢ de tipo oeste y limite o* acotada
tal que (v, @) # 0.

Demostracion. Por (40) si se escoge 01 no trivial y monétona en (a*, ),
tal que @' tiene soporte compacto en (a*, ) se obtiene que ¢ no es nula,
es acotada y de signo constante, luego (v, ¢) #0, y (v,d) # +oo. &
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Proposicién 3.11. Sea R dado como antes. Entonces existe «g €
[a~,a™] que satisface:

(a) Para todo par de entropia flujo de tipo este (n,q) y limite &* > «y,
se tiene

{v,q) = (v,n) =0
(b) Para cualesquiera dos pares de entropia flujo (n,q), (no,q0) de
tipo este y oeste respectivamente con limites o, o y tales que o~ <

o, a < ag se tiene:

(v,9) = (v, m)

<U7 q0> = C<Ua 7’())7
para una misma constante c.

Demostracién. Se supone sin pérdida de generalidad que (a™,87) =
(0,0) ya que si (a@™,87) # (0,0) las entropias de tipo este y sur son
también suaves en R. Por la proposicién (3,2) es posible obtener una
entropia flujo oeste (79, go) con limite arbitrariamente préximo a o~ tal
que (v,mg) > 0. Por lo tanto, la relacién de conmutatividad implica:

<U7 77) <’U7 q()) - <U’ 770)(”1 q) = 0;
Y (n,q) de tipo este y de limite en (o™, a™), es decir

<Ua qO)
v,q) = (v, =c v, 55
{v,q) = (v,7) (0. 10) 1(m0) (v, m) (55)
donde ¢1(ng) = —é:}’:g]gg
Sea ay el infimo de los o* € (o™, a™) para los cuales
{v,m) =0 (56)

para toda entropia de tipo este y limite o*. Entonces (56) se satisface
para toda entropia de tipo este y limite a* > g, y por (56) se obtiene:

(v,9) =0 (57)

para todo flujo de tipo este y limite a* > «g. Por aproximacién, (56) y
(57) se tienen para todos los pares de entropia flujo de tipo este y limite
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a* > ap. Ademsds si o < ag, entonces existe una entropia este de limite
o™ 1, tal que (v,7n) > 0. Luego aplicando la relacién de conmutatividad
se deduce:

<IU, CI0> = C<'U, 7]0)5
con la misma constante que en (55). &

Dada una medida u sobre el plano «, 3, se denota por w1 la proyec-
cién de p sobre el eje a.

Teorema 3.12. Sea o~ < at. Entonces para todo t € (o ,at) se
tiene:
Drio(t) =0

donde v = 12—11), I es dado como en (44) y D representa la derivacion

en relacion a la medida de Lebesgue en la recta.

Demostracion. Sea «g como en la proposicién anterior y ¢ # ag. Se
considera € > 0, arbitrariamente pequeno tal que t — ¢, t + € < ag o
t—e,t+€> ap. En virtud de las igualdades (44) y (45), dadas (7, q) de

tipo este y limite of =t — e y (1, q) de tipo oeste y limite oy = ¢ + e,
tales que

n(a1, B2) = o — o, para a; >

~

77(%;52) = ap — 6?1, para a1 < 071

donde ﬁ; € [B7,B8"], se tienen las siguientes expansiones para 3, €
(67, B7]:

n(ar, B2) = I(er, B2)(ar — o)t + %J(t1a17ﬂ2)[(al —a))'T +0([(e1 — ad)™T),
g(ou, B2) = K(a1, B2) (a1 — @7) " + %L(t,ahﬂﬂ[(al —a))*P +0([(e1 — a1)™P),
(a1, B2) = —I(au, B2) (a1 — an) ™ + %J(t,al,ﬁb)[(&l — ) +0([(a1 —a1)P)

G, B2) = —K (a1, B2) (01 —an)t + %L(t, a1, B2)[(@1 — a1)*]? + O([(a1 — an) *°).
(58)
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De las definiciones de I, J, K, L, se sigue:

IaIaaja JtaJanaa = 0(1); (59)
K; Ka,LaLtaLaaLaa = (B - a)kO(l), (60)
)\1]a+A1J(Oé,Oé,ﬁ) :KQ+L(05,O(,,8). (61)

Por consiguiente, como el soporte de g — 7¢ estd contenido en la franja

tal que o} < a1 < a1, dentro de ésta, por (58) - (61),podemos concluir
que

(0 — a) e, B2) = 5@ — ad)(@n — an)an — @D, o) g (e, ) +
1

O(*) (a1 — a) (a1 — o) + O(?)(ar — an) (a1 — o) (B2 — ax)*.

Aplicando v y utilizando el hecho que, (v,7q —7¢) =0, se tiene:

0< {0, (@ - ax)(en — @) (e, ) g (a1, )

= (v,0(e) (a1 — a1)(oq — b)) + (v,0(e) (a1 — a1) (a1 — a}) (B2 — a1)*)
= 0(e){(v, (a1 — a1) (a1 — @F)) + (v, (1 — 1) (a1 — af) (B2 — ar)*)}.

— )2
(c 5 ) se cumple la igualdad
€

Considerando la funcién f(a) =1 —

6210(‘3‘1) = (071 —ay)(a; — af)
. Luego dividiendo por €3 se obtiene:

{0, flen) (a1, o) 3o e, o)) =5 0(O (v (@1 — ) = o)) +

(v, (a1 — a1)(e1 — af)(B2 — a1)*}.

De otra parte,

/ (t - %) X[t—e/2,t+¢/2] < flen)
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€ € ., L, .
para t — 3 <a <t+ 3’ donde x4 denota la funcién caracteristica en
A.

De esta forma se llega a:

31 oA 1 i} .
ZzwaX[t—e/2,t+e/2](128—ai)(041,ﬁ2)) < 6_30(6){<U7 (1 — a1)(a1 — af))

+ (v, (@1 — a1)(a1 — of) (B2 — a1)*}.

Como
(a1 — a1)(a1 — af) < (o1 — of)? = 4¢%,
se sigue
1 o\ 41

(Vs X[t—e/2,t+¢/2] (Iza—al)(al,ﬂﬁ) < 56—30(6){462@,X[t—e/z,t+e/2]) +

4% (v, (B — 1) Xt e/2,04¢/2] }

€

esto es

;(’UaX[t—e/Q,t—l—e/Z] (I 6—al) (a1,p2))

< {0, X[t—e/a,res2) (Vs (Be — 1) Xp—e/2,04¢/2) )}
para alguna constante ¢ > 0.

0<
- (62)

Tomando el limite superior cuando € — 0, en (62) se obtiene:

0 < Dmio(t) < e{mu(t) + mo* ()} < +oo
con v* = (B — a)Fv.
Por tanto, si i)wlz(t) > 0, entonces se satisface que mv(t) > 0 o
mv*(t) > 0 y en cualquier caso ¢ es un punto singular de v, asi

Dmv(t) = +00; lo cual es una contradiccién. En consecuencia,
D7T1”l\JJ(t) =0.
Para completar la prueba del teorema falta ver que oy = .

Razonando por el absurdo, se tiene que si a~ < «g, entonces por la
proposicién (3,3) tomando dos pares de entropia flujo (7,q); (7, q) de
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tipo oeste y limites ™ +¢€, ™ +2¢, donde 0 < € < %, se satisface
la relacién

(v,n19 —1g) = 0.
Teniendo en cuenta los datos anteriores dados para estas dos entropias,

se puede repetir el mismo procedimiento para obtener, bﬂlz(a*) = 0.
Por lo tanto,

Dmiv(t) =0,
es valida para todo t € (—o0, ag), lo cual implica que 719 (—00, ) = 0.
Asi mv(—00, ap) = 0, que es una contradiccién. En consecuencia, oy =

o .

Se tiene un resultado similar al del teorema (3,6) para v, con
—v

oB
Corolario 3.13. supp (v) C {(a=,87),(a™,87),(a™,87)(a™,BT)}.

v

I

Demostracidon. Por el teorema (3.6) y por propiedades de derivacién
de medidas en relaciéon a la medida de Lebesgue en la recta, se sigue

que mv{(a",at)} = 0, es decir, v{(a",at) x [37,8]} = 0. Como
128—1 > 0, entonces se se sigue que: v{(a~,at) x [87,8T]} =0, asi se
«

obtiene que: supp (v) C {a~,at} x [37,87] . Andlogamente se deduce
que el supp (v) C [@™,at] x {87,8%} lo cual prueba la afirmacién
hecha en el enunciado del corolario.

Proposicién 3.14. Sea A1 = (a™,87), Ao = (a™,B7), A3 = (a™,87),
Ay = (a™,B87), y sipongase que

4 4
UZZE,‘(SA“ g >0, Z&i::l
=1

i=1
Entonces una de las siguientes alternativas es valida
O

(a.) Do =0 sobre A1As y AsAs.
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(b) a =0 sobre A1A2 Yy A3A4

Demostracion. La relacién (54) se puede escribir en la forma:

~

- eieg{(n(As) —n(47)(7(A)

— q(4y) = (n(A:) — n(A)))(a(A:) - a(45))} = 0. (63)

~ ~

En efecto, sea v; = (n(4i),q(4i)), vi = (n(4i), ¢(4)), W(vi,v;) =
det(v;,v;). La relaciéon de conmutatividad (54) y la hipdtesis muestran
que

4
Zei (vi,v Zszsj (vi, v ;). (64)
i=1

Por hipdétesis, Z?:l g; = 1. Multiplicando a ambos lados de (64) por
esta expresion se obtiene:

(z; )(Z ) Zs,gj (v5,5;),

esto es,

(Zz; )(ZEZ (vi, v ) Zezsj (vi, vj) = 0.

Reescribiendo esta 1ltima ecuacién se llega a:

i£]
Por propiedades de los determinantes se deduce:
ZSZ’&?]’W(’U,‘ — Uy, 17, - Ej) =0,
i#]

ecuacién que coincide con (63).
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Sea 6 una transformacién definida sobre el espacio vectorial de pares
de entropfia flujo con valores en R® dada por:

0(77’ Q) = (U(Al), ST T}(A4), Q(Al), ST Q(A4))

Sea X la imagen de 6. Si (z,y) € R® conz € R*, y € R* y f es la forma
bilineal definida sobre R® x R® por

F((2,v), Z eieji{ (@i — 2)(y; — y;) — (@i — 5) (yi — y5)}

1,j=1

resulta que f es antisimétrica y la dimensién del nicleo de f es 2. Al
respecto, sean
T:R — (R*)'

con

T(z,y) = {(z; - TjYi — yj)}?,j:l
y

A (RZ)IG N (RZ)IG

un isomorfismo dado por:

A{(aij, big) }ij = {€igj (—bij, aij) }-
Entonces

f((=,y), Z eiei{(zi — ;) (y; — vj) — (@i — 7;) (v — yj)}

t,j=1
4
= > feigi(zi — 25) (s — v;) +eigi (— (i — v) (@i — 75)}
ij=1
= ({eigj[—(vi — vy), (zi — xj)]}%,j:h {(zs — v%j)a (yi — gj)}%,j:l)
= (A{(&i — 7)), (4i — y)}ijo1 T2, y)) = (AT (x,9), T(z,y)), (65)

donde (,) es el producto escalar canénico de (R?)!6 = R32. Segtin (65)

se concluye
N(f) = N(T*AT).
Si z es tal que T*AT(z) = 0, entonces (AT(z),T(w)) =0, Vw € RE.
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Como A es uno a uno sobre la imagen de T', se tiene que AT (z) = p €
ImagT. Luego {u, T'(w)) = 0, Vw € R®, es decir, (u,1) =0, Ve € TmagT.
Por consiguiente, u = 0, de lo cual se obtiene AT(z) = 0. Por el hecho
de que A es inyectiva, se sigue que T'(z) = O,esto es, z € N(T). Este
razonamiento permite concluir lo siguiente:

f(z,y),(z,y)) =0 V (z,y) € R® siy sélosi (z,y) € niicleo de T.

Por tanto, N(T') = N(f). Entonces

N(T) = {(z,y) € B*|T(z,y) = {(0,0)}] j_1}
= {(z,y) € B®[{(mi — 2;), (i — v5)}ij=1 = {(0,0)}1 ;1 }
= {(x1, 22,23, 4, Y1,Y2,Y3, Ya)|T1 = T2 = T3 = T4; Y1 = Y2 = Y3 = Ya}
= {(z1, 21,71, 21,91, Y1, Y1, ¥1) |71, 91 € R}
={z(1,1,1,1,0,0,0,0) + 41(0,0,0,0,1,1,1,1) |z1,y1 € R}. (66)
Asi Dim N(f) = 2, o lo que es equivalente, rango de f = 6.

Nétese por otra parte que si (z,%), (z,y) € X, existen, (1,q), (7,9)
dos pares de entropia flujo tales que

0(n,q) = (n(A1),.-,n(A4),9(A1), ..., q(A4)) = (z,9),

0(’7\%5) = (ﬁ(Al)’ ""{ﬁ(A4)aQ(A1)a 75(144)) = ('Ea g)
Asi

4
F((@9),(z,9) = Y eigj{ (@i — 25) (v — y;) — (@ — 25) (i — v5)}

ij=1
4
=Y eigi{(n(A:) — n(45))(q(A:) — q(A;))
ij=1
— (n(Ai) — n(4;))(a(A:) — a(4;))} = 0 (por (63)).
De lo cual se concluye f(X x X) = 0. Sea
B=T'AT :R® - R®
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por (65), N(B) = N(f) . Por el teorema de la dimensién en los espacios
vectoriales de dimensién finita,

dim N(B) + dim B(R®) = 8.
Considerando B restringida a X se sigue que
dim N(Bx) + dim B(X) = dim X.
Asi dimB(X) =dimX —dimN(Bx) > dim X — 2.
Por consiguiente, dado que BX C X' tenemos
dimBX < 8 — dim X.
Luego
dimX — 2 <8 — dim X,
es decir, dim X <5

Ahora dado [ € {1,2,3,4}, si se consideran las formas lineales

(m,q) — n(A:)

(n,9) — q(4i)

con 4 # [. Como dimX < 5, se tiene que estas formas lineales son
linealmente dependientes en X ™. Existen constantes no nulas a;,b;; © #
[, tales que

D (aiig(Ai) +bim(4i) =0 1<1<4 VY(n,q). (67)
il

Si se considera un par de entropia flujo de tipo este con limite o,
entonces

(A1) = q(A1) = n(A42) = q(42) = 0.
Para | = 4 de (67) se obtiene:

a34q(As) + baan(Az) =0,
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es decir,
b3an(As) = —azaq(A3)

A3
= —a34 / g—qda

4, O«
A3
= —a34/ Alﬁda.
Aq oa
Haciendo, u = A\ dv = g—gda se llega a:
A3 9\
b3an(As) + azari(Az)n(Asz) — aza i (A1)n(AL) = ass . 8—anda'
1
Luego
A3 9\
[b3a + azaAi(A3)]n(Az) = asa 5 ndo.
4, Oa

Como la restriccién de n a A; A3 es arbitraria, del hecho de que n(A;) =
0, se sigue que:
oA
(1,34—1 =0 en A1A3
Ja
bss + G;34)\1(A3) = 0.

Anilogamente usando un par entropia norte y limite 5~ se obtiene:

(68)

02
— =0 Al A
a24 8 en Ay A (69)

boy + agaro(A2) =0
supdngase que % # 0 sobre A1 A3 y 66—)/‘32 # 0 sobre A;As, asi por (68)
y (69) se tiene:
aza =aga =0, bog=b3=0
y de (67), se deduce:
a14q(A1) + b1an(4;) = 0,
para todo par entropia flujo, entonces para ny ¢ constantes se satisface

ais = by =0



COMPACIDAD COMPENSADA APLICADA A UN SISTEMA ... 33

lo que contradice el hecho de que por lo menos uno de los b; # 0. Por

consiguiente % = 0 sobre A1A43 0 ﬁ =0 sobre 4;4,. o
o op

El corolario (2) y la proposicién (3,4) permiten concluir que la medida
v estd concentrada en a lo sumo 3 vértices del rectangulo R.

Se demuestra en [13] que la relacién (63) es equivalente a la siguiente,
lo cual es de gran utilidad para deducir que la medida v es puntual.

= ) aiei(n(Ai)q(A:) — 1(4i)g(Ai)). (70)
ij=1
Si v(A;) = 0 para i # 3 entonces suppv C {4, Ay, A3}, con j,p =
1,2,4, j # p. Para fijar ideas, se puede suponer que

suppv C {A1, Az, A3} .

Si (1,¢)(77,q), son dos pares de entropia flujo este con limite o~ y
datos sobre la recta 8 = - tales que n(A3)q(A3) — 1(A3)q(43) # 0,
utilizando la relacién (70) se tiene:

(e3 — €3)(n(A3)q(43) — 7(As)q(43)) =0,

de donde e3 = 0 0 e3 = 1. Si g3 = 1, v estd concentrada unicamente
en Az, y por tanto, v es una medida de Dirac. Si e3 = 0, v estd
concentrada en A; y As. En este tltimo caso, considerando dos pares
de entropia flujo de tipo norte (n,q), (7, q) con limite 3~ y datos sobre
la recta @« = o tales que

1(A2)4(42) — 7(A2)q(A2) # 0,
nuevamente por (70) se sigue:
(62 — £5) (n(A2)q(As) — 7(42)q(42)) = 0,

de lo cual se concluye que: e2 = 0 0 €9 = 1. En cualquier situacién se
llega a que v es una medida de Dirac.
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De otra parte, si v(A3z) = 0 y A3 = (0,0) para probar que v es una
medida de Dirac se razona de la siguiente forma: Sea (70, qo) un par de

entropfa flujo de tipo oeste y limite o € (o, a™) y datos en 8 = 0 de
tal modo que 79(A41) = qo(A41) = 0. Esto implica que

/a 022 (1,0t =0 Oi(a=) =0
o 80{ ? ?
siendo 6; el dato sobre 8 = 0.

De la misma forma, escogiendo un par entropia flujo de tipo norte
(nn,qn) de limite B € (8 ,B8") y datos en a = 0 tal que ny(A4) =
gn(A4) =0, es decir

BT O "
: 6:(t) 57 (.00t =0, 6:(8") =0,

donde 65 es el dato sobre a = 0.

Si ademads se impone que
no(A2) = gn(A2) = 1, nn(A2) =0,

esto implica:
J(ta A2)91 (t)dt = 17

L(t7 A2)92(t)dt = ]-7

Como las funciones

(0,42, 22,00}

{70 As), L(., As), %—";m, )



COMPACIDAD COMPENSADA APLICADA A UN SISTEMA ... 35

son linealmente independientes, entonces se pueden escoger el par de en-
tropias (10, q0), (n~,qn) con las condiciones anteriores. De esta forma,
segun (70) se obtiene:

(2 — €3) (o (As)an (A2) — nv(A2)go(A2)) = 0.

Asieg =0 0¢ey = 1. Siegg =1, v estd concentrada en As, y si g0 =
0, entonces suppv C {Ai1, As4}; en este caso, se muestra que v estd
concentrada en un tinico punto A; o A4. En efecto, sean (n,q), (1,q)

dos pares de entropia flujo de tipo oeste con limite o > o~ y datos en
la recta 8 = 0 con las condiciones:

a oM _
M — -1
/a 01(t)dt = 0, 01(a™) ,

- Oa

a

siendo 6; el dato para n y 6, el dato para 7. Con estos hechos se tiene
entonces

n(A1)q(A1) — n(A1)g(Ar) = 1.

Por (70) se sigue: €1 =0 o0 ¢; = 1. En ambos casos se concluye que v
es una medida de Dirac.

Como consecuencia final se tiene el siguiente teorema, el cual fue
demostrado en [5]:

Teorema 3.15. Sea v € [1,2) y 29 : R = R? tal que zo € LN L™ y
™ ™
k—— <arg(z(z)) <(k+1)—— Vz eR
o g(z0(x)) < ( )7+1

para algin k € Z. Entonces la familia {z}c>o de soluciones del problema
(2) contiene una sucesion que converge débilmente para una solucidn
débil del sistema (1). ©
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