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ABSTRACT. We study different properties of Orthogonal Polinomial Series : conver-
gence sets, derivatives and operations among them, one of wich is the Hadamard
product. For this product we determine the form of the singularities from the sin-
gularities of the component series and in the case of entire functions we relate their
order and type with the orders and types of the component series.
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RESUMEN. Se estudian diversas propiedades de las Series de Polinomios Ortogonales:
conjuntos de convergencia, derivadas y operaciones entre ellas, una de las cuales es
el producto de Hadamard. Para este producto se determina la forma de las singu-
laridades a partir de las singularidades de las series componentes y en el caso de las
funciones enteras se relacionan su orden y tipo con los 6rdenes y tipos de las series
componentes.

INTRODUCCION

Este trabajo fue motivado por la lectura The Hadamard product of Legendre Series
[8], en el cual se da el conjunto de convergencia de una serie de polinomios de
Legendre y se estudia la relacion que existe entre las singularidades, érdenes y tipos
de los productos de Hadamard de dichas series. Aqui generalizamos a una familia
de polinomios ortogonales clasicos, los resultados del articulo anterior referentes a
conjuntos de convergencia, singularidades, orden y tipo de productos de Hadamard.
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2 M. DUMETT

Comenzaremos por establecer el conjunto de convergencia de una serie de poli-
nomios ortogonales. También describiremos el conjunto de convergencia de las series
obtenidas mediante las operaciones bdsicas (suma, producto y cociente) y el de la
derivada de una serie.

Un segundo problema serd construir el producto de Hadamard de dos series
de polinomios ortogonales y determinar su conjunto de convergencia. Ademds, se
determinaran las singularidades de este producto y su relacién con las singularidades
de las series componentes.

Finalmente, estudiaremos aquellas series de polinomios ortogonales que son fun-
ciones analiticas enteras, y determinaremos la relacién que existe entre el orden y
el tipo de un producto de Hadamard de dichas series y el orden y tipo de las series
componentes.

Una serie de polinomios ortogonales es una funcion f: U — C, U C C, de la
forma

f(z)=> an@Qn(z), z€U 1)
n=0

donde {Q,(2)}n>—1 es una familia de polinomios ortogonales con respecto a una
medida positiva absolutamente continua w(z) dx en un intervalo cerrado [a, b] C R.
La ortogonalidad de {Q,(2)}n>—_1 significa que, para todo n >0

b

/w(x)Qn(x)Qm(x) dr = ¢n0mn, gn >0, (2)

a

donde §,,,,, se anula si m # n y es igual a 1 si m = n. Usualmente {Q,,(2)}n>—1 se
define por medio de una ley de recurrencia que relaciona Q,,+1 con Q, y Qpn_1, n >
0, y las condiciones iniciales Q_1 =0y Q¢ = 1.

1. CONJUNTOS DE CONVERGENCIA

Considerese el problema de valores propios

az(2)y” + ar(x)y’ + ao(x)y + Ay =0

donde ag(z), a1(z), az(x) son polinomios (sin ninguna consideracién acerca de sus
grados). Es posible demostrar que si se desea que para cada entero n > 0 exista un
valor propio A = A, una de cuyas funciones propias sea un polinomio de grado n,
entonces ag(z) serd una constante, ai(x) serd un polinomio de grado uno y as(z)
tendra grado dos. Es posible demostrar ademdas que todos los sistemas de poli-
nomios ortogonales positivamente-definidos (en el sentido de (2)) que verifican la
anterior condicién se reducen por un cambio lineal de la variable independiente a
un sistema de Jacobi, Laguerre o Hermite (ver CHIHARA [4]). Otras caracteriza-
ciones de estos sistemas (denominados cldsicos) pueden encontrarse en CHIHARA
[4]. Determinaremos los conjuntos de convergencia de las series de polinomios de
estos sistemas usando el criterio del cociente.

Para una serie (1), deberemos examinar entonces los valores z tales que
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A1 Qny1(2)

an  Qn(2)

En general supondremos la existencia del limite

lim sup

n—oo

< 1. (3)

an+1
Qn

lim sup

n—oo

=L (4)

y examinaremos independientemente la de

lim 9ot12) _ (5)

o de un cociente parecido (para el caso de Hermite). Como es claro, M en (4) es
en general una funcién de z, y estaremos interesados en aquellos valores de esta
variable para los cuales la serie converge. Es decir, aquellos valores de z para los
cuales

1
L|M| <1 o,equivalentemente, |M| < I

Denominaremos lemniscatas a tales conjuntos de convergencia (ver HILLE [5]). Ver-
emos que estas lemniscatas tienen formas conocidas que no son, en general, discos.

Comenzaremos por la familia de Jacobi {P}ﬁ*ﬁ )(z)}, la cual tiene muchos sub-
sistemas como casos particulares : Legendre a = 0, 8 = 0; Gegenbauer o = (3;
etc. Otros, como las familias de Chebychev de primera y segunda clase, y los
ultraesféricos, se definen también a partir de la familia de Jacobi.

La relacién de recurrencia de tres términos para esta familia es (LEBEDEV [2],
RAINVILLE [3], WHITTAKER & WATSON [1]) :

2(n+ )(a+ B +n+1)(a+ [+ 2n) P,(Lii@)(z) =
(a+B+2n+1)[a? =%+ z(a+ B+ 2n+2)(a+ 6+ 2n)] P (2)

—2a+n)(B+n)a+p+2n+2) PP (2) (6)

Ahora, del comportamiento asintético de los polinomios {P,(LO"B )(z)} (CHIHARA
[4]) se deduce que el limite en (5) existe y que M # 0 para z € C~ [—1,1].

Dividiendo (6) por P,(la’ﬁ)(z) y haciendo n — oo se obtiene que

1
0, equivalentemente, que M2?—2z M+1 = 0, de donde M = z++/22 — 1. Denotamos
con V22 — 1 la rafz cuadrada de 22 — 1 que se comporta como z cuando z — oo, la
cual es analitica en C \ [—1,1]. Entonces |M| > 1paraz ¢ [-1,1]]y M < —1siy
solo si z < —1.

Dado que M # 0, podemos hacer M = eV, con
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N =Log(z+4 V22 —1) =arccoshz [z] > 1. (8)

Si en (8) hacemos z = cosw entonces

N = Log (cosw +isenw) = iw.
Para obtener la frontera de la lemniscata se resuelve

» 1

el = 7,
L

asique w =s+1iloglL, s€R,yw estd sobre la recta horizontal y = log L. Para

encontrar los z que son llevados por arccos sobre la recta s + ¢ log L, observamos

que

eisef log L + e*iselogL
2

cos(s+1ilogL) =

= coss cosh(— log L) + isens senh (— logL) = z.

Asi, z estd sobre la elipse centrada en el origen y con focos en +1 | pues si

1 1
— cosh(— log L) = = (L + ~—
a = cosh(— log L) 2(+L)
y

b= |senh (= log L)| = ~|I — 1|
— |Sen. — — — R —
s & 2T

entonces

(coss cosh(logL))?  (sens senh (logL))*
cosh? (log L) senh 2 (log L)

Noétese que cuando L = 1, la elipse degenera en el segmento [—1,1] x {0}, y (1) no
es analitica en parte alguna de C. Por ello es necesario suponer que L # 1.

Se puede demostrar que el disco unidad estd contenido en la elipse de conver-
gencia si

L>3+2V2 6 0<L<3-2V2.

Como los polinomios de Legendre y de Gegenbauer son casos particulares de los de
Jacobi, éstos tendran el mismo conjunto de convergencia.

A su vez, como los polinomios de Chebychev de primera clase {T},} y los de
segunda clase {U,,} se rigen por la misma relacién de recurrencia

Poi1(2) =22 P,(2) — Pro1(2)

y las condiciones iniciales respectivas

To(2) =0, Ti(z)=z; Uo(2) =0, Ui(z) =2z,
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(7) vale para ambas. Esto resulta de sustituir P, por T, o U, en (3), dividir por
T, o U, y hacer n — oo (teniendo en cuenta que M existe y es distinto de cero
para |z| > 1). Por lo tanto, sus conjuntos de convergencia son los mismos que en
el caso de Jacobi. Lo mismo es cierto para los polinomios ultraesféricos {C%(z)} y

para los de Gegenbauer {Pﬁa’a)(x)}, que son esencialmente los mismos, pues

(21/)” P7(lu—1/2,v—1/2) (Z)

Cn(2) = v +1/2)n

(1+a). Ca ()
(1+2a),

P)(z) =

donde (¢)o =1y (¢)n =c(c+1)(c+2)---(c+n—1) paran > 1. De hecho para
los polinomios ultraesféricos se tiene también que

T C:;—i-l(z)
M=oy

v—1/2,v—-1/2
o YD @ PG
n—oo (V4 1/2)p41 (20), PT(LV*1/27V*1/2)<Z)

2U+n

Iim — 241
ngr;oy+1/2+n(z+ S )

=z+V22+1, |z|>1.

Otra familia de polinomios clasicos es la denominada de Sonine-Laguerre o, simple-
mente, de Laguerre {Lﬁf“)(z)} (el caso v = 0 es el que se conoce realmente como el
de Laguerre). Esta familia verifica la relacién de recurrencia

(n+ 1)L (2) = 2n+14+a—2) L (2) = (n+a) L', (2).
Si se calcula (5) para esta familia y luego se hace n — oo, se obtiene

1
M=2-—
M?

de donde M = 1. Por lo tanto, si L < 1, el conjunto de convergencia es todo el
plano complejo, y si L > 1, es vacio.

El dltimo de los casos clésicos es el de la familia de Hermite {H,(z)}, la cual
verifica la relacién de recurrencia

Hpi1(2) =22 H,(2) —2n Hy_1(2) . (9)

Al dividir (9) por H,(z) se llega a que
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Hyp1(2) — 9, anfl(Z)
i) 2T )

y al hacer n — oo se obtendria una contradiccion si se desea que M sea finito.

(10)

Es por esta razén por lo que para los polinomios de Hermite es mejor considerar
series de la forma

[e%S) an,
n=0
lo cual equivale a considerar desarrollos con respecto al sistema Qn,(z) = 2 Hy(2),
n > 0. En este caso
Qni1(2)  Hppi(z) 22 2n Hy,_1(2)

Qn(z)  (m+1)Hy(2) n+1 (n+1)H,(2)

donde, al hacer n — oo, se obtiene que

M=0.

Por lo tanto, el conjunto de convergencia para este caso es todo el plano complejo,
cualquiera sea el valor de L (supuesto finito).

Dado que la convergencia de (1) es uniforme y absoluta en compactos de la
lemniscata de convergencia en cada uno de los casos anteriormente estudiados, la
funcién limite de la serie es continua en dicho conjunto de convergencia.

Necesitaremos el siguiente lema (NETO [7]) para demostrar un teorema andlogo
al Teorema de Abel de las series de potencias.

Lema. Sean (an)n>0 Yy (Bn)n>0 Sucesiones numéricas con By, > 0 y (Bn)n>0 10
decrecientes. Si existe M > 0 tal que

\a0+a1+~~-+an|§M, nZO

entonces
‘04060+04161+"'+04n6n‘S(QﬁnfﬂO)Ma 7120

Teorema. (Teorema de Abel para las series de polinomios ortogonales). Sea

S(z) = Z anQn ()

una serie de polinomios ortogonales y supdngase que su conjunto de convergencia
A es estrellado con respecto a 0 (i.e., si zo € A,[0,20] C A). Entonces, si zop € 0A

oo
Y > anQn(zo) converge,

n=o

}qu S(rzo) = Z:OanQn(zo) .

Demostracion. Supdéngase que
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n

k

Z): § qn. k% -
k=0

(o)
Como ) a,Qn(z,) converge, las sumas parciales de esta serie forman una sucesién

de Cauc_hy. Por lo tanto, dado ¢ > 0 existe k, > 0 tal que

m

> arQx(z0)

k=n-+1

<€/2, m>n>k,.

Por otra parte, si z, estd en la lemniscata de convergencia,

a = ZanQn(ZO ZanZQn kzo = Z (Z Andn k)
n=0 n=0 k=0

k=0

y por lo tanto,

S
:ZanQn,k—>Ov k — oo.

Sean € > 0y k, > 0 como arriba. Se tiene que

la — S(rzo)| = Zan(Qn(ZO) Qn(rzo)) ’ Z Z Gn kzo 1-r )
n=1 n=1 k=1
S S b -] =[S0k - e
k=1n=Fk k=1
ko 00
< Zzg(lfr Yer | + Z 281 —1rF)ey,
k=1 k=ko+1

y la suma en el primer término del miembro de la derecha es un polinomio ¢(r)
con (1) = 0 (asique existe 6 > 0 tal que si 1 —§ < r < 1 entonces |o(r)| < €/2).
Reemplazando o; = zgﬂ Chtj, Bj=1— r#+7 en el lema anterior, podemos concluir
que

n+k
Z iy (L—17)| < (2(1 —rF*™) — (1 — %)) M(k,n) < M(k,n),

donde

k+l
M(k,n) = max chzg 1=0,1,---,nyp,
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de lo cual se deduce que el valor absoluto de la suma a partir del término ko + 1 es
también menor que €/2. Entonces |a — S(rz,)| <esil—-d<r<1. O

2. LA DERIVADA DE UNA SERIE DE POLINOMIOS ORTOGONALES

Dado que las sumas parciales de una serie de polinomios ortogonales son funciones
analiticas, y dada la convergencia uniforme de éstas en compactos de la lemniscata,
el limite es analitico en dichos conjuntos y ademas

(Z anczn(z>> =3 a,Q,(2).
n=0 n=0

Al igual que antes supondremos la existencia del limite

. an+1
lim sup Uad e L,
n—o0 Qp
y mostraremos la existencia de
7
lim o)y
—r o = M
n—oo @ (2) ’

para encontrar los conjuntos de convergencia de las series de derivadas. Procedere-
mos como en el caso de las series de polinomios ortogonales. En efecto, se observa
que

Q;LH(Z) . an+1(2) Qn1(2) nQn(z)n+1

lim —/———— = lim

n—oo Q,(2)  n—co (n+1)Qui1(2) Qu(z) Qn(2) n

lo cual indica que si se establece la existencia de

/

Qn(2)

lim =N#0, 11
e nQu) 7 )
entonces
i D1l gy Q@)

n—oo Qn(z)  n—oo Qn(2)
Asi, el conjunto de convergencia de la serie de derivadas coincidird con el conjunto
de convergencia de la serie original. Nuestro trabajo se centrara entonces en mostrar
la existencia de (11) en los casos que nos interesan, y para ello utilizaremos algunas
relaciones de recurrencia entre las derivadas y los miembros de la familia corre-
spondiente de polinomios ortogonales. Dichas relaciones aparecen en LEBEDEV [2],
RAINVILLE [3], WHITTAKER & WATSON [1].

Empezaremos nuevamente por la familia de Jacobi {Pé”"ﬁ )(z)}, debido a que
ésta incluye a muchas otras como casos particulares. Asi

APy (2)

dz =n[f—a+(a+ [ +2n)z PT(La’ﬁ)(z)

—2(a+n)(B+n) P (2).

(a+B+2n)(2* - 1)
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Dividiendo entonces por npP? )(z) y haciendo n — oo, se obtiene

1 1
Ne—(--=).
221(2 M)

Por lo tanto M, existe en este caso.

Debido a que las familias de Chebychev de primera y segunda clase {T,,} y {U,}
estan relacionadas con la de Jacobi {Pr(ba’ﬁ)(z)} por medio de

nl
To(2) = 4Py H(z)
(2)n
(n+1)!
(3)n
entonces las derivadas de T, y U, verificardn las mismas relaciones que las de
Jacobi y para dichas familias se obtendrd que M; existe. Lo mismo es cierto para

los polinomios ultraesféricos, lo cual se puede observar también en forma directa a
partir de la relacién de recurrencia

Un(2) = P22 (),

(2% = 1) %Z(Z) =nzCy(z)— 2v—14+n)Cy_,(2).

Dividiendo por nC¥(z) y haciendo n — oo, se llega, como es de esperar, a que

Para la familia de Sonine-Laguerre {L%a)(z)} tenemos que (RAINVILLE [3])

(a)
L’", o
zid 7 (2) =nL(z) — (a+n) Lgl_)l(z)
2z

Dividiendo por nL%a)(z) v haciendo n — oo se encuentra que

1

N=--—
M

W=

y por lo tanto M; existe.

Para la familia de Hermite {H,,(z)} usaremos que (RAINVILLE [3])

dH,(z)

dz = 2an_1(Z)

Dividiendo por nH,(z) y haciendo que n — oo se obtiene que

N=—.
M
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3. OPERACIONES CON SERIES DE POLINOMIOS ORTOGONALES

Dadas dos series de polinomios ortogonales

n=0 n=0

la suma (y diferencia) de S y T estdn dadas por

ST = (an+by)Qn(z).

n=0
Debido a que las lemniscatas de convergencia en los casos cldsicos son conjuntos
que dependen de un parametro M > 0, S£7T tendra una lemniscata de convergencia
cuyo parametro garantice que al menos la menor de las lemniscatas de S o de T
estd dentro del conjunto de convergencia de S + T

En el caso de la familia de Jacobi (que incluye la de los ultraesféricos y las familias
de Chebychev de primera y segunda clase) no es cierto que a mayor L corresponde
un mayor conjunto de convergencia. Tampoco es cierto lo reciproco.

Es posible definir el producto por

T (Z aiQZ-(z)) D_0iQ4(2) | =33 aibiQil(2)Q;(2).
i=0 Jj=0

i=0 j=0

Debido a que hay un polinomio de cada grado en cualquier familia {Q,(z)} de
polinomios ortogonales, se tiene que

i+j

Qi(2) Q;(2) = D cijkQi(2) (12)
k=0

asi que

[ee}

S-T= Z Z a;ibjc; jn | Qn(z) (13)

n=0 \i+j>n

en su conjunto de convergencia.

Como en cada compacto de dicho conjunto la convergencia es absoluta, entonces

S abQi2) Q(2)| < 303 4 Qu(=)1 1 Q52|

i=0 j=0 i=0 j=0

:(ZaiQi(zH) Zlijj(Z)l

asi que el conjunto de convergencia del producto S - T es por lo menos el menor de
los conjuntos de convergencia de S'y T.
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Dada S, nos interesa definir la serie inversa T', es decir T = —. Si estamos intere-

sados en que la serie inversa converja por lo menos en un punto a del conjunto de
convergencia de S, serd necesario garantizar que S(a) # 0, y existird una vecindad
alrededor de a en la cual la serie S es no nula. Por lo tanto la serie inversa sera
continua y acotada en dicha vecindad.

Dada

S = Z anQn(Z)
n=0

encontrar

1 o
= a = ann(z)
572

es lo mismo que resolver

= Z Z aib;ic; jn Qn(2)

n=0 \i+j>n

con los ¢; ., dados como en (12). Se debe entonces a resolver Ab = e;, donde
b = [b;] es un vector de infinitas coordenadas, e; = (1,0,0,---)T y A = [amn] es
una matriz cuadrada infinita con

oo
= § aidi,m,n
=0

Ci,mmn, cuandoi+j >k
0, cuando i+ 5 < k.
Debido a que

=D > aibiQi(x)Q;(2)
i=0 j=0

converge absolutamente en una vecindad de a y dado que tanto S como 7' también
convergen absolutamente en dicha vecindad, se tiene que

ZZM@ ] < 305 JailIb11Qi(2) Q4 (=)

=0 j=0 =0 j=0

{Zw>zw S 1Qi(2) Qs (2)]

i=0 §=0 1,5>0

en donde los dos primeros términos estan acotados. Suponiendo entonces que
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S 1Qi(2)]1Q,(2)]

4,5>0
esté acotada en la vecindad antes mencionada, se concluye que
Z ‘Ci,j,n|7 n:031727"'
,j >0
y por lo tanto
Z |di7j,7l‘7 n:O,1,2,~--
1,520
convergen (suponiendo la validez de (4), lo que hemos establecido para las familias
de polinomios ortogonales clésicos).
De esa manera, debido a que A en el sistema anterior puede ser expresada como
A =a- fmn, donde - indica el producto interno usual y fr,.n = (do,m,n, d1,m.n; - - - )T,
Entonces

oo 00 oo oo
D la- fual? < 3\ 2 lail® | { D Idinal
m=0 m=0 \7=0 =0

[eS) oo [eS)
=2 lail | > D il
=0

m=0 \i=0

2 —
en donde cada término del producto converge, asique Y. |@ - fy.n|?> converge.
m=0

S} -
Andlogamente es posible probar que Y |G- fm | converge.
n=0
Debido a la convergencia de estas dos tltimas series, se concluye que A es una
matriz acotada (vista como forma bilineal en /2, ver WALL [9], cap. XII).

Suponiendo la existencia de una matriz acotada B, inversa a derecha de A, es
decir, tal que AB = I, es posible garantizar la existencia de por lo menos una
solucién del sistema anterior. Si ademds de la existencia de dicha B existe una
matriz acotada C, inversa a izquierda de A, es decir, tal que CA = I, dicho sistema
poseerd a lo sumo una solucién. De esta manera, existird solucién dnica (ver WALL
[9], cap. XII).

Considerando lo anterior, la serie T tendra un conjunto de convergencia que sera
una vecindad de a, y la igualdad T = % valdra en la interseccién de ésta con los
conjuntos de convergencia de Sy T

T 1
Para encontrar el cociente de S y T se puede recurrir a — = T'- [ — | . Haciendo
S S
las consideraciones anteriores para la existencia del inverso, se puede demostrar que

T
el conjunto de convergencia de S serd la interseccion de los conjuntos de conver-

1
gencia de T, S' y 3



PRODUCTOS DE HADAMARD 13

Un producto més simple de calcular que el producto usual es el denominado
producto de Hadamard. Dadas dos series de potencias

P(2) =D anz" y P(z) = bp2"
n=0 n=0

con radios de convergencia R; y Rs respectivamente, se define el producto de
Hadamard de ¢ y ¥ por

oo
(px)(z) = Z anbpz™ . (14)
n=0
Facilmente se verifica que
1
lim sup |an by |*/™ < (lim sup |a,|*/™)(lim sup |b, | /") = .
n— 00 n— 00 n— oo R1R2

Por lo tanto, el radio de convergencia de (13) es R > R1Rs, y la serie (14) repre-
sentard una funcién analitica en |z| < R.

Ahora extenderemos dichas definiciones a las series de polinomios ortogonales.
Dadas dos series de polinomios ortogonales

n=0

n=0

se define el producto de Hadamard como

(F+ ) = anbu@u(2). (16)
n=0

4. SINGULARIDADES DE PRODUCTOS DE HADAMARD
DE SERIES DE POLINOMIOS ORTOGONALES

Existe un resultado importante acerca de las singularidades del producto de Hada-
mard para series de potencias, segun el cual

Teorema. Si ¢(z) tiene radio de convergencia Ry con singularidades de &, &,
&, -+ sobre éste y 1(z) con radio Ry, con singularidades en ny,m2,m3---, y Si
© * 1 tiene singularidades sobre |z| = Ry Ra, éstas estan entre los productos &mny,.

La demostracién de este teorema depende de la representacién de ¢(z) en la
forma

1 z\ dw
6:) = 5 [owie (2) 2.
2t
donde « es un contorno que incluye el origen y en el cual |w| < Ry y ‘i) < Ry
w

(TITCHMARSCH [6]).

En general, no es verdad que todas las singularidades de un producto de Hada-
mard estén entre los productos de las singularidades de las series componentes, ni
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que estos productos sean singularidades del producto de Hadamard. Por ejemplo,
si

o oo 1, sin =3k
FE@=32" y g =) b2, by={ 27" sin=4F
n=0 n=0 0, otro caso

donde k € Z*, entonces el producto de Hadamard h(z) = f(z) * g(z) estd dado por

=3 ()"

k=1

(HILLE [5], pdg 80 — 84). Observamos ahora que las series g y h son lacunares de
la forma

oo
g apz™, ap #0
k=1

k
donde limg_,,, — = 0.
ng

Como es bien sabido, toda serie de potencia tiene al menos una singularidad en
la frontera de su circulo de convergencia. Si todo punto de esta frontera es una
singularidad de la serie, se dice que dicha frontera es la frontera natural de la serie.
En ese caso no es posible prolongar analiticamente la funcién representada por la
serie en dicho circulo.

Un resultado muy conocido establece que toda serie lacunar tiene la frontera de

su circulo de convergencia como su frontera natural. Ahora, dado que f(z) = ﬁ,

00 =] X

f tiene como tnicas singularidades a £1. Por otro lado, g(z) = Y. 24 > (z/2)4k
k=1 k=1

y por el resultado antes mencionado, g tiene a 9B(0, 1) como su frontera natural.

Por otra parte, h(z) = f(z) * g(z) = > (z/2)4k7 y al aplicar el teorema citado

n=
se concluye que h tiene a 9B(0,2) como su frontera natural. Entonces h no tiene
ninguna singularidad de la forma zyz, (producto de singularidades de f y g), las
cuales estdn necesariamente en 9B(0,1) y no en 0B(0,2). Por otra parte h tiene
otras singularidades.

Ahora procedemos a determinar los conjuntos de convergencia del producto de
Hadamard de series de polinomios ortogonales clasicos.

Consideramos inicialmente la familia de Jacobi {Py(f"ﬁ )(z)} Dado que los con-
juntos de convergencia de (15) son elipses con pardmetros L, Lo, el conjunto de
convergencia de (16) serd al menos una elipse con pardmetro Lq Lo, pues
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a,B
lim sup i1 bt P7(L+1 )(Z)
n— o0 an bn P,ga #) (z)

(@,8)
< (lim sup a+1> <1im sup bH) <hm %)
n—o0 Qg n— o0 n n—0o0 Pna’ z

= L1L2(2+ \Y4 22 — 1)

Para la familia de Chebychev de primera y segunda clase y para la de los ul-
traesféricos se obtiene el mismo resultado que para la familia de Jacobi, pues las
elipses de convergencia son las mismas.

Para el caso de la familia de Laguerre {LSL&) (2)}, dado que las lemniscatas de
convergencia de f y g son todo el plano (si Ly, Ly < 1), un argumento similar al
anterior da que

limsupa +1 On+1 n+1( ) Ly Lo
n—oo anp, bn Lgla)(z)
asi que el conjunto de convergencia de (15) es todo el plano.

Puede suceder que una de f 6 g no converja en ningin punto del plano, pero que
el producto de Hadamard (16) tenga como conjunto de convergencia todo el plano
(basta considerar Ly > 1y LiLy < 1).

Para la familia de Hermite {H,(z)} debemos considerar las series

D= M H(), 92 =Y 2 H, (17)
' n=0

n=0

=3 e

Un argumento andlogo al anterior muestra que
lim sup Gp41 bn+1 Hn+1 (Z)
nooo M4+ 1)a, (n+1)b, H,(2)

y el conjunto de convergencia del producto de Hadamard serd todo el plano com-
plejo.

=0

En cuanto a las singularidades, debido a que en los casos clasicos se conocen
funciones generatrices de estos sistemas, podemos considerar los casos especiales
an vy by de estas series.

Nuevamente consideraremos primero la familia de Jacobi {Pﬁf"ﬁ )(z)} Una
funcién generatriz de esta familia es

fiz) =227 (4t +p) (1=t +p)” Zt”PW’ﬁ)
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con p = (1 — 2tz +t?)'/2. En este caso

lim

n—oo

an+1 (t) ‘
=|t|£1, t#0
o ®) 2|
y por lo tanto, el conjunto de convergencia es una elipse con pardmetro |t|.
Es fécil verificar de (17) que las singularidades de fi(z) son

1+t 1 1
z =

5 2l =k

(lo que era de esperarse por las caracteristicas del conjunto de convergencia). Ha de
notarse que z = 1 y z = —1 quedan excluidas, pues se impuso la condicién |t| # 1
para evitar la elipse degenerada.

Supongamos ahora que

ICEDWACED DRI

i=1 n=0

y que

9() = D1y (2) = 30D 55 P (2)

j=1n=0

asi que las singularidades de f son & = $(t; + +), y las de g, m; = 3(s; + ).
i J
Si suponemos que hay convergencia absoluta en un dominio dado para cada una de

estas series, y como para cada i y j las series

SSEREAE) vy S S Ped)
n=0 n=0

son absolutamente convergentes en una elipse, es posible cambiar el orden de las
series sin alterar el valor de éstas. Por lo tanto

F) =) > tr PP (2)yg(z) =D Y s} PP (z).

n=0 i=1 n=0 j=1

Si consideramos F'(z) = f(z) * g(2) suponiendo |t;] < 1, i =1,2,--- y |s;] <
1, 7=1,2,---, se tendrd que
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(En las igualdades anteriores, bastaria suponer que las restricciones son para casi

todo ¢; y s;). Si suponemos ademds que los ¢; y los s; estdn ordenados decrecien-
temente de acuerdo con su norma, entonces

Z Z (tis;)"*!

< |t181| <1. (19)

Entonces F'(z) tiene una elipse de convergencia, y por lo tanto, es posible invertir
el orden de las series, asique

=> > 2*"PRM 1+ tis; + R) (1 —tis; + R) 7 (20)

con R = (1 — 22t;s; + (t;5;)?)'/2. Entonces las singularidades del producto de
Hadamard F' son las t;s;, i,j € Z™.

No es posible trabajar con [t;| > 1, i=1,2,--- 6con |s;| >1, j=1,2,--
pues en (18) podrfa haber problemas de convergencia. De hecho, un problema
adicional surge al intentar trabajar con [t;| > 1, ¢ = 1,2,--- |s;] > 1, j =
1,2,--- en (20), pues debido a la presencia de los factores

1—u+R) ™1 +u+R)™7, R=(1—-2uz+u?)"?
no es posible factorizar u? para obtener %

Para la familia de ultraesféricos {C¥%(z)}, se observa, tomando como funcién
generatriz a

Zt”C” =(1—2tz+13)7"

y considerando [t;] < 1 para casi todo ¢, que

9=3o0i -3 () exto

n=0

y andlogamente g(z) con s; en lugar de ¢;. Si F(z) = f(2) * g(z), entonces,
suponiendo los ?; y los s; ordenados de manera decreciente de acuerdo con su
norma, y si [t1], [s1] < 1, (19) permite concluir que las singularidades de F(z) son
t;sj. Més atn, si [t1],]s1] > 1, debido a que

22 1\
(1 -2tz 4+t =t <1 -~ =y )

t t2
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Yy a que en ese caso \%| < 1, es posible utilizar el argumento anterior para concluir
que las singularidades de F'(z) también son los nimeros ¢;s;.

Resultados andlogos son véalidos para los polinomios de Chebychev de primera y
segunda clase {T,,} y {Un}.

Para las familias de Laguerre {L%a)(z)} (cuando L < 1) y Hermite {H,(z)} se
tienen las funciones generatrices respectivas

7zt

()
(1775 1+o¢ Zt”La ’ |t|<1

e27t— t2 Z H

las cuales no tienen singularidades, lo que estd de acuerdo con el hecho de que sus
respectivos conjuntos de convergencia son todo el plano complejo.

Aplicando el Gap Theorem de Hadamard (HILLE [4]) es facil demostrar que los
conjuntos de convergencia para la familia de Jacobi (con [¢;], |s;| < 1) son la frontera
natural del conjunto de convergencia de F'(z) = f(z) * g(z), donde

z) = ZanQn<Z) y 9(z) = anQn(Z)

n=0 n=0

con a, = 0 para n # ng, donde los ny satisfacen ngrq > (1+60)ng, k=1,2,---,
siendo € un numero real fijo, y donde

bn+ 1
bn,

lim sup

n—oo

existe.

5. TIPO Y ORDEN DEL PRODUCTO DE HADAMARD DE FUNCIONES ENTERAS
Supongamos que f y g son funciones enteras representadas en todo el plano complejo
por series de la forma (15), donde @, (z) es una familia de polinomios ortogonales.

De los casos considerados, los de Jacobi y ultraesféricos tienen un conjunto de
convergencia acotado, mientras que es todo C para el caso de los de Hermite y
Laguerre (si L < 1).

Debido a que en cada familia de polinomios ortogonales se presentan situaciones
diferentes, imponemos la condicién

lim sup =L=0
n—oo an

para garantizar que la funcién resultante sea entera.

Dada una funcién entera

oo
= E cp 2"
n=0
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se definen el orden, p(h), por

log M (r, h
T
¥y, 81 0 < p(h) < o0, el tipo, 7(h), por
. log M (r, h)
T(h) = llin_il;p o

donde

M(r,h) = max |h(re?)].
(r.h) = max [h(re”)|
Se dice que h es de tipo minimo, normal o maximo, si 7(h) =0, 0 < 7(h) < 00 6
7(h) = 0o, respectivamente.

Dos resultados importantes que expresan el orden y el tipo en términos de los
coeficientes de la serie son
n logn

h) = limsup —————
p(h) 7kqaf)log|cn|*1

1
I p(h)/n
) 1insupn len|

(ver HILLE [5]). Luego si f, g son funciones enteras con ordenes py, p2 y tipos 71, 72
respectivamente, entonces

7(h) =

. n logn
p1 = limsup ————
n—oo l0g |an]

. n logn
= limsup —————
P2 nHoop log |bn|_1

(€P171)1/”1 :limsupnl//’l‘an‘l/n (21)
(epar) /P2 = limsupn'/?2|b, /™. (22)
n—oo

Para n suficientemente grande, log|a,|~! y log |b,| ! son positivos. Entonces,

. loglan] ™!
— = liminf ———
1 n—oo n logn

-1
— = liminf M .
02 n—oo 1 logn

Como

an+1 anrl
anbn

n+1
bn,

0 < limsup

n—oo n—oo a'n

)-o

. a
< <hmsup‘ ntl

> <. b
lim sup
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entonces F(z) = f(z) * g(z) es entera, y si el orden y el tipo de F se denotan con
p y T respectivamente, se tiene que

.. .loglayb,|t
— =liminf =——————
p n—oc  nlogn

-1 -1
lim inf M + [ lim inf M
n—oo n 10g’r‘L n—oo n logn

1 1
P1 P2

Y

asi que

< P1P2

: 23
S (23)

Ademds, es fécil verificar que si en (21) 6 (22) es posible reemplazar limsup por
lim, entonces (22) es en realidad una igualdad y en tal caso

(epr)'/? = limsup n'/?|anb,| /™

n—oo

= lim sup(n/?*|an| /™) (n'/?2 b, |*/™)

n—oo

< (eprm1)M?* (epara) /P2

Por lo tanto
(p7)MP < (prm1) Y7 (parma) /2. (24)

Andlogamente, (24) serd una igualdad, si en (21) 6 (22) es posible reemplazar
lim sup por lim.
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