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of Riemann spaces as a Pfaffian system of linear differential equations with algebraic
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RESUMEN. En este articulo se consideran basicamente tres cosas. La primera, es
presentar una propiedad intrinseca de los drboles que puede utilizarse para definir las
coordenadas poliesféricas de Vilinkin. La segunda es plantear, utilizando este tipo
de coordenadas, el problema del encaje de espacios de Riemann como un sistema
de ecuaciones diferenciales lineales de Pfaff con condiciones algebraicas sobre los
coeficientes. Por tltimo se presenta, segin este punto de vista, el encaje logrado por
Kuziev del campo gravitacional de Kerr en R?.
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1. ARBOLES EN R"

En R", el espacio euclidiano n-dimensional, consideremos un arbol con n vértices.
Describiremos su grafo con las ramas creciendo de arriba hacia abajo. Diremos que
el vértice de la raiz es de nivel cero, que los vértices inmediatamente unidos a la
raiz son de nivel uno, que los vértices imediatamente unidos a los de nivel uno son
de nivel dos, y asisucesivamente. Los vértices de nivel k serdn entonces los vértices
que estdn unidos por encima a los vértices de nivel (k — 1).

Denotaremos con xo;,i,...i, @ un vértice en el nivel k. La numeracién de los
vértices se hara de la siguiente manera: cada vértice llevara informacién de todos
los vértices de niveles anteriores a los cuales estd unido y del orden dentro de su
propio nivel. El orden en cada nivel se establecera para cada rama de izquierda a
derecha. Que un vértice es el zg;, 4,..4, significard entonces que pertenece al nivel
k-ésimo, que estda unido con la raiz a través de los vértices xg;, del primer nivel,
Zoiyi, del segundo nivel, y asi sucesivamente, con g, i,..4,_, del (k—1)-ésimo nivel.
Por ejemplo, xg2351 es un vértice del cuarto nivel, pues después del cero hay cuatro
numeros. El vértice xgo351 se encontrard entonces unido con zgo35 del tercer nivel,
éste, a su vez, con zge3 del segundo nivel, el cual estd unido con xgo del primer
nivel y, este ultimo, con la raiz xy. Por lo tanto, para ir por el arbol desde el vértice
To2351 hasta la raiz xy hay que pasar por los vértices xgo35 del tercer nivel, xgo3 del
segundo nivel y xg2 del primer nivel.

Si un vértice zg;, ...i, del nivel k-ésimo esta unido con un vértice del nivel (k—1),
T0iq...i5_1, diremos que xo,..q,_, €s €l padre de xpi,.. 4, Y que xoi;..4, €s hijo de
Z0iy..ip_,- 1 dos vértices tienen el mismo padre, diremos que son hermanos. Si
T0iy..iu_ris Y T0iy..i,_,¢, SON hermanos e ig > i’,, diremos que el primer vértice es
un vértice hermano mayor del segundo. Al padre, al abuelo (padre del padre), al
bisabuelo, etc., de un vértice, los llamaremos antecesores de éste. A su vez, se dira
que un vértice es descendiente de su padre, de su abuelo, etc.

Consideremos el siguiente arbol de 7 vértices en R”:

%0, T01, T025 £035 T011, L0125 T021- (1)

Este arbol esta descrito nombrando los vértices de arriba a abajo y de izquierda a
derecha. Establezcamos cierto orden para describirlo como una lista que llamaremos
lista ordenada.

2. ESCRITURA DE UN ARBOL COMO UNA LISTA
ORDENADA Y COORDENADAS POLIESFERICAS

Describiremos un arbol mediante una lista ordenada de izquierda a derecha, es-
cribiendo primero los vértices y luego los antecesores; es decir, en un arbol de k
niveles, escribiremos primero los vértices del nivel k, luego los del nivel (k — 1), y
asisucesivamente. En cada nivel escribiremos primero los “hijos menores” de un
mismo padre. Por ejemplo, el drbol (1) se escribird

L0115 L0125 L0215 L01, L025, L03, L0 (2)

asique los vértices xg11,xp12 tienen como antecesores a su padre xg; y a la raiz
xo. Notese que se escriben primero todos los del segundo nivel luego todos los del
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primer nivel y por tltimo la raiz (Figura 1).

Lo

Zo11 To12 Zo21

Figura 1

En R" podemos considerar que las coordenadas cartesianas de un punto estdn
siempre asociadas al orden de un &rbol prefijado. Por ejemplo, en el espacio R”
podemos asociar las coordenadas cartesianas al orden del drbol (2), de tal manera

que z' corresponde a xg11, 22 a g2, etc. Escribiremos, por abuso de notacién,

' = zo11, 22 = 2012, etc., de tal manera que a la raiz xg le corresponde la dltima

coordenada: z7 = xg.

A cada arista (segmento de recta que une dos vértices del drbol) le haremos ahora
corresponder un angulo ¢, sujeto a los dominios que especificaremos posteriormente,
de la siguiente manera: a la arista que une xo;,,...;, CON To;4,...i.i,,,, 1€ hacemos
correspoder el dngulo ©;,4,..5,,,, que es el dngulo entre los vectores (0, 20iy..4.) ¥
(0,204,...4,,, ) en el plano generado por el origen y los vértices (zo4,...i,) ¥ (Z0i;...is01)-
Asfen el ejemplo (2), 2o estd unido con xgs mediante la arista cuyo dngulo es po;
el vértice wp2 estd unido mediante la arista de dngulo @01 al vértice xgo1, etc. Es
claro que estos angulos quedan bien determinados por el vértice de mayor nivel de
los dos que une. El dngulo que acabamos de introducir es el denominado dngulo de
rotacion. La transformacién de rotacién correspondiente la definiremos como sigue:
Si T0iyiy...i,, €8 UN Vértice no extremal de un arbol ordenado, haremos corresponder
a este vértice la rotacion g(¢) en el dngulo ¢ = @;,i,..4,, del plano definido por el
origen de coordenadas y los vértices (o ip...in_1) Y (Z0iy,is...4,, ); €5 decir,

T = x; oS p — xT;8en
gle)y _
Ty = XySen Y + X5 COS p,
donde z; = Zoiyig...iyny1 ¥ Tj = L0iqis...in, €StAN en un sistema ortonormal de
coordenadas del plano ordenado de acuerdo con el arbol. Supongamos que en R"
se ha escogido un sistema ortonormal de coordenadas (z*). En este sistema el
elemento lineal tiene la forma

ds® = (dz')? + (dz®)* + - - - + (dz™)?. (3)

Supongamos que a tal sistema se le ha dado el orden de un arbol y consideremos las
transformaciones de rotacién de éste. Sea Xy un punto de la esfera unitaria S™~!
en R™. Entonces, cualquier otro punto X sobre la esfera S"~! se puede obtener
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por medio de la composicién de todas las transformaciones de rotacion aplicadas,
en su orden, a Xg. Es decir, que

X = [To(eniznin)Xo

donde ;, .4, son los angulos de rotacién del arbol que ordena las coordenadas
de z segiin la anterior descripcién. Asipara el ejemplo (2), todo X € S® puede
escribirse en la forma

X = g(p11)9(p12)9(21)9(p1)g(v1)g(p2)g(3) Xo-

Es claro que si consideramos los dngulos de rotacién y otra variable, como el radio
de una esfera centrada en el origen de coordenadas, por ejemplo, lo que obtenemos,
en adicién al sistema ortogonal cartesiano, es un nuevo sistema de coordenadas,
formado por los n — 1 dngulos de rotacion y por el radio vector o distancia al origen
del sistema. A este segundo sistema lo llamaremos un sistema de coordenadas
poliesférico. La relacién entre las coordenadas cartesianas xo;,4,..i, y 1os angulos
de rotacién de las coordenadas poliesféricas viene dada por:

L0j1j2...5s — H COS Py g2 jim H Sen Qjjo..ji  (4)
Pj1jg..is U Riyig...is Sjrdg...is UT0j15...56
donde FPj, ., es el conjunto de los dngulos asociados a los vértices “hijos” de o, .. ;. ,
Rj, .. ;. es el de los angulos asociados tanto a los vértices “hermanos mayores” de
Z0j;...j, como a los de los hermanos mayores de sus antecesores, y Sj,.;, es el de
los dangulos asociados a los antecesores que estdn sobre la misma rama que zo;, .. i,
hasta llegar a la raiz.
Si hacemos el cambio de notacién x = x¢;, ., segin la forma de ordenamiento
arriba mencionada, y utilizamos la férmula (4), obtenemos que

i=n

S @i =1 (5)

i=1

Lo anterior lo podemos interpretar geométricamente de la siguiente manera: si
tenemos un punto X sobre la esfera X € S™~!, entonces cada drbol de n vértices
define un sistema de coordenadas poliesféricas (1,1, 2, ...pn—1) de X, donde los
angulos ¢, = ¢;, .., son los angulos de rotacién del arbol.

Ejemplo 1. En R? podemos formar esencialmente solo dos drboles que son

zZ = To, Y = To1, T = Zo11 (6)
y

z = X, T = Zo1, Y = To2. (7)
Para el caso (6), tenemos que un punto cualquiera sobre la esfera S? con coor-
denadas cartesianas (z,y, z) tiene coordenadas poliesféricas (1, ¢1,p2) que estdn
relacionadas con (z,y, z), segin (4), en la forma

Z = oS 1

(8) Y = cos pasen o
T = Sen yasen 1,
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donde @2 = 11, segin las notaciones establecidas anteriormente. Estas coorde-
nadas (8) son usualmente conocidas como las coordenadas esféricas de R3, asi que
las coordenadas poliesféricas son una generalizacién de las coordenadas esféricas.
Para el segundo arbol (7), tenemos

Z = COS (p1 COS (P2

(9) y = sen
T = Sen (1 CoS P2

Estas ya no son coordenadas esféricas. Son otro tipo de coordenadas poliesféricas,
que corresponden al drbol (7). Una diferencia entre estos dos tipos de coordenadas
es que el primero preserva la orientacién del espacio mientras que el segundo la
invierte. Para verificar esto basta observar que pasa con la normal exterior sobre
la esfera.

Ejemplo 2. EnR7, las cartesianas (2!, ...,27) y las coordenadas poliesféricas segiin
el drbol (2) estan relacionadas por

£E7 = X = T COS 3 COS Y3 COS Y1

1'6 = Tp3 = rsen s

iES = T2 = T COS p3Sen Y2 COS Po1
4

T = X1 = T COS E3 COS Yasen Y1 COS P12 COS P11
933 = Tp21 = T COS Y3S€en YoSen Yoq
I2 = 12 = T COS Y3 COS P28S€en Y1Sen Y12

l‘l = Zp11 = T COS 3 COS Y25€1 Y1 COS P125€N Y11 ,

No es dificil comprobar que Zz=1($i)2 = r2,

3. DOMINIO DE LOS ANGULOS DE ROTACION

Sea p;, ;. el numero de “hermanos menores” de xg;, . ;. i ..i., €l numero de sus
1 s 1 s 1 s?

“hijos”. Las condiciones para establecer el dominio de los dngulos de rotacién en

un arbol son las siguientes:

(1) Sipiy..i. =0y qiy.., =0, entonces 0 < ;. ;. < 2.

(2) Sipiy..i. =0y qi,..i, # 0, entonces 0 < ;. ;. <.

(3) Sipiy..i. 70y qiy..i, =0, entonces —7/2 < @y, ;. < /2.
(4) Sipiy.i. 70y qiy..i, # 0, entonces 0 < ¢;,. ;. < 7/2.

En el ejemplo 1 tenemos para las coordenadas del primer &rbol (6) (esféricas), que
0< ¢ <, 0< o <27

y para las coordenadas del segundo drbol (7), que

—m/2 < ¢ < 7/2, 0 < g < 2m.
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En el ejemplo 2, tenemos que

0<p1 <m; 0< p2 <
—7/2 < @3 < /2 0 <11 < 2m;
—m/2 < @10 < 7/2; /2 < o < 7/2.

En general, en R”, la suma de las longitudes de todos los dominios de los angulos
de rotacién es igual a nw. Esto se debe a que esta suma es independiente de
los dngulos de rotacién que se tomen sobre la esfera S"~1, y es facil verificar que
para las coordenadas esféricas, un caso particular de coordenadas poliesféricas, esta
suma es igual a 3w. El arbol asociado al cambio de coordenadas de cartesianas a
esféricas en R™ es siempre un drbol de una sola rama y (n — 1) niveles.

4. COORDENADAS POLI-PSEUDOESFERICAS EN ESPACIOS PSEUDOEUCLIDEOS

Sea FR" = n—k,k €l espacio euclidiano de dimensién n dotado de una forma
cuadrética con signatura (+, +, ...(n—k)...+, 4+, —, —, ...(k)..., —, —). Dado un arbol,
se establece primero el orden de numeracion, tal como en las secciones anteriores.
Luego, a un sistema de coordenadas cartesianas z’ se da el orden de los vértices
del arbol. Recuérdese aquique a la raiz zy le corresponde la coordenada z" y al
primer vértice a la izquierda de nivel maximo le corresponde x! (Esta escogencia
es arbitraria, puede tomarse otra).

Luego se da un signo (+) o (=) a la coordenada ' segin que en la forma
cuadratica dada, al término cuadratico (2%)? le corresponda (+) o (—) en la férmula
para el cuadrado de la longitud de un vector.

Una vez establecido qué signo colocar a cada vértice del arbol se debe tener
en cuenta la siguiente regla para aplicar el método de hallar la expresién de las
coordenadas cartesianas en términos de las coordenadas poliesféricas: si el dngulo
©iy...i, corresponde a dos vértices del mismo signo xgi,..i;, , ¥ %oi,...i., €ntonces,
en la férmula (4) se colocan, como antes, cosenos y senos segin el caso; pero, si
el angulo ;, . ;. corresponde a dos vértices de signo contrario xo;, .. i;_; ¥ 0iy...i.5
entonces, en la férmula (4) se colocardn senos y cosenos hiperbdlicos en lugar de
senos y cosenos circulares.

La regla de la suma de los dngulos no sera ahora vélida.
Ejemplo 3. Sea 'R” el espacio pseudoeuclideo en el cual el producto interno es
[z,y] = o'y + - + 2" 1yn~1 — 2"y" (forma bilineal) y la distancia entre z y y
esta dada por r%(z,y) = [x — y,x — y]. Consideremos un &rbol de una sola rama y

(n — 1) niveles y sea Q,, = {x | [x,2] > 0,2™ > 0}. Las coordenadas cartesianas y
pseudoesféricas sobre (2, estan entonces relacionadas por

x* = rsenh ¢, _18en Y, _a...5€1 Yasen Y1
x* = rsenh @, _15€n Y, _s...8€N Y2 COS Y1

x = rsenh ¢, _1 cos ©,_2

z" =rcoshp,_1,
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donde 12 = [z,2], 0 < r <00, 0< ¢ <2m, 0 < ¢, <7, 0 < ,_1 < 00 para
l<k<n-1

5. EL ELEMENTO LINEAL EN COORDENADAS POLIESFERICAS

Utilizaremos la regla dada en la seccién 2 para describir un arbol como una lista
ordenada. De la misma manera, escribiremos como una lista ordenada los angulos
de rotacién. Sea ;. ;. el tltimo dngulo en esta lista. El elemento lineal (3) del
espacio euclidiano R™ en coordenadas poliesféricas esta dado por

ds®> = dg}, ;. +sen’p;, i (%) + cos® i, i, (xx) (8)

donde (%) y (#x) se establecerdn de la siguiente manera:

(1) Sila coordenada zg;, .. ;. tiene hijos, hay que colocar toda la expresién (8)
en el lugar de (*) para la coordenada xg;, . comenzando por el hijo
mayor.

(2) Si xo4,..;, tiene hermanos menores, (x*) se remplaza por (8) para la coor-
denada del hermano inmediatamente anterior a xo;,. i, ,-

(3) En caso de que zg;, .. ;. no tenga hermanos menores o hijos, se coloca cero
en el lugar correspondiente a (x) 0 a (#x).

(4) Las operaciones (1) a (3) anteriores se repetirdn tantas veces como sea
necesario para llegar al primer dngulo en la lista.

As419

Por ejemplo, para el espacio euclideo R con coordenadas poliesféricas que respon-
den al arbol (2), tenemos

ds® = dip + cos® p3{dp3 + senpadpd,

+ cos® o [dep? + sen 1 (dp, + cos® p1adipt;)]}-

6. INMERSION Y ENCAJE DE VARIEDADES

A no ser que se especifique lo contrario, consideraremos solo variedades C*° y
aplicaciones C*° (suaves) entre ellas. Sean M y N variedades y f : M — N una
aplicacion suave. Con T (M) y T(N) designaremos los correspondientes fibrados
tangentes. La aplicacién f induce un homomorfismo df : T (M) — T(N) entre los
fibrados. Se dice que f es una inmersion si df es un monomorfismo, y un encaje, si
ademds de ser una inmersién es una aplicacién 1 — 1.

En general existen dos problemas:

Problema de Clasificacién. Dadas dos variedades M y N, clasificar las inmer-
siones y los (encages), mdédulo las homotopias de M y N.

Problema de Existencia. Dadas dos variedades M y N, determinar si existe una
inmersion (escribiremos M C N) o un encaje de M en N (escribiremos M C N).

Las primeras respuestas generales a estos dos problemas fueron dadas por WHIT-
NEY v WuU:
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Teorema. (Whitney) [W] Toda variedad M (dim M = n) puede ser inmersa en
R*=1 (M CR*"71) y encajada en R?" (M C R*").

Teorema. (Wu) [WT] Dos encajes cualesquiera de M™ en R?"*1 son isétopos.

El problema de la inmersién y encaje de variedades puede considerarse como un
problema global y su solucién es topoldgica o gemétrica. Las soluciones deben ser
resultados que garanticen condiciones para que la inmersién o el encaje existan.

El problema de las involuciones (inmersiones) y encajes de (M, g) <— R™ se estu-
dia en general planteando sistemas de ecuaciones que dependen del atlas escogido.
Por lo tanto, mientras que la involuciéon de variedades generales es un problema
esencialmente topoldgico, la involucién de espacios de Riemann es un problema
geométrico.

Cuando se habla de la esfera, se piensa de manera natural en su inmersién o
encaje en algin espacio de dimensién mayor; por ejemplo, en el espacio tridimen-
sional euclidiano. En cambio, el plano euclidiano se considera generalmente como
un todo y no como una involuciéon o encaje en otro espacio mayor. Los dos ejem-
plos anteriores corresponden esencialmente a una misma variedad M dotada de
dos métricas diferentes: (M, g;) = S? y (M,gs) = R?> = E2. La esfera S? puede
realizarse o, més precisamente, encajarse en R3 o en cualquier espacio euclideo de
dimensién mayor, mientras que E? lo hace en cualquiera de dimensién > 2.

7. ESPACIOS DE RIEMANN DE CLASE k

Llamaremos espacio de Riemann de clase k a cualquier espacio de Riemann (M™, g)
que pueda encajarse en el espacio euclideano R"t*. Aqui surgen dos tipos de
problemas:

a) Determinar, para un k especifico, qué condiciones debe satisfacer g para
que (M™, g) sea de clase k.
b) Determinar a qué clase pertenece un espacio de Riemann (M™, g) dado.

7.1 Espacios de Riemann de clase £ = 1.

Sea V,, un espacio de Riemann de dimensién n con forma cuadratica fundamental
positivamente definida
ds® = gapdrda’,

donde las () son las coordenadas del espacio considerado y gas las del tensor
métrico.

Una condicién necesaria y suficiente para que V;, sea de clase 1 es que exista un
tensor simétrico de valencia 2, €,g, asociado a la segunda forma fundamental, tal
que

Roprs = Qary85 — QasQy  (ecuacién de Gauss) (9)

y que
Qapr = Qayp  (ecuacion de Codazzi). (10)

ROSENSON [R], apoydndose en trabajos de THOMAS [T] y WEISE [We], obtiene, a
partir de (9) y (10), unos invariantes, ps, llamados invariantes fundamentales de
una hipersuperficie del espacio euclideano (E,11,G), los cuales son promedios de
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las componentes del tensor de curvatura de Riemann y del tensor métrico. En
coordenadas ortonormales, si G;; = 0;; y a6 = 0 para o # (3, estos invariantes se
expresan en la forma

P = Z Qyy

b2 = Z Q'y'yQ&S

<o

b3 = — Z Q'y'yQS(SQee

y<6<e

Observamos que en este caso los €);; calculados en cualquier punto p son nimeros
reales que expresan las curvaturas normales principales del espacio V,.

ROSENSON demuestra ademdas que cualquier otro invariante conjunto de la
primera y segunda forma fundamentales se puede expresar en términos de los
Ds-

Los invariantes ps fueron obtenidos recursivamente al analizar (9), (10),

(k) 776 MMenygrs . UL
Ua = ro U)\ — ﬁa)\ k:2,n
Mpys = Qi; (1)U1 = —p.

y permiten establecer diferentes condiciones para que (M™, g) sea de clase 1. Por
ejemplo,
si (M*, g) satisface

« 1 [e% R « R
Ry WU — 5R<4>U1 + R (RA - 25A> <Rfj - 255) > 0

y si WUS #£ 0, entonces
5
4P§Rlﬁ =

1
(Rl/\#RM - Wyy - RR7> (ngmf’ - Wy - 2RR§) —

1

1
2
1

—~R\R}
9 21g)7

(Ri)\#R)\“ ~ WU — _RRS ) (R7 R — WUy —
donde
1 1 1 R R
2 Drra 4 A « « 3 B
P3 = éRg( )L’Y - ERI( )(Jl + ERO‘% (R/\ - 26}\) (RM - 2(5#) .

Estas férmulas expresan condiciones necesarias y suficientes para que (M4, g) sea
de clase 1. En otro resultado, ROSENSON expresa en forma explicita la segunda
forma fundamental:

2p3Q° = R

1
oo R = S RRG,.
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Todos los invariantes encontrados por ROSENSON, asicomo las condiciones dadas
por él para que un espacio de Riemann sea de clase 1, se basan en el supuesto de
que la segunda forma fundamental es conocida.

Si el espacio de Riemann es conformemente plano, es decir, si ¢ = f~2¢, donde
f € C?y g es la métrica del espacio euclideo E™, entonces las condiciones exigidas
para que sea de clase 1 se simplifican. LANCASTER [L] encuentra cuél debe ser la
estructura del tensor métrico g en este caso, conocido como el de las hipersuperfi-
cies conformemente planas en R"*!. LANCASTER reduce el problema de determinar
la métrica, al andlisis de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales de segundo orden. Obtiene resultados muy interesantes para el caso n = 3.
Mencionaremos sélo algunos de ellos.

Bajo el supuesto de que la segunda forma fundamental es un tensor diagonal en
el sistema euclideo de coordenadas escogido, es decir, en el cual el elemento lineal

se expresa como
ds®* = e*° g (da™)?

con o =o(z'),i=1,3y o € C¥ y haciendo algunos cambios para simplificar la
notacién, las ecuaciones de Gauss se transforman en

BunBii = e 7(fi + f) — A, h#i (11)
donde

3
e = fm, (12)
m=1

fro = fu(@®), B = e 29Qu y A=33 f/ 2. A su vez, la ecuacién de Codazzi toma
la forma

OnBii = oo (Br — Bii), i F k. (13)
Resolviendo (13) y teniendo en cuenta (12), se obtiene que
pun = Fe™?

donde F = F(z'), y si F(x!) = 0 se obtiene una primera solucién
3
e 7 = Z az'? + bix* + ¢,
1

en la cual 40,(01 +c2 + C3) = b% + b% + b% y B11 = Bo2 = (33 = 0.

En general, LANCASTER obtiene que si C5 es un espacio conformemente eucli-
diano de dimensién 3, C5 es de clase 1 con segunda forma fundamental diagonal si
y sélo si la primera forma fundamental estd dada por

i)

e 31 (da')?
[f(2') + Y(axi? + biat + ;)]
donde f € C¥, f # (b3 +b3) — (c2 + c3), 0 por

i)
5,
d52 = El(dml)2
[ ¢; cosh w;a?] °
donde cfw} = 3w3 + Bwiy u%f = 5; + %g '
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Cuando n > 4, establece una expresién para el tensor métrico de C,, de la forma
n
ds* = u™? Z(dwl)Q,
1

donde u(z1, ..., 7,) es una funcién positiva arbitraria de clase C3.

Suponiendo que la segunda forma fundamental en un sistema ortonormal de
coordenadas tiene como matriz (€;;) = (b;;) = bd;; + b;bj, encuentra dos tipos
distintos de soluciones para u:

u = Z az'? + bzt + ¢; + g(at, ..., z"),
donde

i) g=+/(a1 +bizl) .. (an + bpa™)
it) g=G(a1x1+ ...+ apy).

Encuentra también las expresiones

V¥ = u *[2Bu — A]

A = Z(@mu)2

1
bb? = u_g[afiu — B]

donde B es una funcién C? arbitraria, que relaciona a u con la segunda forma
fundamental.

7.2 Espacios de Riemann de clase 2.

Encontrar condiciones similares para espacios de Riemann de clase mayor que uno
es mucho mads dificil. Aunque se ha trabajado mucho, existen ain problemas sin
resolver. Se han intentado diversos procedimientos para encajar un espacio en
otro sin necesidad de resolver las ecuaciones de Gauss-Codazzi. Aquidaremos un
ejemplo de encaje de una métrica conocida de antemano, evitando resolver las
ecuaciones de Gauss-Codazzi. Aunque este ejemplo no sugiere ningtin método,
sirve para ilustrar la recursividad a la que se debe recurrir para manejar este tipo
de problemas.

Ejemplo 4. La métrica de Pérez. Sea R® dotado de un sistema de coordenadas
(2%) en el cual el tensor métrico tiene como matriz a

0 0 0 1 0 0
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0

(Gap) = | 4 0 0 0 0 0
O 0 0 0 0 —1/2
0 -1 0 0 —-1/2 0
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Consideremos el cambio de coordenadas

2t =al +24C(2t, 22, 23, 2*)

27 =a° para (0 =2,3,4)

25 = C( 22 23, 2t) (14)
20 = (ah)?.

El elemento lineal de RS est4 dado por
ds? = 2dz"dz* — d(22)? — d(2*)? — d2°dz°.
Haciendo el cambio de coordenadas propuesto en (14), obtenemos que

ds® = 2(dz* + C (2!, 22, 23, 2)da* + 2 (crda’ + codx® + czda® + cydat))da’ —
— (d2®)? — (dz®)? — (crdx’ + coda® + c3dx® + cydat)22t =
= 2dztde® — (de?)? — (dz®)? 4 2C (2!, 22, 23, 2% (dx)?,

asique el tensor métrico del espacio inmerso (segunda forma fundamental) tiene
como matriz

0 0 0 1
0 -1 0 0
1 0 0 20(2'22 23 2%
Cuando C = C(22,23,2), es decir, cuando no depende de !, se obtiene que
Rij=0= 029C + 033C' = 0. (16)

La métrica g;; (15) con la restriccién (16) se conoce como la métrica de Pérez. Tal
métrica describe un campo de ondas gravitacionales planas.

8. LA METRICA DE KERR
La métrica de Kerr estda dada por
2mr3

2 _ 2 2 2 2
ds® =dzx +dy +dZ —dt +m

(k) (17)
donde r satisface

(r? + a®)rk = r*(xdx + ydy) + ar(zdy — ydx) + (r* 4 a®)(2dz — rdt)

4 — (R — a®)r? — a%2% = 0;
R? =22 442 4 22

Esta forma fundamental se obtuvo haciendo una transformacién a un sistema de
coordenadas asintéticamente planas de la métrica

ds® = (r? + a® cos? 0)(df* + sen 20dp?) + 2(du + asen ?0d¢) (18)
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2mr

d 20do) — (1 - 55—
x(dr+asen®0de) — (1 - 5555

) X (du + asen ?0dp)>
donde m,a € R. Tal transformacion es

(r —ia)esenf =z +iy ; rcos@=z ; u=t+r. (19)

En este sistema de coordenadas la matriz del tensor métrico g;; es

0 0 asen 26 1
0 r?2 4 a?cos? 0 0 0
2 2 2 2 2mra’sen 20 2mrasen 26
asen “0 0 (r? 4+ a®)sen 20 + 200 P e e
1 0 2mrasen 20 2mr -1
r2+a? cos? r2+a? cos?

La métrica de Kerr en las coordenadas de Boyer-Lindquist [MTW]
r1=r ;5 z2=0; x3=¢ ; wa=1
toma la forma
_ r?+a’cos’f

I oy 412
921=0; g31=0; g1 =0; goo=r"+a"cos’0 ; gs2=0; gao=0;
sen?0(a* 4 2a?r? + r* — a®(a® — 2mr + r?)sen 26)

r2 + a2 cos? 0 ’

g33

—2marsen 26
r2 4+ a2 cos? 6’

943 =

a? — 2mr + r2 — a®sen 20
r2 + a2 cos? 0

gaa = —

En este caso el tensor de Ricci es nulo y, por lo tanto, la curvatura escalar es cero!:
R = 0. Esto muestra que la métrica de Kerr es plana y Ricci-plana, pero, también,
que no es conformemente plana, pues en este sistema de coordenadas existe al
menos una componente no nula?:Cs4s4

Otra métrica con las mismas caracteristicas geométricas que la de Kerr es la de
Schwarzschild, cuyo tensor métrico en coordenadas de Boyer-Lindquist es

((1*(2TG7")))71 0 0 0

i = 0 r? 0 0

" 0 0 72%sen?6 0
0 0 0 —(1-(2Gm))

La métrica de Schwarzschild es el caso particular a = 0 de la métrica de Kerr.
Fisicamente, el campo de Kerr es el campo gravitacional de una estrella en rotacién
con momento angular a. El de Schwarzschild, el de una que no rota.

LCélculos hechos utilizando Mathematica y MathTensor.
2 MathTensor
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9. ENCAJE DEL ESPACIO-TIEMPO DE KERR

Mostraremos que el problema de encajar espacios de Riemann V,, en espacios planos
E,, (m > n) conduce a la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
de Pfaff con condiciones algebraicas sobre sus coeficientes.

Supongase que deseamos encajar el espacio-tiempo axialmente simétrico de Kerr
en un espacio pseudoeuclideo de dimensién nueve, utilizando un método de encaje
local isométrico.

En general, para encajar un espacio V,, en un espacio euclidiano E,, se debe tener
en cuenta que

i) El problema de encaje V,, — E,, requiere
a) dado V,, con ds? = g;j(x)dz'dz?, definir la dimensién de E,, en el cual
V,, se pueda considerar como una superficie,
b) encontrar las funciones y®(x) que definan el encaje.

1) Las ecuaciones fundamentales de un encaje localmente isométrico
V. — E,, se obtienen al igualar las dos formas métricas de los respec-
tivos espacios

ds% = Gupdy®dy’ = gij(z)dr'da? = dsi (20)
donde Gop = d;j(€1, .., €m), @, B,y =1,m e i,j,k = 1,n, asique

dy* OyP o
9i(2) = Gapy 5755 = Gapy; vy (21)

De lo anterior se deduce que el estudio del encaje V,, — FE,, se reduce al estudio
de w ecuaciones diferenciales no lineales. Cualquier sistema de m soluciones
reales independientes y®(x) constituye un sistema de funciones de encaje.

Es conocido (cf. [F]) que cualquier V,, puede ser local e isométricamente encajado
en E,,, m = % Sin embargo, puede suceder que V,, se pueda encajar en un
FE,, de menor dimensiéon. Si el menor nimero de dimensiéon de F,, en el cual se
puede encajar V,, es m = n+ k, V,, es de clase k. Sobre los espacios de clase k,
con k > 2, es poco lo que se conoce, como lo hemos mencionado. Esto se debe a
que las ecuaciones de Gauss-Codazzi y sus condiciones de integrabilidad son tan
complejas que encontrar sus soluciones es casi imposible (cf. [C]). KuziEvV [Ku] ha

demostrado que la clase de encaje del campo de Kerr es k > 3.

Veamos cémo plantear en general las ecuaciones que definen las funciones de
encaje para una métrica dada. Trabajaremos con sistemas basicos ortonormales no
holonémicos. Consideraremos un espacio V,, con signatura

Vo dst = gij(x)daide? = ex[w"(d))?, €r = +1 (22)

donde w¥(d) son 1-formas diferenciales independientes (mas especificamente, w®(d)
= A'dz?) el cual se puede encajar en un espacio euclidiano F,, con signatura

En i ds%h = Gap(x)dy®dy® = enldya)?, €q = +1. (23)
La ecuacién (20) toma la forma

ex[w" () = ealdy®). (24)
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Escogiendo una base en V,, podemos obtener expresiones para dy®(x):
dy™ = Af(x)w"(d), (25)
donde (A),,xn tiene rango n, y de (24) podemos concluir que
€ ARAY = Opier
€a (Ag(as))2 = €,

de lo cual
eaA?A? =0 (i # j). (26)

Por lo tanto, el nimero de funciones Aj que definen el encaje es

nin+1)
—

s = mn —

Asipues, para hallar las funciones de encaje de un espacio de Riemann (V,,,g) en
un espacio euclidiano F,, se debe resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales de Pfaff (25) con condiciones sobre los coeficientes dadas
por (26), donde A es la matriz del cambio de coordenadas de cartesiano a no
holonémico. Esta matriz se puede obtener mediante un sistema de coordenadas
poliesférico asociado a un arbol apropiado. La dimension m y el arbol se escogen en
principio arbitrariamente, y la idea del método es la de encontrar un arbol asociado
a las coordenadas poliesféricas en el cual este sistema tenga soluciones simples.

zo(+)

xo1(+)

11 ®32

To11(+)

¢321

L0321(+)

Figura 2

Mostraremos como ejemplo del método descrito el encaje dado por KUZIEV a la
métrica de Kerr.

Paran =4, s =4m — 10. Usaremos las coordenadas poliesféricas de VILINKIN
[Vi], tratadas en pardgrafos anteriores de este articulo, y el algoritmo para construir
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sistemas de coordenadas a partir de este tipo de funciones. Kuziev [Ku] encaja la
métrica de Kerr en Ey. Para hacer este encaje de un espacio de dimensién 4 en
otro de dimensién 9, tenemos que escoger 4 puntos en la esfera de radio 1 en Fjy.
Cada punto sobre la esfera forma ocho dngulos con los ejes coordenados en Egy. Por
lo tanto cada punto, el cual se representa con nueve coordenadas rectangulares, se
puede expresar también mediante ocho dngulos, correspondientes a las coordenadas
poliesféricas.

Para cada punto consideraremos Fg con la siguiente signatura
(_7 T T +7 T Ty Ty T +)
y el arbol asociado de la figura 2:

(+)wo321, () o011, () 2021, (—)Z031, (—)Z032, (+)To1, (+)Z02, (—)Z03, (4)Z0-
Utilizaremos la siguiente notacién

1 2 P R P S JRp:
T = X0321;L = To11; L = T021;L = L031; L = X032,

6 ol .8 U
T =To1; ¥ = T2; X = T3; L = Lo

y para los dngulos

D1 = P321; P2 = P11; 03 = P21; P4 = P31;P5 = P32; P = P1; P7 = P2; Pg = V3.

La matriz de transformacion de coordenadas rectangulares a coordenadas poliesféri-
cas Agxa, Af(x), i =1,...,4, tiene entonces como primera columna a Af(x) cuyas
componentes son (de acuerdo con el orden establecido):
x° = cosh ¢g sen ¢7 sen ¢3
x' = cosh ¢g sen ¢7 cos ¢z
x” = senh ¢g cos ¢P5 sen ¢4
x° = senh ¢g cos @5 cos Py
x° = cosh ¢g cos ¢7 sen ¢g sen pa
x° = cosh ¢g cos ¢7 sen g cos @2
x” = cosh ¢g cos ¢7 cos g
2% = senh ¢)g sen ¢5 cosh ¢y
x~ = senh ¢g sen ¢5 senh ¢
v A, Ag, AY se escogen de forma andloga, teniendo en cuenta que las coordenadas
A§(x) se escogen en términos de ¢y, ..., P16, las A§(x), en términos de @17, ..., Pau,

y las A§(z), en términos de ¢os, ..., d32.
Para la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist,

2 2 2
ds® = (1 - n;”) dt? — %dr2 - (7"2 + a® + n;“na2sen29>
p p

4
sen20dg? — p*do? + gasen%dqﬁdt,
p
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y en un sistema de coordenadas no holonémico,

donde

d$2 — _(w1)2 _ (w2)2 _ (w3)2 4 (w4)2

Ldr

VA
pdf

3
<A2W> sen Od¢
1— 7

1
2 2
Klm) &t +
p

2mr

con A =724 a? —2mr, p? =12 + a?cos? 4.

2

2mr

1 — 2=
p2( P

(27)

Nl

|

asen 20d¢]

Resolviendo entonces (25), teniendo en cuenta (26), se encuentra que:

p

p2

= <2m2ar> senfsen (¢ —t)

9 3
2 = ( mar) sen f cos(¢ —t)

1
2

[ 2
3= 11— Tzr(l—asen%)] sent
L p
- 9 %
=1 - g(l —asen20)] cost
L p
5 [ 5 5 2mar 5
= |[r"+a ——(1 — asen0)
L p
6 [ 2 o 2mar 2
= |r" +a” — ——(1—asen0)
L p
[ 5 5 2mar 5
= |7 +a — ——(1—asen”0)
L p
= (I)l(T', 9)
- (132(7", )

N

SIS

[N

sen fsen ¢

sen 6 cos ¢

cos 6

donde ®,, ®,, conjuntamente con las demés funciones y',...,y", definen el encaje.
KUuzIEV no da explicitamente estas funciones, pero demuestra su existencia. Para la
métrica de SCHWARZSCHILD, el caso a = 0 de la métrica de Kerr, KUZIEV muestra
que el encaje dado por KAZNER [Ka] se obtiene de esta serie de y® haciendo a = 0.
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En este caso

y' =0
y* =0

2
Y = 1——msent
V r
2
yt :\/1——m cost
r

y® = rsenfsen ¢
y% = rsenfcos¢
y" = rcosf

y* =0

2 3 2
2 _
v’ = f(r), donde f satisface (df> _ s mm

dr r3(r—2m)

asf que la métrica de Schwarzschild puede ser encajada en R®. Si m = 0, se obtiene
la métrica de Lorentz.

Nota. Todos los cdlculos fueron hechos utilizando los paquetes computacionales
Mathematica y MathTensor.
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