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cios Conformes y Aproximación de Espacios”, patrocinado conjuntamente por COLCIENCIAS y
la Universidad de los Andes mediante contrato N0. CO-1204-05-044-90

Typeset by AMS-TEX

13
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1. Arboles en Rn

En Rn, el espacio euclidiano n-dimensional, consideremos un árbol con n vértices.
Describiremos su grafo con las ramas creciendo de arriba hacia abajo. Diremos que
el vértice de la ráız es de nivel cero, que los vértices inmediatamente unidos a la
ráız son de nivel uno, que los vértices imediatamente unidos a los de nivel uno son
de nivel dos, y aśı sucesivamente. Los vértices de nivel k serán entonces los vértices
que están unidos por encima a los vértices de nivel (k − 1).

Denotaremos con x0i1i2...ik
a un vértice en el nivel k. La numeración de los

vértices se hará de la siguiente manera: cada vértice llevará información de todos
los vértices de niveles anteriores a los cuales está unido y del orden dentro de su
propio nivel. El orden en cada nivel se establecerá para cada rama de izquierda a
derecha. Que un vértice es el x0i1,i2...ik

significará entonces que pertenece al nivel
k-ésimo, que está unido con la ráız a través de los vértices x0i1 del primer nivel,
x0i1i2 del segundo nivel, y aśı sucesivamente, con x0i1i2...ik−1 del (k−1)-ésimo nivel.
Por ejemplo, x02351 es un vértice del cuarto nivel, pues después del cero hay cuatro
números. El vértice x02351 se encontrará entonces unido con x0235 del tercer nivel,
éste, a su vez, con x023 del segundo nivel, el cual está unido con x02 del primer
nivel y, este último, con la ráız x0. Por lo tanto, para ir por el árbol desde el vértice
x02351 hasta la ráız x0 hay que pasar por los vértices x0235 del tercer nivel, x023 del
segundo nivel y x02 del primer nivel.

Si un vértice x0i1...ik
del nivel k-ésimo está unido con un vértice del nivel (k−1),

x0i1...ik−1 , diremos que x0i1...ik−1 es el padre de x0i1...ik
y que x0i1...ik

es hijo de
x0i1...ik−1 . Si dos vértices tienen el mismo padre, diremos que son hermanos. Si
x0i1...is−1is

y x0i1...is−1i′s son hermanos e is > i′s, diremos que el primer vértice es
un vértice hermano mayor del segundo. Al padre, al abuelo (padre del padre), al
bisabuelo, etc., de un vértice, los llamaremos antecesores de éste. A su vez, se dirá
que un vértice es descendiente de su padre, de su abuelo, etc.

Consideremos el siguiente árbol de 7 vértices en R7:

x0, x01, x02, x03, x011, x012, x021. (1)

Este árbol está descrito nombrando los vértices de arriba a abajo y de izquierda a
derecha. Establezcamos cierto orden para describirlo como una lista que llamaremos
lista ordenada.

2. Escritura de un árbol como una lista
ordenada y coordenadas poliesféricas

Describiremos un árbol mediante una lista ordenada de izquierda a derecha, es-
cribiendo primero los vértices y luego los antecesores; es decir, en un árbol de k
niveles, escribiremos primero los vértices del nivel k, luego los del nivel (k − 1), y
aśı sucesivamente. En cada nivel escribiremos primero los “hijos menores” de un
mismo padre. Por ejemplo, el árbol (1) se escribirá

x011, x012, x021, x01, x02, x03, x0 (2)

aśı que los vértices x011, x012 tienen como antecesores a su padre x01 y a la ráız
x0. Nótese que se escriben primero todos los del segundo nivel luego todos los del
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primer nivel y por último la ráız (Figura 1).
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Figura 1
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En Rn podemos considerar que las coordenadas cartesianas de un punto están
siempre asociadas al orden de un árbol prefijado. Por ejemplo, en el espacio R7

podemos asociar las coordenadas cartesianas al orden del árbol (2), de tal manera
que x1 corresponde a x011, x

2 a x012, etc. Escribiremos, por abuso de notación,
x1 = x011, x

2 = x012, etc., de tal manera que a la ráız x0 le corresponde la última
coordenada: x7 = x0.

A cada arista (segmento de recta que une dos vértices del árbol) le haremos ahora
corresponder un ángulo ϕ, sujeto a los dominios que especificaremos posteriormente,
de la siguiente manera: a la arista que une x0i1i2...is

con x0i1i2...isis+1 , le hacemos
correspoder el ángulo ϕi1i2...is+1 , que es el ángulo entre los vectores (0, x0i1...is) y
(0, x0i1...is+1) en el plano generado por el origen y los vértices (x0i1...is) y (x0i1...is+1).
Aśı en el ejemplo (2), x0 está unido con x02 mediante la arista cuyo ángulo es ϕ2;
el vértice x02 está unido mediante la arista de ángulo ϕ21 al vértice x021, etc. Es
claro que estos ángulos quedan bien determinados por el vértice de mayor nivel de
los dos que une. El ángulo que acabamos de introducir es el denominado ángulo de
rotación. La transformación de rotación correspondiente la definiremos como sigue:
si x0i1i2...im es un vértice no extremal de un árbol ordenado, haremos corresponder
a este vértice la rotación g(ϕ) en el ángulo ϕ = ϕi1i2...im

del plano definido por el
origen de coordenadas y los vértices (x0i1i2...im−1) y (x0i1,i2...im

); es decir,

g(ϕ)
{

x′i = xi cos ϕ− xjsenϕ

x′j = xisenϕ + xj cos ϕ,

donde xi = x0i1i2...im−1 y xj = x0i1i2...im
están en un sistema ortonormal de

coordenadas del plano ordenado de acuerdo con el árbol. Supongamos que en Rn

se ha escogido un sistema ortonormal de coordenadas (xi). En este sistema el
elemento lineal tiene la forma

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + · · ·+ (dxn)2. (3)

Supongamos que a tal sistema se le ha dado el orden de un árbol y consideremos las
transformaciones de rotación de éste. Sea X0 un punto de la esfera unitaria Sn−1

en Rn. Entonces, cualquier otro punto X sobre la esfera Sn−1 se puede obtener
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por medio de la composición de todas las transformaciones de rotación aplicadas,
en su orden, a X0. Es decir, que

X =
∏

g(ϕi1i2...im
)X0 ,

donde ϕi1...im son los ángulos de rotación del árbol que ordena las coordenadas
de x según la anterior descripción. Aśı para el ejemplo (2), todo X ∈ S6 puede
escribirse en la forma

X = g(ϕ11)g(ϕ12)g(ϕ21)g(ϕ1)g(ϕ1)g(ϕ2)g(ϕ3)X0.

Es claro que si consideramos los ángulos de rotación y otra variable, como el radio
de una esfera centrada en el origen de coordenadas, por ejemplo, lo que obtenemos,
en adición al sistema ortogonal cartesiano, es un nuevo sistema de coordenadas,
formado por los n−1 ángulos de rotación y por el radio vector o distancia al origen
del sistema. A este segundo sistema lo llamaremos un sistema de coordenadas
poliesférico. La relación entre las coordenadas cartesianas x0i1i2...is y los ángulos
de rotación de las coordenadas poliesféricas viene dada por:

x0j1j2...js =
∏

Pj1j2...js

⋃
Rj1j2...js

cos ϕj1j2...jm

∏
Sj1j2...js

⋃
x0j1j2...js

senϕj1j2...jl
, (4)

donde Pj1...js
es el conjunto de los ángulos asociados a los vértices “hijos” de x0j1...js

,
Rj1...js es el de los ángulos asociados tanto a los vértices “hermanos mayores” de
x0j1...js como a los de los hermanos mayores de sus antecesores, y Sj1...js es el de
los ángulos asociados a los antecesores que están sobre la misma rama que x0i1...is

hasta llegar a la ráız.
Si hacemos el cambio de notación xi = x0i1...is , según la forma de ordenamiento

arriba mencionada, y utilizamos la fórmula (4), obtenemos que

i=n∑
i=1

(xi)2 = 1. (5)

Lo anterior lo podemos interpretar geométricamente de la siguiente manera: si
tenemos un punto X sobre la esfera X ∈ Sn−1, entonces cada árbol de n vértices
define un sistema de coordenadas poliesféricas (1, ϕ1, ϕ2, ...ϕn−1) de X, donde los
ángulos ϕs = ϕi1...is

son los ángulos de rotación del árbol.

Ejemplo 1. En R3 podemos formar esencialmente solo dos árboles que son

z = x0, y = x01, x = x011 (6)

y
z = x0, x = x01, y = x02. (7)

Para el caso (6), tenemos que un punto cualquiera sobre la esfera S2 con coor-
denadas cartesianas (x, y, z) tiene coordenadas poliesféricas (1, ϕ1, ϕ2) que están
relacionadas con (x, y, z), según (4), en la forma

z = cos ϕ1

y = cos ϕ2senϕ1(8)
x = sen ϕ2senϕ1,
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donde ϕ2 = ϕ11, según las notaciones establecidas anteriormente. Estas coorde-
nadas (8) son usualmente conocidas como las coordenadas esféricas de R3, aśı que
las coordenadas poliesféricas son una generalización de las coordenadas esféricas.
Para el segundo árbol (7), tenemos

z = cos ϕ1 cos ϕ2

y = sen ϕ2(9)
x = sen ϕ1 cos ϕ2

Estas ya no son coordenadas esféricas. Son otro tipo de coordenadas poliesféricas,
que corresponden al árbol (7). Una diferencia entre estos dos tipos de coordenadas
es que el primero preserva la orientación del espacio mientras que el segundo la
invierte. Para verificar esto basta observar que pasa con la normal exterior sobre
la esfera.

Ejemplo 2. En R7, las cartesianas (x1, ..., x7) y las coordenadas poliesféricas según
el árbol (2) están relacionadas por

x7 = x0 = r cos ϕ3 cos ϕ2 cos ϕ1

x6 = x03 = rsenϕ3

x5 = x02 = r cos ϕ3senϕ2 cos ϕ21

x4 = x01 = r cos ϕ3 cos ϕ2senϕ1 cos ϕ12 cos ϕ11

x3 = x021 = r cos ϕ3senϕ2senϕ21

x2 = x012 = r cos ϕ3 cos ϕ2senϕ1senϕ12

x1 = x011 = r cos ϕ3 cos ϕ2senϕ1 cos ϕ12senϕ11 ,

No es dif́ıcil comprobar que
∑7

i=1(x
i)2 = r2.

3. Dominio de los ángulos de rotación

Sea pi1...is
el número de “hermanos menores” de x0i1...is

y qi1...is
, el número de sus

“hijos”. Las condiciones para establecer el dominio de los ángulos de rotación en
un árbol son las siguientes:

(1) Si pi1...is
= 0 y qi1...is

= 0, entonces 0 ≤ ϕi1...is
< 2π.

(2) Si pi1...is = 0 y qi1...is 6= 0, entonces 0 ≤ ϕi1...is < π.
(3) Si pi1...is 6= 0 y qi1...is = 0, entonces −π/2 ≤ ϕi1...is < π/2.
(4) Si pi1...is

6= 0 y qi1...is
6= 0, entonces 0 ≤ ϕi1...is

< π/2.

En el ejemplo 1 tenemos para las coordenadas del primer árbol (6) (esféricas), que

0 ≤ ϕ1 < π, 0 ≤ ϕ2 < 2π

y para las coordenadas del segundo árbol (7), que

−π/2 ≤ ϕ1 < π/2, 0 ≤ ϕ2 < 2π.
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En el ejemplo 2, tenemos que

0 ≤ ϕ1 < π; 0 ≤ ϕ2 < π;

−π/2 ≤ ϕ3 < π/2; 0 ≤ ϕ11 < 2π;

−π/2 ≤ ϕ12 < π/2; −π/2 ≤ ϕ21 < π/2.

En general, en Rn, la suma de las longitudes de todos los dominios de los ángulos
de rotación es igual a nπ. Esto se debe a que esta suma es independiente de
los ángulos de rotación que se tomen sobre la esfera Sn−1, y es fácil verificar que
para las coordenadas esféricas, un caso particular de coordenadas poliesféricas, esta
suma es igual a 3π. El árbol asociado al cambio de coordenadas de cartesianas a
esféricas en Rn es siempre un árbol de una sola rama y (n− 1) niveles.

4. Coordenadas poli-pseudoesféricas en espacios pseudoeuclideos

Sea kRn = En−k,k el espacio euclidiano de dimensión n dotado de una forma
cuadrática con signatura (+,+, ...(n−k)...+,+,−,−, ...(k)...,−,−). Dado un árbol,
se establece primero el orden de numeración, tal como en las secciones anteriores.
Luego, a un sistema de coordenadas cartesianas xi se da el orden de los vértices
del árbol. Recuérdese aqúı que a la ráız x0 le corresponde la coordenada xn y al
primer vértice a la izquierda de nivel máximo le corresponde x1 (Esta escogencia
es arbitraria, puede tomarse otra).

Luego se da un signo (+) o (−) a la coordenada xi según que en la forma
cuadrática dada, al término cuadrático (xi)2 le corresponda (+) o (−) en la fórmula
para el cuadrado de la longitud de un vector.

Una vez establecido qué signo colocar a cada vértice del árbol se debe tener
en cuenta la siguiente regla para aplicar el método de hallar la expresión de las
coordenadas cartesianas en términos de las coordenadas poliesféricas: si el ángulo
ϕi1...is

corresponde a dos vértices del mismo signo x0i1...ii−1 y x0i1...is
, entonces,

en la fórmula (4) se colocan, como antes, cosenos y senos según el caso; pero, si
el ángulo ϕi1...is corresponde a dos vértices de signo contrario x0i1...ii−1 y x0i1...is ,
entonces, en la fórmula (4) se colocarán senos y cosenos hiperbólicos en lugar de
senos y cosenos circulares.

La regla de la suma de los ángulos no será ahora válida.

Ejemplo 3. Sea 1Rn el espacio pseudoeuclideo en el cual el producto interno es
[x, y] = x1y1 + · · · + xn−1yn−1 − xnyn (forma bilineal) y la distancia entre x y y
esta dada por r2(x, y) = [x− y, x− y]. Consideremos un árbol de una sola rama y
(n − 1) niveles y sea Ωn = {x | [x, x] > 0, xn > 0}. Las coordenadas cartesianas y
pseudoesféricas sobre Ωn están entonces relacionadas por

x1 = rsenh ϕn−1senϕn−2...senϕ2senϕ1

x2 = rsenh ϕn−1senϕn−2...senϕ2 cos ϕ1

......

xn−1 = rsenh ϕn−1 cos ϕn−2

xn = r coshϕn−1,
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donde r2 = [x, x], 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ ϕ1 < 2π, 0 ≤ ϕk < π, 0 ≤ ϕn−1 < ∞ para
1 < k < n− 1.

5. El Elemento lineal en coordenadas poliesféricas

Utilizaremos la regla dada en la sección 2 para describir un árbol como una lista
ordenada. De la misma manera, escribiremos como una lista ordenada los ángulos
de rotación. Sea ϕi1...is el último ángulo en esta lista. El elemento lineal (3) del
espacio euclidiano Rn en coordenadas poliesféricas está dado por

ds2 = dϕ2
i1...is

+ sen 2ϕi1...is
(∗) + cos2 ϕi1...is

(∗∗) (8)

donde (∗) y (∗∗) se establecerán de la siguiente manera:
(1) Si la coordenada x0i1...is

tiene hijos, hay que colocar toda la expresión (8)
en el lugar de (∗) para la coordenada x0i1...is+1 , comenzando por el hijo
mayor.

(2) Si x0i1...is tiene hermanos menores, (∗∗) se remplaza por (8) para la coor-
denada del hermano inmediatamente anterior a x0i1...is−1 .

(3) En caso de que x0i1...is
no tenga hermanos menores o hijos, se coloca cero

en el lugar correspondiente a (∗) o a (∗∗).
(4) Las operaciones (1) a (3) anteriores se repetirán tantas veces como sea

necesario para llegar al primer ángulo en la lista.

Por ejemplo, para el espacio euclideo R7 con coordenadas poliesféricas que respon-
den al árbol (2), tenemos

ds2 = dϕ2
3 + cos2 ϕ3{dϕ2

2 + sen 2ϕ2dϕ2
21

+ cos2 ϕ2[dϕ2
1 + sen 2ϕ1(dϕ2

12 + cos2 ϕ12dϕ2
11)]}.

6. Inmersión y encaje de variedades

A no ser que se especifique lo contrario, consideraremos solo variedades C∞ y
aplicaciones C∞ (suaves) entre ellas. Sean M y N variedades y f : M → N una
aplicación suave. Con T (M) y T (N) designaremos los correspondientes fibrados
tangentes. La aplicación f induce un homomorfismo df : T (M) → T (N) entre los
fibrados. Se dice que f es una inmersión si df es un monomorfismo, y un encaje, si
además de ser una inmersión es una aplicación 1− 1.
En general existen dos problemas:

Problema de Clasificación. Dadas dos variedades M y N , clasificar las inmer-
siones y los (encajes), módulo las homotoṕıas de M y N .

Problema de Existencia. Dadas dos variedades M y N , determinar si existe una
inmersión (escribiremos M ⊆ N) o un encaje de M en N (escribiremos M ⊂ N).

Las primeras respuestas generales a estos dos problemas fueron dadas por Whit-
ney y Wu:
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Teorema. (Whitney) [W] Toda variedad M (dim M = n) puede ser inmersa en
R2n−1 (M ⊆ R2n−1) y encajada en R2n (M ⊂ R2n).

Teorema. (Wu) [WT] Dos encajes cualesquiera de Mn en R2n+1 son isótopos.

El problema de la inmersión y encaje de variedades puede considerarse como un
problema global y su solución es topológica o gemétrica. Las soluciones deben ser
resultados que garanticen condiciones para que la inmersión o el encaje existan.

El problema de las involuciones (inmersiones) y encajes de (M, g) ↪→ Rm se estu-
dia en general planteando sistemas de ecuaciones que dependen del atlas escogido.
Por lo tanto, mientras que la involución de variedades generales es un problema
esencialmente topológico, la involución de espacios de Riemann es un problema
geométrico.

Cuando se habla de la esfera, se piensa de manera natural en su inmersión o
encaje en algún espacio de dimensión mayor; por ejemplo, en el espacio tridimen-
sional euclidiano. En cambio, el plano euclidiano se considera generalmente como
un todo y no como una involución o encaje en otro espacio mayor. Los dos ejem-
plos anteriores corresponden esencialmente a una misma variedad M dotada de
dos métricas diferentes: (M, g1) = S2 y (M, g2) = R2 = E2. La esfera S2 puede
realizarse o, más precisamente, encajarse en R3 o en cualquier espacio euclideo de
dimensión mayor, mientras que E2 lo hace en cualquiera de dimensión ≥ 2.

7. Espacios de Riemann de clase k
Llamaremos espacio de Riemann de clase k a cualquier espacio de Riemann (Mn, g)
que pueda encajarse en el espacio euclideano Rn+k. Aqúı surgen dos tipos de
problemas:

a) Determinar, para un k espećıfico, qué condiciones debe satisfacer g para
que (Mn, g) sea de clase k.

b) Determinar a qué clase pertenece un espacio de Riemann (Mn, g) dado.

7.1 Espacios de Riemann de clase k = 1.

Sea Vn un espacio de Riemann de dimensión n con forma cuadrática fundamental
positivamente definida

ds2 = gαβdxαdxβ ,

donde las (xi) son las coordenadas del espacio considerado y gαβ las del tensor
métrico.

Una condición necesaria y suficiente para que Vn sea de clase 1 es que exista un
tensor simétrico de valencia 2, Ωαβ , asociado a la segunda forma fundamental, tal
que

Rαβ,γδ = ΩαγΩβδ − ΩαδΩβγ (ecuación de Gauss) (9)

y que
Ωαβ,γ = Ωαγ,β (ecuación de Codazzi). (10)

Rosenson [R], apoyándose en trabajos de Thomas [T] y Weise [We], obtiene, a
partir de (9) y (10), unos invariantes, ps, llamados invariantes fundamentales de
una hipersuperficie del espacio euclideano (En+1, G), los cuales son promedios de
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las componentes del tensor de curvatura de Riemann y del tensor métrico. En
coordenadas ortonormales, si Gij = δij y Ωαδ = 0 para α 6= β, estos invariantes se
expresan en la forma

p1 = −
n∑

γ=1

Ωγγ

p2 =
∑
γ<δ

ΩγγΩδδ

p3 = −
∑

γ<δ<ε

ΩγγΩδδΩεε

...

pn = (−1)nΩ11 · · ·Ωnn.

Observamos que en este caso los Ωii calculados en cualquier punto p son números
reales que expresan las curvaturas normales principales del espacio Vn.

Rosenson demuestra además que cualquier otro invariante conjunto de la
primera y segunda forma fundamentales se puede expresar en términos de los
ps.

Los invariantes ps fueron obtenidos recursivamente al analizar (9), (10),

(k)Uδ
α = Ωλ

α

(
(k−1)Uδ

λ −
(k−1)U1

k − 1
δδ
λ

)
k = 2, n

(1)Uδ
α = Ωδ

α; (1)U1 = −p1.

y permiten establecer diferentes condiciones para que (Mn, g) sea de clase 1. Por
ejemplo,

si (M4, g) satisface

Rγ
α

(4)Uα
γ − 1

2
R(4)U1 + Rλµ

αβ

(
Rα

λ − R

2
δα
λ

)(
Rβ

µ −
R

2
δβ
µ

)
> 0

y si (4)Uδ
α 6= 0, entonces

4p2
3R

γδ
αβ =(

Rγ
αλµRλµ − (4)Uγ

α − 1
2
RRγ

α

)(
Rδ

βγσRγσ − (4)Uδ
β −

1
2
RRδ

β

)
−(

Rδ
αλµRλµ − (4)Uδ

α − 1
2
RRδ

α

)(
Rγ

βγσRγσ − (4)Uγ
β − 1

2
R1R

γ
β

)
,

donde

p2
3 =

1
6
Rγ

α
(4)Uα

γ − 1
12

R1
(4)U1 +

1
6
Rλµ

αβ

(
Rα

λ − R

2
δα
λ

)(
Rβ

µ −
R

2
δβ
µ

)
.

Estas fórmulas expresan condiciones necesarias y suficientes para que (M4, g) sea
de clase 1. En otro resultado, Rosenson expresa en forma expĺıcita la segunda
forma fundamental:

2p3Ωδ
α =

1
6
Rδ

αλµRλµ − 1
2
RRδ

α.



22 JOSÉ R. ARTEAGA

Todos los invariantes encontrados por Rosenson, aśı como las condiciones dadas
por él para que un espacio de Riemann sea de clase 1, se basan en el supuesto de
que la segunda forma fundamental es conocida.

Si el espacio de Riemann es conformemente plano, es decir, si g = f−2ġ, donde
f ∈ C3 y ġ es la métrica del espacio euclideo En, entonces las condiciones exigidas
para que sea de clase 1 se simplifican. Lancaster [L] encuentra cuál debe ser la
estructura del tensor métrico g en este caso, conocido como el de las hipersuperfi-
cies conformemente planas en Rn+1. Lancaster reduce el problema de determinar
la métrica, al análisis de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales de segundo orden. Obtiene resultados muy interesantes para el caso n = 3.
Mencionaremos sólo algunos de ellos.

Bajo el supuesto de que la segunda forma fundamental es un tensor diagonal en
el sistema euclideo de coordenadas escogido, es decir, en el cual el elemento lineal
se expresa como

ds2 = e2σ
∑

(dxi)2

con σ = σ(xi), i = 1, 3 y σ ∈ Cω, y haciendo algunos cambios para simplificar la
notación, las ecuaciones de Gauss se transforman en

βhhβii = e−σ
(
f ′′h + f ′′i

)
− A, h 6= i (11)

donde

e−σ =
3∑

m=1

fm, (12)

fk = fk(xk), βii = e−2σΩii y A =
∑3

1 f ′m
2. A su vez, la ecuación de Codazzi toma

la forma
∂kβii = ∂kσ

(
βkk − βii

)
, i 6= k . (13)

Resolviendo (13) y teniendo en cuenta (12), se obtiene que

β11 = Fe−σ

donde F = F (x1), y si F (x1) ≡ 0 se obtiene una primera solución

e−σ =
3∑
1

axi 2 + bix
i + ci,

en la cual 4a(c1 + c2 + c3) = b2
1 + b2

2 + b2
3 y β11 = β22 = β33 = 0.

En general, Lancaster obtiene que si C3 es un espacio conformemente eucli-
diano de dimensión 3, C3 es de clase 1 con segunda forma fundamental diagonal si
y sólo si la primera forma fundamental está dada por

i)

ds2 =
∑3

1(dxi)2[
f(x1) +

∑
(axi 2 + bixi + ci)

]2
donde f ∈ Cω, f 6= 1

4a (b2
2 + b2

3)− (c2 + c3), o por
ii)

ds2 =
∑3

1(dxi)2[∑
ci coshωixi

]2
donde c2

1ω
2
1 = c2

2ω
2
2 + c2

3ω
2
3 y 1

ω2
1

= 1
ω2

2
+ 1

ω2
3

.
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Cuando n ≥ 4, establece una expresión para el tensor métrico de Cn de la forma

ds2 = u−2
n∑
1

(dxi)2,

donde u(x1, ..., xn) es una función positiva arbitraria de clase C3.

Suponiendo que la segunda forma fundamental en un sistema ortonormal de
coordenadas tiene como matriz (Ωij) = (bij) = bδij + bibj , encuentra dos tipos
distintos de soluciones para u:

u =
∑

axi 2 + bix
i + ci + g(x1, ..., xn),

donde

i) g =
√

(a1 + b1x1) . . . (an + bnxn)
ii) g = G(a1x1 + . . . + anxn).

Encuentra también las expresiones

b2 = u−4[2Bu−A]

A =
n∑
1

(∂mu)2

bb2
i = u−3[∂2

iiu−B]

donde B es una función C3 arbitraria, que relaciona a u con la segunda forma
fundamental.

7.2 Espacios de Riemann de clase 2.

Encontrar condiciones similares para espacios de Riemann de clase mayor que uno
es mucho más dif́ıcil. Aunque se ha trabajado mucho, existen aún problemas sin
resolver. Se han intentado diversos procedimientos para encajar un espacio en
otro sin necesidad de resolver las ecuaciones de Gauss-Codazzi. Aqúı daremos un
ejemplo de encaje de una métrica conocida de antemano, evitando resolver las
ecuaciones de Gauss-Codazzi. Aunque este ejemplo no sugiere ningún método,
sirve para ilustrar la recursividad a la que se debe recurrir para manejar este tipo
de problemas.

Ejemplo 4. La métrica de Pérez. Sea R6 dotado de un sistema de coordenadas
(zα) en el cual el tensor métrico tiene como matriz a

(Gαβ) =


0 0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1/2
0 −1 0 0 −1/2 0

 .
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Consideremos el cambio de coordenadas

z1 = x1 + x4C(x1, x2, x3, x4)
zσ = xσ, para (σ = 2, 3, 4)
z5 = C(x1, x2, x3, x4)
z6 = (x4)2 .

(14)

El elemento lineal de R6 está dado por

ds2 = 2dz1dz4 − d(z2)2 − d(z3)2 − dz5dz6.

Haciendo el cambio de coordenadas propuesto en (14), obtenemos que

ds2 = 2(dx1 + C(x1, x2, x3, x4)dx4 + x4(c1dx1 + c2dx2 + c3dx3 + c4dx4))dx4−
− (dx2)2 − (dx3)2 − (c1dx1 + c2dx2 + c3dx3 + c4dx4)2x4 =

= 2dx1dx4 − (dx2)2 − (dx3)2 + 2C(x1, x2, x3, x4)(dx4)2,

aśı que el tensor métrico del espacio inmerso (segunda forma fundamental) tiene
como matriz

(gij) =


0 0 0 1
0 −1 0 0
0 0 −1 0
1 0 0 2C(x1, x2, x3, x4)

 . (15)

Cuando C = C(x2, x3, x4), es decir, cuando no depende de x1, se obtiene que

Rij = 0 =⇒ ∂22C + ∂33C = 0 . (16)

La métrica gij (15) con la restricción (16) se conoce como la métrica de Pérez. Tal
métrica describe un campo de ondas gravitacionales planas.

8. La métrica de Kerr

La métrica de Kerr está dada por

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − dt2 +
2mr3

r4 + a2z2
(k)2 (17)

donde r satisface

(r2 + a2)rk = r2(xdx + ydy) + ar(xdy − ydx) + (r2 + a2)(zdz − rdt)

y
r4 − (R2 − a2)r2 − a2z2 = 0;

R2 = x2 + y2 + z2.

Esta forma fundamental se obtuvo haciendo una transformación a un sistema de
coordenadas asintóticamente planas de la métrica

ds2 = (r2 + a2 cos2 θ)(dθ2 + sen 2θdφ2) + 2(du + asen 2θdφ) (18)
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×(dr + asen 2θdφ)− (1− 2mr

r2 + a2 cos2 θ
)× (du + asen 2θdφ)2

donde m,a ∈ R. Tal transformación es

(r − ia)eiθsen θ = x + iy ; r cos θ = z ; u = t + r . (19)

En este sistema de coordenadas la matriz del tensor métrico gij es
0 0 asen 2θ 1
0 r2 + a2 cos2 θ 0 0

asen 2θ 0 (r2 + a2)sen 2θ + 2mra2sen 2θ
r2+a2 cos2 θ

2mrasen 2θ
r2+a2 cos2 θ

1 0 2mrasen 2θ
r2+a2 cos2 θ

2mr
r2+a2 cos2 θ − 1

 .

La métrica de Kerr en las coordenadas de Boyer-Lindquist [MTW]

x1 = r ; x2 = θ ; x3 = φ ; x4 = t

toma la forma

g11 =
r2 + a2 cos2 θ

a2 − 2mr + r2
;

g21 = 0 ; g31 = 0 ; g41 = 0 ; g22 = r2 + a2 cos2 θ ; g32 = 0 ; g42 = 0 ;

g33 =
sen 2θ(a4 + 2a2r2 + r4 − a2(a2 − 2mr + r2)sen 2θ)

r2 + a2 cos2 θ
;

g43 =
−2marsen 2θ

r2 + a2 cos2 θ
;

g44 = −a2 − 2mr + r2 − a2sen 2θ

r2 + a2 cos2 θ
.

En este caso el tensor de Ricci es nulo y, por lo tanto, la curvatura escalar es cero1:
R = 0. Esto muestra que la métrica de Kerr es plana y Ricci-plana, pero, también,
que no es conformemente plana, pues en este sistema de coordenadas existe al
menos una componente no nula2:C3434

Otra métrica con las mismas caracteŕısticas geométricas que la de Kerr es la de
Schwarzschild, cuyo tensor métrico en coordenadas de Boyer-Lindquist es

gij =


( (1−(2Gm))

r )−1 0 0 0
0 r2 0 0
0 0 r2sen 2θ 0
0 0 0 −(1−(2Gm))

r

 .

La métrica de Schwarzschild es el caso particular a = 0 de la métrica de Kerr.
F́ısicamente, el campo de Kerr es el campo gravitacional de una estrella en rotación
con momento angular a. El de Schwarzschild, el de una que no rota.

1Cálculos hechos utilizando Mathematica y MathTensor.
2MathTensor
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9. Encaje del espacio–tiempo de Kerr

Mostraremos que el problema de encajar espacios de Riemann Vn en espacios planos
Em (m > n) conduce a la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
de Pfaff con condiciones algebraicas sobre sus coeficientes.

Supongase que deseamos encajar el espacio-tiempo axialmente simétrico de Kerr
en un espacio pseudoeuclideo de dimensión nueve, utilizando un método de encaje
local isométrico.
En general, para encajar un espacio Vn en un espacio euclidiano Em se debe tener
en cuenta que

i) El problema de encaje Vn ↪→ Em requiere
a) dado Vn con ds2 = gij(x)dxidxj , definir la dimensión de Em en el cual

Vn se pueda considerar como una superficie,
b) encontrar las funciones yα(x) que definan el encaje.

ii) Las ecuaciones fundamentales de un encaje localmente isométrico
Vn ↪→ Em se obtienen al igualar las dos formas métricas de los respec-
tivos espacios

ds2
E = Gαβdyαdyβ = gij(x)dxidxj = ds2

V (20)

donde Gαβ = δij(ε1, ..., εm), α, β, γ = 1,m e i, j, k = 1, n, aśı que

gij(x) = Gαβ
∂yα

∂xi

∂yβ

∂xj
= Gαβyα

i yβ
j . (21)

De lo anterior se deduce que el estudio del encaje Vn ↪→ Em se reduce al estudio
de n(n+1)

2 ecuaciones diferenciales no lineales. Cualquier sistema de m soluciones
reales independientes yα(x) constituye un sistema de funciones de encaje.

Es conocido (cf. [F]) que cualquier Vn puede ser local e isométricamente encajado
en Em, m = n(n+1)

2 . Sin embargo, puede suceder que Vn se pueda encajar en un
Em de menor dimensión. Si el menor número de dimensión de Em en el cual se
puede encajar Vn es m = n + k, Vn es de clase k. Sobre los espacios de clase k,
con k > 2, es poco lo que se conoce, como lo hemos mencionado. Esto se debe a
que las ecuaciones de Gauss-Codazzi y sus condiciones de integrabilidad son tan
complejas que encontrar sus soluciones es casi imposible (cf. [C]). Kuziev [Ku] ha
demostrado que la clase de encaje del campo de Kerr es k ≥ 3.

Veamos cómo plantear en general las ecuaciones que definen las funciones de
encaje para una métrica dada. Trabajaremos con sistemas básicos ortonormales no
holonómicos. Consideraremos un espacio Vn con signatura

Vn : ds2
V = gij(x)dxidxj = εk[ωk(d)]2, εk = +1 (22)

donde ωk(d) son 1-formas diferenciales independientes (más espećıficamente, ωi(d)
= Ai

sdxs) el cual se puede encajar en un espacio euclidiano Em con signatura

Em : ds2
E = Gαβ(x)dyαdyβ = εα(dyα)2, εα = +1. (23)

La ecuación (20) toma la forma

εk[ωk(d)]2 = εα(dyα)2 . (24)
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Escogiendo una base en Vn podemos obtener expresiones para dyα(x):

dyα = Aα
k (x)ωk(d), (25)

donde (A)m×n tiene rango n, y de (24) podemos concluir que

εαAα
k Aα

l = δklεk

εα

(
Aα

k (x)
)2 = εk,

de lo cual
εαAα

i Aα
j = 0 (i 6= j). (26)

Por lo tanto, el número de funciones Aα
k que definen el encaje es

s = m.n − n(n + 1)
2

.

Aśı pues, para hallar las funciones de encaje de un espacio de Riemann (Vn, g) en
un espacio euclidiano Em se debe resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales de Pfaff (25) con condiciones sobre los coeficientes dadas
por (26), donde A es la matriz del cambio de coordenadas de cartesiano a no
holonómico. Esta matriz se puede obtener mediante un sistema de coordenadas
poliesférico asociado a un árbol apropiado. La dimensión m y el árbol se escogen en
principio arbitrariamente, y la idea del método es la de encontrar un árbol asociado
a las coordenadas poliesféricas en el cual este sistema tenga soluciones simples.

x0(+)

φ1 φ3φ2

x01(+) x02(+) x03(−)

φ11 φ21 φ31 φ32

φ321

x011(+) x021(+) x031(−) x032(−)

x0321(+)

Figura 2

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................

Mostraremos como ejemplo del método descrito el encaje dado por Kuziev a la
métrica de Kerr.

Para n = 4, s = 4m− 10. Usaremos las coordenadas poliesféricas de Vilinkin
[Vi], tratadas en parágrafos anteriores de este art́ıculo, y el algoritmo para construir
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sistemas de coordenadas a partir de este tipo de funciones. Kuziev [Ku] encaja la
métrica de Kerr en E9. Para hacer este encaje de un espacio de dimensión 4 en
otro de dimensión 9, tenemos que escoger 4 puntos en la esfera de radio 1 en E9.
Cada punto sobre la esfera forma ocho ángulos con los ejes coordenados en E9. Por
lo tanto cada punto, el cual se representa con nueve coordenadas rectangulares, se
puede expresar también mediante ocho ángulos, correspondientes a las coordenadas
poliesféricas.

Para cada punto consideraremos E9 con la siguiente signatura

(−,−,−,+,−,−,−,−,+)

y el árbol asociado de la figura 2:

(+)x0321, (+)x011, (+)x021, (−)x031, (−)x032, (+)x01, (+)x02, (−)x03, (+)x0.

Utilizaremos la siguiente notación

x1 = x0321;x2 = x011;x3 = x021;x4 = x031;x5 = x032,

x6 = x01;x7 = x02;x8 = x03;x9 = x0

y para los ángulos

φ1 = ϕ321;φ2 = ϕ11;φ3 = ϕ21;φ4 = ϕ31;φ5 = ϕ32;φ6 = ϕ1;φ7 = ϕ2;φ8 = ϕ3.

La matriz de transformación de coordenadas rectangulares a coordenadas poliesféri-
cas A9×4, Aα

i (x), i = 1, . . . , 4, tiene entonces como primera columna a Aα
1 (x) cuyas

componentes son (de acuerdo con el orden establecido):

x3 = cosh φ8 senφ7 senφ3

x7 = cosh φ8 senφ7 cos φ3

x4 = senhφ8 cos φ5 senφ4

x8 = senhφ8 cos φ5 cos φ4

x2 = cosh φ8 cos φ7 senφ6 senφ2

x6 = cosh φ8 cos φ7 senφ6 cos φ2

x9 = cosh φ8 cos φ7 cos φ6

x5 = senhφ8 senφ5 coshφ1

x1 = senhφ8 senφ5 senh φ1

y Aα
2 , Aα

3 , Aα
4 se escogen de forma análoga, teniendo en cuenta que las coordenadas

Aα
2 (x) se escogen en términos de φ9, ..., φ16, las Aα

3 (x), en términos de φ17, ..., φ24,
y las Aα

4 (x), en términos de φ25, ..., φ32.
Para la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist,

ds2 =
(

1 − 2mr

p2

)
dt2 − p2

∆
dr2 −

(
r2 + a2 +

2mr

p2
a2sen 2θ

)
sen 2θdφ2 − p2dθ2 +

4mr

p2
asen 2θdφdt,
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y en un sistema de coordenadas no holonómico,

ds2 = −(ω1)2 − (ω2)2 − (ω3)2 + (ω4)2 (27)

donde

ω1 =
p√
∆

dr

ω2 = pdθ

ω3 =

(
∆

1− 2mr
p2

) 1
2

sen θdφ

ω4 =

[(
1 − 2mr

p2

) 1
2

dt +
2mr

p2

(
1 − 2mr

p2

)− 1
2

asen 2θdφ

]

con ∆ = r2 + a2 − 2mr, p2 = r2 + a2 cos2 θ.
Resolviendo entonces (25), teniendo en cuenta (26), se encuentra que:

y1 =
(

2mar

p2

) 1
2

sen θ sen (φ− t)

y2 =
(

2mar

p2

) 1
2

sen θ cos(φ− t)

y3 =
[
1 − 2mr

p2
(1− asen 2θ)

] 1
2

sen t

y4 =
[
1 − 2mr

p2
(1− asen 2θ)

] 1
2

cos t

y5 =
[
r2 + a2 − 2mar

p2
(1− asen 2θ)

] 1
2

sen θsenφ

y6 =
[
r2 + a2 − 2mar

p2
(1− asen 2θ)

] 1
2

sen θ cos φ

y7 =
[
r2 + a2 − 2mar

p2
(1− asen 2θ)

] 1
2

cos θ

y8 = Φ1(r, θ)

y9 = Φ2(r, θ)

donde Φ1, Φ2, conjuntamente con las demás funciones y1, ..., y7, definen el encaje.
Kuziev no da expĺıcitamente estas funciones, pero demuestra su existencia. Para la
métrica de Schwarzschild, el caso a = 0 de la métrica de Kerr, Kuziev muestra
que el encaje dado por Kazner [Ka] se obtiene de esta serie de yα haciendo a = 0.
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En este caso

y1 = 0

y2 = 0

y3 =

√
1− 2m

r
sen t

y4 =

√
1− 2m

r
cos t

y5 = rsen θsenφ

y6 = rsen θ cos φ

y7 = r cos θ

y8 = 0

y

y9 = f(r), donde f satisface
(

df

dr

)2

=
2mr3 −m2

r3(r − 2m)
.

aśı que la métrica de Schwarzschild puede ser encajada en R6. Si m = 0, se obtiene
la métrica de Lorentz.

Nota. Todos los cálculos fueron hechos utilizando los paquetes computacionales
Mathematica y MathTensor.
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sions, Bull. Soc. Math. France 45 (1917), 57–121.
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Universidad de Los Andes
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