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RESUMEN. Mostramos la bien conocida estructura ordenada de los 3-anillos, uti-
lizando unicamente las operaciones del anillo y evitando el uso de las descomposicio-
nes de sus elementos en términos de idempotentes.

INTRODUCCION

Se sabe desde hace mucho tiempo que los p-anillos tienen una estructura de reticulo
de Post (ver [B], [B-D]). Para determinar esta estructura el instrumento fundamen-
tal lo constituye el reticulo de Boole de los idempotentes del anillo. En efecto, puede
probarse que si A es un p-anillo y = es un elemento de A, entonces x tiene dos ex-
presiones en términos de los idempotentes de A. Por un lado, z puede expresarse
de manera tnica en la forma

p—1
T = Z ix; (expresién disyunta)
=1
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donde los x; son idempotentes ortogonales de A. Por otro lado, x tiene una ex-
presion unica de la forma

p—1
x = E ' (expresién decreciente)
i=1

donde los (" son idempotentes de A tales que z* > 20+ parai =1,....,p — 2.
(Aclaremos aqui que si a y b son idempotentes decimos que a < b si ab = a).
Teniendo en cuenta estas descomposiciones, podemos definir un orden en el anillo
A que extiende al orden del anillo de sus idempotentes, de la siguiente manera:

<y si y solamente si z; < y(i) parat=1,...,p— 1.
Puede probarse que (A, <) resulta un reticulo distributivo que, en la categoria de
los reticulos distributivos con minimo y méaximo, es el coproducto de un reticulo de
Boole con una cadena. En otras palabras, (A4, <) es un reticulo de Post (ver [B-D]).

Debido a la manera en que se defini6 el orden, todas sus propiedades se deducen
utilizando las expresiones disyunta y decreciente de los elementos de A. El propdsito
de este articulo es mostrar la  estructura ordenada de los
3-anillos sin utilizar explicitamente estas descomposiciones en términos de idem-
potentes. En otras palabras, se quiere mostrar una definicién del orden utilizando
tnicamente las operaciones del anillo. Especificamente, se mostrara que

<y si y solamente si x = x2y2 + (a? — 962)(2/ - 92)-

De la misma manera se encontraran expresiones explicitas para los extremos supe-
rior e inferior de dos elementos.

El trabajo que aqui se presenta para los 3-anillos, puede evidentemente hacerse
para un p > 3, pero los calculos son bastante mas complicados.

1. EL ANILLO DE BOOLE ASOCIADO A UN ANILLO CONMUTATIVO

Enunciaremos aqui algunas propiedades conocidas de los reticulos y los anillos de
Boole y la forma en que a un anillo conmutativo cualquiera puede asociarsele un
anillo de Boole.

Recordemos, primero que todo, que un reticulo es un conjunto ordenado en el
cual todo par de elementos {a, b} posee una minima cota superior, notada a V b, y
una maxima cota inferior, notada a A b. Si el reticulo tiene minimo, éste se notara
m y si tiene maximo, éste se notard M. Se dice que el reticulo L es distributivo
siaA(bVe)= (aAb)V (aAc) para todo a,b,c € L. Esto es equivalente a que
aV(bAc)=(aVb)A(aVc) para todo a,b,c € L, luego en un reticulo distributivo
las operaciones de sup e inf son mutuamente distributivas.

Dado un reticulo L con minimo y maximo, se dice que un elemento a € L es un
complemento del elemento b € L, si aVb= M, y, a ANb=m. Cuando el reticulo es
distributivo el complemento de un elemento es tnico en caso de que exista. Se dice
que un reticulo distributivo con minimo y maximo es de Boole si todo elemento tiene
un complemento. El ejemplo tipico de reticulo de Boole es el conjunto P(X) de las
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partes de un conjunto X, ordenado por inclusién. En este caso M = X, m = &,
AV B eslareunién de Ay B, AA B es la interseccién de A y B y el complemento,
A’ de A es el conjunto X — A.

Por otro lado un anillo B con unidad en el que se satisface 2 = 22 para todo
elemento z € B, se llama un anillo de Boole. Puede probarse sin dificultad que
todo anillo de Boole es conmutativo y que 2z = 0 para todo x € B. Si se define en
el anillo de Boole B la siguiente relaciéon

<y si y solamente si = = xy

tenemos que (B, <) tiene una estructura de reticulo de Boole, donde el minimo es
0, el maximo es 1, el complementode x es 1 —x, c Ay =zy, zVy=x+y+zy. Es
mas, la categoria de los anillos de Boole es equivalente a la categoria de los reticulos
de Boole (ver [B-D], [A2], [H]).

Nota 1.1. Si el anillo B no tiene unidad, la relacién de orden definida arriba sigue
dando a B una estructura de reticulo distributivo, pero sin elemento méximo (ver
[B-DJ, [A2]).

Sea ahora A un anillo conmutativo con unidad. Un elemento z € A se llama
idempotente si # = 22. El conjunto Ip(A) de todos los idempotentes de A es cerrado
para el producto pero no para la suma, por lo que no es un subanillo de A. Sin
embargo, si modificamos la suma definiendo

a®b=a+b—2ab,

(Ip(A),®,.) tiene una estructura de anillo de Boole y, por consiguiente, es también
un reticulo de Boole.

Ejemplos.

(1) Sea A = Zs x Zs, Ip(A) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} y como anillos de
Boole Ip(A) = Zo x Zs =2 P({0,1}).
(#4) Si A es un dominio de integridad, Ip(A) = Z,.
(#41) Si A es un anillo de Boole, Ip(A) = A.
Otro hecho bien conocido es que si el anillo de Boole B es finito, es isomorfo a un
anillo de partes y, por consiguiente, su cardinal es una potencia de 2.

2. IDEMPOTENTES EN LOS P-ANILLOS

En este paragrafo se definird la nocién de p-anillo y se hard la deduccién de las
expresiones disyunta y decreciente de las que se hablé en la introduccién. Estas
expresiones se utilizardn més adelante para definir el orden en un p-anillo y para
calcular el cardinal de un p-anillo finito.

Definicién 2.1. Sea p un nimero primo. Un p-anillo es un anillo A en el que se
satisfacen las identidades pr = 0 y P = x para todo elemento x de A.

En otras palabras, un p-anillo es una Z,-algebra asociativa en la que 2P = z para
todo elemento x.
Nota 2.2. Es un hecho conocido que todo anillo en el que z™*) = z para todo z,
es conmutativo y por consiguiente los p-anillos son anillos conmutativos (ver [B],

1, [L])-
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Ejemplos.
(¢) Los 2-anillos con unidad son exactamente los anillos de Boole.
(#3) Z, es un p-anillo.
(iii) Si A es un p-anillo y X es un conjunto cualquiera, el anillo AX, de las
funciones de X en A, es un p-anillo.
Sea ahora A un p-anillo con unidad y supongamos que para x € A existen z1, ..., Zp—1
en Ip(A) tales que zjz; = 0sii # jyao = Zfz_ll ix;. Para encontrar los z;
en términos de x se establece el siguiente sistema de p — 1 ecuaciones con p — 1
incégnitas:
xr = 1331 + 2332 —+ ...+ (p — l)xp_l
372 = 1.131 + 221,‘2 + ...+ (p — 1)2.I‘p_1

2Pt =1a, + 2P g + .+ (p— 1)1’_13:,7,1

que matricialmente se escribe

1 2 e p—1 T T
122 ... (p—1)? xy | | 2?
I N (o § L Tp_1 2P—1

Notese que la matriz asociada al sistema es la matriz de Van der Monde, que, para
p primo, es invertible y su inversa es

1 1 1 1

1 =2 ... 92 2 1
p*l e .. e . P “ e
p—1p2 -« (p-12% p—1 1

Nota 2.3. Si p no es primo, la matriz no necesariamente es inversible en M,_1(Zj).
Por ejemplo, en Z4 dicha matriz es

— =
O O N
W = W

cuyo determinante es cero. Tenemos entonces que el sistema tiene solucién tnica y
cada elemento de A tiene una expresién disyunta tnica.
Ejemplos.
(7) En los anillos de Boole la descomposicién de un elemento tiene un solo
término.
(ii) Para un 3-anillo A, tenemos que x en A se puede escribir en la forma
T = a+2b con a y bidempotentes ortogonales. Para hallar a y b establecemos
el sistema

r=a+2b
2 =a+b

de donde a = 2z + 222 y b = = + 222. Un calculo directo nos muestra que
en efecto a® =a, b>=b, ab=0y a+ 2b = =z.
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A partir de la expresion disyunta de un elemento = de A, podemos construir otra
de la forma z = Zf:_ll £, donde los (" son idempotentes del anillo tales que

z® > 0+ para i =1, ...,p — 2. En efecto, podemos definir z(9) = f;zl x; y asi
p—1 p—1 p—1 p—1
"E(Z)CL'(PFU = (Z 1'])( Z {Ek) = Z Z .’Ej(Ek = CL'(lJrl),
j=i k=i+1 j=i k=i+1
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Puede probarse igualmente que esta descomposicién como suma de idempotentes
decrecientes, llamada expresion decreciente de x, es también tnica.

Ejemplos.

(¢) En un anillo de Boole las expresiones decreciente y disyunta coinciden.
(it) En el 3-anillo A, si la expresién disyunta de z es = a + 2b, entonces su
expresién decreciente es z = (a+b)+b. Es decir que z() = a+by 22 =b.

3. CARDINAL DE UN P-ANILLO

Mostraremos aqui, con ayuda de las expresiones disyuntas de sus elementos, que
un p-anillo A es finito si, y solamente si, su anillo de idempotentes B = Ip(A) es
finito. En este caso, si el cardinal de B es 2™ entonces el cardinal de A es p™.

Sea A un p-anillo y sea B = Ip(A) el anillo de Boole de sus idempotentes. Debido
a la expresion disyunta de los elementos de A, existe una biyeccién entre el conjunto
A'y el conjunto H = {(ay,...,ap—1) € B !|a;a; = 0 para i # j}. Claramente A es
finito si y solamente si B es finito. Supongamos ahora que B es finito. B resulta
entonces isomorfo a P(X) para algin conjunto finito X. Si X tiene n elementos B
tendra 2™ elementos. Puede probarse sin mayor dificultad, usando induccién sobre
p, que el cardinal de A resulta ser p™. Como ilustracién veamos el caso p = 3:

B es isomorfo a P(X) para un conjunto X de n elementos y A corresponde
biyectivamente con el conjunto H = {(U,V) € P(X) x P(X)|[UNV = &}. Fijemos
ahora un subconjunto U de X de cardinal k. El ndmero de subconjuntos de X
disyuntos de U es precisamente el cardinal de P(X — U), es decir 2"*. Como el
nimero de subconjuntos U de X de cardinal k es (}), tenemos que el cardinal de

Hes > o (M2nF=(1+2)"=3"
En resumen tenemos el siguiente teorema:
Teorema 3.1. Sean A un p-anillo y B su anillo de idempotentes. A es finito si y

solamente si B es finito y en este caso, el cardinal de B es 2™ si y solamente si el
cardinal de A es p™.
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4. ORDEN EN LOS P-ANILLOS

En este pardgrafo recordaremos cémo se define el orden en un p-anillo a partir de las
expresiones disyunta y decreciente de sus elementos y enunciaremos un teorema que
resume las propiedades de este orden. También se encuentra la extensién booleana
libre de un p-anillo.

Dado un p-anillo A se define una relacién de orden entre sus elementos de la
siguiente manera:

<y si y solamente si z; < y(i) para t=1,...,p—1,

donde z; y ¥ son las componentes de las expresiones disyunta de z y decreciente
de y respectivamente, y el orden de la derecha es el orden en el anillo de Boole de
los idempotentes de A. Esta relacién extiende naturalmente el orden de Ip(A) ya
que si x e y son idempotentes su expresiones disyunta y decreciente son triviales.
De ahora en adelante el signo < se utilizard para designar esta relacién de orden.
Algunas de las propiedades de este orden estan dadas por el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Si A es un p-anillo entonces:

(1) (A, <) es un reticulo distributivo.

(i) 0 es el minimo de A yp—1 es el mdzimo de A.

(#i1) x es inversible si y solamente si x > 1.

(iv) x es idempotente si y solamente si x < 1.

(v) El orden restringido a Zy es0<1<2< .. <p—1.

(vi) La aplicacion x — x + 1 es un isomorfismo de conjuntos ordenados entre
[150+1]ylf+1;7+2] paraj=0,1,...,p— 3, donde
[a;0] ={zx € A]a <z <)}

Teniendo en cuenta la propiedad (vi) y el hecho que, de acuerdo con (iv), Ip(A) =
[0; 1], podemos concluir el siguiente corolario (ver [Al]):

Corolario 4.1. La extension booleana libre de (A, <) es BP~! donde B = Ip(A).

5. EL ORDEN EN LOS 3-ANILLOS

El objeto de este parigrafo es mostrar una definicién del orden en un 3-anillo
utilizando tnicamente las operaciones del anillo y sin recurrir a los idempotentes.
También se encontraran expresiones explicitas para el extremo superior y el inferior
de dos elementos y se demostrard el teorema 4.1 para el caso de los 3-anillos.

Lema 5.1. Sea A un 3-anillo. La aplicacion x — x° de A en Ip(A) es un morfismo
suryectivo de conjuntos ordenados. Por consiguiente, si x < y en A, entonces

2? = 2%y

En efecto, si x e y son elementos de A, tenemos las siguientes implicaciones:

r<y=m Sy(l), X2 Sy@)

2 2

— (z+2°w=x+2° (@-2))y—y)=r—x
— a2t —22=0, ay—ax—2ty+22P—r+a®=0

— 22 = xy—x2y+xy2.
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Ahora bien, el miembro derecho de esta tultima igualdad queda invariante al multi-

plicarlo por %2, de donde obtenemos z%y? = z2.

Teorema 5.2. Sea A un 3-anillo. Dados x e y elementos de A, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) x<y
(i) z =2’ + (2 —2°)(y —y°)
(i) y=z+y—2°y’—(x—2%)(y—y?)

Demostracion. Evidentemente (ii) y (ii4) son equivalentes. Veamos ahora que ()
equivale a (ii):
(1) = (i7): En la demostracién del lema anterior vimos que si < y entonces

xy —ay® — 2Py + 2%y — x4+ 22 =0,

y, como x2 = x2y?, tenemos que

v =y —ay’ — 2y + oy’ +a?y? = 2%+ (0 - 2?)(y - o).
(ii) = (i): Si z = 2%y* + (z — 2?)(y — y?) entonces

2t =2y + (2 - 2®)(y — ) — (x —2?)(y — 7)) = 2%,
de donde x = zy?. Por lo tanto (z + 22)y? =z + 22, y, (z — 2?)(y — y?) =  — 22,
lo que equivale a x < y.

Teorema 5.3. Sea A un 3-anillo. Si x ey son elementos de A entonces x Ny y
x Vy existen en A, y ademds

e Ay =2y + (z —2°)(y — y°)
aVy=z+y—22y’ — (z—2%)(y—y).

Demostracion. Mostraremos tinicamente que x Ay = 2%y? + (z — 22)(y — y?),
dejando la segunda parte del teorema como ejercicio para el lector. Sea z = z2y% +
(x—2?)(y—vy?). Para ver que z < x calculamos, de acuerdo con el teorema anterior,

2?2 + (= 2?)(z = 2%) =22y + (z — 2*) (@Y + (z — %) (y — y*) — &%)
=2’y + (z — %) (y — y*)
= Z.

Por simetria se obtiene también z < y. Sea ahora w una cota inferior de = y de y.

Veamos que w < z. Por el lema 5.1 tenemos que w? = w?x? = w?y? y entonces

2w 4 (2 — 22)(w — w?) = 2%y*w* + (z — 2%)(y — v*)(w — w?)

=w® + (z — 2%)(w — w?)
=w? +w—w?

= w.
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Probemos ahora el teorema 4.1 para el caso p = 3:
(7) El teorema anterior nos dice que (A4, <) es un reticulo. Falta ver que es distribu-
tivo:
cA(yVz)=22(yVva)?+ (z—2))(yVz—(yV2)?)
=2 (y+z -y — (Y —y*)(z = 2)° + (z —2®)(y + 2
P2 = (=) (=2 = (g2 —y7 = (g - ) (e = 2%)%)
=2y + 22—yt F (@) y 2 -yt =2 = (Y — ) (2~ 2Y)
=ay 4 xz —xy? — x2® — 2%y — 2%z — 2Py — 2?22
— a2 — (z —a?)(y - y*)(z — 2°).
Por otro lado,
(@ AyV(xA2) = (@Y + (z —2?)(y — y°)) V (2°2° + (z — 2?) (2 - 27))
=2%y? + (v — 2®)(y — y?) + 2227 + (v — 2%) (2 — 2?) — 22y%2?2?
— (& —2®)(y —y*)(z — 2?)(2 = 2?)
= 2%y’ + (z — 2®)(y — y*) +2%2% + (2 — 2®)(z — 2°)
— 2%y — (x - 2?)(y — y*) (2 — 2°)

2 2.2

=ay+xz —ay? —x2® — 2%y — 22z — 2%y? — 2?2
— 2?2 — (z - 2?)(y — v°) (2 — 27).

Tenemos entonces que z A (yV z) = (x Ay) V (x A z), de donde (A, <) es un reticulo
distributivo.

(ii) Seay en A. 0Ay =0, de donde 0 < y. Ademds, 2Ay =y? + (2—1)(y —y?) =
vP+y—y? =y, luego y < 2.

(iii) Si x es inversible, de 2® = x deducimos z2 = 1. Entonces z A 1 = 22 = 1 y asf
1 < z. Reciprocamente, si 1 <  tenemos que 1 =z A1 = 22 y asf z es inversible.

(iv) Si x es idempotente, x A1 = 22 = 2, de donde z < 1. Por otro lado, si
z<1, x=xA1l=22% luego = es idempotente.

(v) Evidente.

(vi) Veamos primero que ¢ : [0;1] — [1;2] : * — x + 1 estd bien definida. En
efecto si x estd en [0;1] entonces x = 22y, (z+1)? =22 +22+1=1. Asfx+1es
inversible y entonces pertenece a [1;2]. Como ¢ es claramente biyectiva solo falta
ver que respeta el orden. Sean z e y en [0;1] tales que < y. Entonces z = xy.
Calculemos ahora

p(x) A p(y) = p(2)%0(y)* + (p(x) — (2)*) (e (y) — ¢(y)?)
=(x+1D*(y+1)2+@+1-Dy+1-1)
=1+zy
=1+z
= ¢(z),

de donde ¢(z) < ¢(y).
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