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ABSTRACT. When an object at room temperature is touched there is a transfer of
calorific energy from the hand to the object. In this paper we present a mathematical
model describing this transfer of heat. The conclusion is: the feeling of coldness upon
touching an object “depends” on \/pcK, where p is the density, ¢ is the specific heat
and K is the conductivity of the object.
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RESUMEN. Al tocar un objeto a la temperatura ambiente habra un escape de en-
ergia calorifica de la mano hacia el objeto. En este articulo se presenta un modelo
matematico para calcular la cantidad de calor que se escapa de la mano hacia el
objeto. Se concluye que la sensacién de ‘frio’ al tocar un objeto “depende” de /pcK,
donde p es la densidad, c es el calor especifico y K es la conductividad del objeto.

Modelos matematicos

En fisica no sélo se observan los fenémenos de la naturaleza: también se buscan ex-
plicaciones aproximadas (lo mejor posible) del por qué se presentan tales fenémenos.
Como en la naturaleza intervienen muchos parametros, la situacién se idealiza, con
el fin de poder tratarla en términos matematicos; y basindose en las leyes béasicas
de la fisica (expresadas también en términos mateméticos), se establecen entonces
las ecuaciones que describen el fendmeno natural (modelo matemdtico). La solucién
del modelo matemaético, interpretada adecuadamente en el mundo real, debe ofrecer
una explicacién convincente del fenémeno estudiado. Mostraremos cémo funciona
esto en el caso de un ejemplo interesante.

* Este articulo fue presentado en las V Jornadas Nacionales de Matemdticas, Universidad
Javeriana, Bogotd, noviembre de 1993.
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El ejemplo.

En un seminario de matematica y fisica en Ibagué, Tolima, en abril de 1993, asisti a
un taller sobre la ensenanza de la ciencia en los niveles bésicos desde una perspectiva
de no diferenciacién, presentado por el grupo Fisica y Cultura, de la Universidad
Pedagégica Nacional. La profesora mostré dos cubos, uno de metal (tal vez de
acero) y otro de madera, los cuales, segun ella, habian sido dejados expuestos varias
horas a la temperatura ambiente (unos 20° C), y nos pidié que los tocaramos. Al
tocar el cubo metalico tuve una sensacion de ‘frio’, y al tocar el cubo de madera,
una sensacién de ‘caliente’. La profesora nos preguntd ;por qué un cubo estaba
caliente y el otro estaba frio, a pesar de que ambos cubos debian tener la misma
temperatura? Una maestra manifesté que el cubo metélico era “méds compacto”
(yo no sé qué quiere decir “compacto” en fisica). Yo manifesté que el fenémeno
era “muy complicado”, ya que intervenian muchos factores, y que era necesario
plantear un modelo matemaético para interpretar correctamente dicho fenémeno.
No comprendi lo que buscaba la profesora del taller con este experimento elemental
pero relacionado con un fenémeno bastante complicado.

Un modelo matematico para el problema de la sensacién de ‘frio’ o
‘caliente’.

Al tocar un objeto a la temperatura del ambiente (20° C) habrd un escape de calor
desde la mano (36° C) hacia el objeto (20° C). Si la cantidad de energia calorifica
que se escapa de la mano es mayor entonces “se siente mas frio” el objeto. Vamos
a calcular, aproximadamente, tal energia calorifica.

Como se puede ver en la Figura 1, una parte de la energia calorifica que entra
al cubo sale al ambiente a través de la superficie lateral del cubo. Este hecho
nos causaria una seria dificultad para resolver nuestro problema. Para evitar esta
dificultad, vamos a suponer que el calor no atraviesa por la superficie lateral del
cubo, o sea que el flujo del calor es “perpendicular” a la superficie del cubo (Figura
2). Ademés, supondremos que la temperatura 77 de la mano es constante (36° C),
y que la temperatura Ty de la mesa es constante (20° C) e igual a la del ambiente.

Mano (36°C)
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< calor N
calor ? E‘ calor
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/| N\ 20°C
/| N\
/| calor N
............ ill‘ill‘l

Figura 1

Sean L el espesor del cubo, x la distancia a la superficie superior, t el tiempo.
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Supondremos t = 0 en el momento en que la mano toca el cubo.

Mano (36°C)
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—T(t, z)
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Figura 2

Sea T'(t,z) la temperatura del cubo en la posicién = y en el momento ¢. Entonces
T(t,z) satisface la ecuacién de la transmisién del calor([1], 10.5):

oT 02T
regr =K o

donde p es la densidad, c¢ es el calor especifico y K es la conductividad del material.
Dividiendo la ecuacién anterior por pc, se obtiene que

oT 0T
=" e (M

donde k? = %. La constante 2 se llama coeficiente de transmision del calor.

En el instante inicial (¢ = 0), tenemos que
T(0,2) =Ty (=20°C) (condicién inicial). (2)

Recuérdese que Ty es la temperatura del ambiente. Al tocar con la mano (36° C
en el instante ¢ = 0) obtenemos, para ¢ > 0, las condiciones de frontera):

T(t,0)=T1 (36° C, temperatura de la mano), 3)
T(t,L) =Ty (20° C, temperatura de la mesa).
Es decir, suponemos que la temperatura de la mano y del medio ambiente no
cambian a lo largo del experimento.
Obtenemos asi un problema netamente matematico: resolver la ecuacion diferencial
parcial (1), de acuerdo con la condicién inicial (2) y bajo las condiciones de frontera

(3)-

Soluciéon matematica.
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Sea T T
Ttz) =T — 2.2+ 5(t ). (4)
Entonces, de (1), S(t,x) satisface la ecuacién
oS , 9%°S

— =k .
ot Ox?
Ademds, S(t, z) satisface las siguientes condiciones:

S(t,0) = S(t,L) =0 parat >0 (condiciones de frontera) (6)

5(0,z) = h-To

-(z— L) (condicién inicial). (7)

Supongamos, segin el método de separacién de variables ([1], Chap.10), que S(t, x)
es un producto de dos funciones 6(t) y X (x), es decir, que

S(t,x) = 6(t) - X (x). (8)
Reemplazando (8) en (4), tenemos que
0'(t)- X(z) = K%-0(t) - X" (z).
Dividiendo por 6(t) - X (x) se obtiene que

o), X'()

o) Xz =A

donde A es una constante (la constante de separacién). Entonces

)\2

0't)=-M-0(t), X"(x)+ = - X(z) =0.

Por lo tanto,

0(t) = exp(—\?t), X(x)=sen (23:) 6 cos(2x>,

donde exp es la funcién exponencial. De acuerdo con las condiciones de frontera
(6), tenemos que escoger la solucién sen %x Ademis, la constante de separacién A

debe satisfacer \
sen ( L> =0,
K

A nmw
- = — =1,2.3,...).
H L (n Y g ] )

Por la linealidad de la ecuacién diferencial (5), tendremos la siguiente solucién
general, que satisface las condiciones de frontera (6) (1, 10.5):

0o 22,2
S(t,x) = an - sen (?) -exp<nL7;H> - t. (9)
n=1

o sea,



MODELO MATEMATICO PARA LA SENSACION ‘CALIENTE O FRIO’ 5

Los coeficientes by, (n = 1,2,3,...) se determinan de acuerdo con la condicién inicial

(7). Asi,
> nTmwT T — 1T
nZ:lbn-sen( 7 ): 1L 0. (z—1L).
De la ortogonalidad de las funciones sen (T), n=1,2,3,...,en |0, L], se deduce
que
L
T — T, - ) d 2
b, = L1 O.IO(gCL L) -sen ("7%) x:_f(Tl—To), n=1,23,...
I e (yar

De (4) obtenemos finalmente la siguiente solucién de la ecuacién diferencial parcial
(1), que satisface las condiciones (2) y (3):

T(t,z) =

Ty — (T —Ty) -

>nw

x
L

i% (mx> 'exp<_1i7;2ﬁ2.t)]' (10)

n=1

Analisis de la solucidn.

Estamos interesados en calcular la cantidad de calor (energfa calorifica) que sale de
la mano; més precisamente, la cantidad de calor (la llamaremos A) que atraviesa
la superficie superior (x = 0) por unidad de drea, y en el intervalo de tiempo
entre t = 0y t = At. En fisica sabemos que la cantidad de calor que atraviesa
perpendicularmente la superficie £ = 0 (por unidad de drea, y por unidad de

tiempo) es
k. 8T(t,x)) |
Ox z=0
Por lo tanto, tenemos que

At
A= —/ K- <8T(t x)) dt (por unidad de 4drea).
0 ox 2=0

Por ejemplo, tomando At = 1 segundo, y reemplazando la solucién dada en (10),
obtenemos la cantidad A como sigue:

K- (T, — Tp) 2L2 =1 —n2m2k?

L LA 2—2 L-exp( —7— ) )~ (D)

A:
L

El valor de A.

En la practica, ”222 es pequeno (para L relativamente grande ver la tabla 1). Sin
embargo, si n es grande entonces * “2"‘ es grande, as{ que exp(= ”2’;2"‘ ) ~ 0. Por

lo tanto,

22,2
1—exp<nL7r2/€) ~ 1.
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La serie que aparece en (11) converge entonces “lentamente”. Si calculamos el valor
de la suma con N — 1 términos, el error de calculo es:

. =1 —n?r?k? =1 1
error :an<1—exp<Lz)>Nznsz.
n=N n=N

Por ejemplo, si se quiere que el error sea menor que 0.001, se debe calcular la serie

hasta el milésimo término.
2

Teniendo en cuenta que > -, % = %, tenemos que
=1 1 —n?r2K? _
doalt-ewl =) =
n=1
| —n?m2K? =1 —n?n?g?
T2 el )~ e )

Si aproximamos la serie infinita por la suma finita, entonces

21 —n2n2K2 2 N2 —n2r2K2
D2 (1 ‘eXP<L2>) Tl ‘exp(p)’ (12)

n=1 n

y el error del cédlculo es

oo
" ” 1 —n?m2K?
error’ = E — -exp| ———
n?2 L2

n=N
- i 1 —N?72K2 1 —N?72x2
—exp| ———— ) ~ = exp| ——— |-
L2 TP\ N P\ T2
w22
Por ejemplo, tomando L = 5cm, se tiene que T2 = 0.00076 para el caso de la

madera (ver la tabla 1). Si N = 61, entonces

1
“error” < 6L -exp(—2.82) ~ 9.8X10* < 0.001,

o sea que basta calcular 60 términos de la suma finita dada en (12) para que el
error de calculo sea menor que 0.001.

En la tabla 1 se muestra el valor de A (cal/cm?) para L =1 ¢cm y para L = 5
cm.

P C K K2 A(1) A(2)
acero 7.86 0.11 0.151 0.175 6.521 6.512
madera 0.52 0.33 0.33 x 1073 0.00192 0.137 0.135
vidrio 2.20 0.20 3.4x1073 0.00773 0.698 0.699

Tabla 1
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Observamos que el valor de A (la cantidad de calor que se escapa de la mano al
tocar el cubo) es, para el acero, “50 veces mayor” que el valor de A para la madera,
y el valor de A para el vidrio es “5 veces mayor” que el valor de A para la madera.
Por esta razén, al tocar el cubo metélico tenemos la sensacién de ‘frio’, mientras
que tenemos la sensacion de ‘caliente’ al tocar el cubo de madera. Es interesante
observar también que el valor A no parece depender del espesor de los objetos (en
tanto este espesor sea relativamente grande).

Foérmula aproximada para el valor de A.
Podemos aproximar la serie en la férmula (11) por medio de una integral impropia,

en la forma
=1 —n?m2kK?
oz (tmee( =) )~

o -m2k% TR

Reemplazando (13) en (11), y “despreciando” el 1 dentro del corchete en (11), se
obtiene que

AN%'\/pCK'(TlfTo), (14)

lo cual muestra la independencia de L (para valores relativamente grandes de L).
En la tabla 2 aparecen los valores de A, (1) para L = 1 cm de la tabla 1, (2) para
L =5 cm de la tabla 1, y (3) dados por la férmula (14). Puede observarse que la
férmula (14) es bastante precisa.

A(l) A(2) A(3)

acero 6.521 6.512 6.518

madera 0.137 0.135 0.135

vidrio 0.698 0.699 0.699
Tabla 2

Conclusién.

No podemos decir que la sensacién de ‘frio’ al tocar un objeto es proporcional al
valor de v/pcK del objeto, ya que la sensacién humana no es lineal con respecto
al estimulo energético que la causa. Sin embargo, podemos afirmar que si el valor
v pcK del objeto es mayor, entonces éste nos da una mayor sensacién de ‘frio’ al
tocarlo.
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