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Resumen

Presentamos una definicién de funcién casi periédica en RY | la cual generaliza
la definicién usal en R. A partir de esa definicién demostramos algunas propiedades
topolégicas para esta clase de funciones. Al final del articulo, demostramos algunas
propiedades algebraicas usando el teorema de estructura que se incluye en el apéndice.
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transformada de Fourier, transformada de Radon.

Abstract

We give a definition of Almost Periodic Functions on RY. Following that definition
we show some topological properties for this functions. At the end of this paper we
proof some algebraic properties by using the structure theorem. We give the proof of
this result (structure theorem) in the appendix.

Keywords: Almost periodic functions, *-periodic functions, structure theorem, Fourier
transform, Radon transform.
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1. Introduccion

En esta serie de articulos, vamos a presentar una definicién de funcién casi periodi-
ca y propiedades importantes asosiadas a este concepto, estas propiedades generalizan
algunas de las correspondientes al caso de las funciones casi peridédicas de una variable
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166 V. ARGUEDAS — E. CASTRO

([Cal,[Co],[Cor],[Fis]). En el articulo anterior [Ca] discutimos las propiedades mas impor-
tantes referentes al caso de una variable.

La presentacién de los tépicos referentes la caso de funciones casi peridédicas N-dimen-
sionales no ha sido hallada por los autores en las fuentes bibliograficas consultadas.

En le trabajo [Ca] mencionamos la funcién:

f(t) = cost +cosV2t, t€R (1)

la cual no es periddica pero es cuasiperiddica, ella aparece como soluciéon de una ecuacion
diferencial.

La funcién (1) se puede generalizar al caso de N variables de la forma siguiente:
sea r = (r1,...,x N)t un vector N-dimensional y consideremos la aplicacién f : RY — R
definida por:

N N
flx) = H cos T; + H cos V/2z; (2)
i=1 i=1

La aplicacién dada por (2) es una generalizacién de (1). Se ve que esta aplicacién no
es *-periédica [CA1].

Definicién 1 Sea f : RY — R una aplicacién continua; decimos que f es casi periddica
(c.p.) si para todo e > 0 existe U = (uq,...,un)', U € RN, u; > 0,i =1, N. (Escribiremos
en adelante U > 0) tal que para todo X = (x1,...,xn5)" € RN ewiste T € T[N, [%i, zi +ui]
tal que:

fly+T)— fly)| <& VyeRY (3)

FEn el caso de N =1 la denominacién casi periddica es equivalente a cuasiperiédica.

Observacién 1. La definicién anterior se puede extender a aplicaciones de RN en un
espacio normado V sustituyendo en (3) el valor absoluto por la norma respectiva. El
caso de funciones de R con valores en un espacio normado (para algunos desarrollos se
requiere que sea un espacio de Banach) estd ampliamente tratado en la literatura, p.ej. en
[Cor],[Be],[Bl],[Bo2].

El caso de funciones de CV en V puede tratarse poniendo:

(75} V1
U = : +1 : ;o up >0, v; >0, 1=1,N
un UN
X1 21 N
X = +1 ; TEH[:EZ',:EZ'—I-’LLZ']
TN ZN =1
N
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|f(z+ T +iT") - f(2)|| <e,VzeCV

Observacién 2. Se prueba sin dificultad que la aplicacién definida por (2) es casi
periddica.

2. Algunas propiedades

Para explotar las propiedades de las funciones c.p. N-dimensionales necesitamos el
resultado siguiente.

Teorema 2.1 Sea f : R — RY continua entonces f es c.p. si y solo si sus funciones
componentes son casi periodicas.

DEMOSTRACION: Utilizaremos la norma supremun en RY que denotaremos con || -
Como f es c.p. dado € > 0 existe u > 0 tal que Vy € R existe T € [y,y + u] tal que:

1£(z+T) = f(2)llo = [[(fr(z + T) = fr(2),.., fv(z+T) = fn(2))]| , <e,Vz€R

con lo que |fi(z +T) — fi(2)| < e, Vz € R; por lo tanto f; es c.p.
Para lo anterior hemos denotado con f , a f:= (f1,..., fN)t n

Observacién: Sean f; : R — R,i = 1, N funciones c.p., uno de los resultados més
significativos en el caso de una variable es el siguiente:
Dado ¢ > 0 existe [ > 0 tal que para todo a € R existe T € [a,a + [] tal que:

Ifi(z+T)— fi(2)| <e, VzeR, i=1,N

La prueba del resultado anterior puede hallarse en [Cor|,[Mu],[Ca].

Aplicando la observacién anterior se deduce facilmente la otra parte del teorema.

Uno de los méas importantes resultados en el desarrollo de la teoria de las funciones
casi periddicas es el Teorema de Estructura, aqui lo enunciaremos en varias variables, una
demostracién detallada se encuentra en el apéndice.

El caso de una variable ha sido bien estudiado en la literatura.

Teorema de estructura Sea fi,...,f, una familia finita de funciones c.p. con
fi : RY — R,i = 1, P, entonces para todo ¢ > 0 existe a = (a1,...,an)t > 0 tal que
para todo y = (y1,...,yn)" € RY existe T € Hfil[yz,yz + a;] tal que

|fi(x +T) — fi(z)| <e, VxeR.

Es decir todo conjunto finito de funciones casi periddicas es uniformemente casi periddico.
Este teorema serd probado en el apéndice.

Teorema 2.2 Sea f: RN — R c.p. entonces f es acotada.
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DEMOSTRACION: Sea ¢ = 1 existe a € RY, a = (ay,...,an)’ > 0, tal que Vy € RV,
y=(y1,...,yn)" existe T € Hiil[yi,yi + a;] tal que
|f(z+T)— f(x)] <1, Vo eRY, (4)

Sea M = sup{|f(z)],z € [[,[0,a:]}. Sea z € RV arbitrario pero fijo, z = (z1,...,2x)".
Sea y = —z entonces existe Ty € Hﬁil[—zi,zi + a;], que satisface (4). Sea s = z + Ty,

entonces se tiene que s € Hfil[o, a;], de donde
fEI <) = fle+To)l+|f(z+To)| <1+ M. =

Teorema 2.3 Sea f : RY — R una funcién c.p. entonces f es uniformemente continua.

DEMOSTRACION: Sea £ > 0, existe a = (a1,...,ay)’ > 0, a € RY tal que para todo
y = (y1,...,yn)t € RY existe T € [[\L[yi v + ai] tal que |f(z + T) — f(z)] < /3,
vz € RV,

Consideremos el compacto K = Hi]\il[—l, 1 + a;], entonces se tiene que la funcién f
restringida a K es uniformemente continua de donde para ese € > 0 existe § > 0 tal que
para cualquier z,z" € K con ||z — 2’|l < 0 se tiene que |f(x) — f(z')] < /3.

Sean y/,y” € RN con ||y’ —y"||e < 8, entonces se tiene que existe T) € [T, [y}, —y! + ai]
tal que: |f(z+T1) — f(2)] <&, Vz€ RY; hemos utilizado la notacién: y' = (y},...,yy)"
Como ¢y’ + T} € K entonces y’ + T € K se tiene que:

f/ +T) — fy" +T1)| <e/3.

De lo anterior se sigue que:

FW) = FWN<IfW) = f@&+TO)I+HI @ +T) = fG T+ f " +T) - f(y")] <e. =

Teorema 2.4 Sea f : RN — R una funcidn c.p.; sea s € RN arbitrario entonces la
aplicacion fs : RN — R definida por: fi(x) = f(z +s), Vo € RN es c.p.

DEMOSTRACION: Se tiene que fs es continua por ser composicién de funciones continuas.

Sea ¢ > 0 entonces existe a = (a1,...,an)! > 0, tal que para todo y € RN,
. N

y=(y1,...,yn)" existe T € [[,_;[vi,yi + a;] tal que |f(z +T) — f(z)] < e, Vz € RY: se

tiene de aqui que |fs(z +T) — fs(z)| <&, Vo € RN, m

Teorema 2.5 Sea (f,)nen una sucesion de funciones c.p. de RV en R tal que (fp)nen
converge uniformemente a una funcién g, entonces g es c.p.

DEMOSTRACION: Claramente g es continua.

Sea ahora e > 0 entonces existe ng € N tal que |g(x) — fn,(7)| < £/3,Vx € RV,

Como f,, es c.p. existe a = (a1, ...,ay)" > 0 tal que para todo y = (y1,...,yn)" € RY
existe T € [T, [yi, vi + ai] tal que | frg(z+T) — fno(2)| < /3, Yz € RN, Se tiene entonces
que:

9@ +T) = g(@)| < 19(x +T) = fug (@ + )| + o (@ +T) = fag (2)] + | fro (@) = 9(a)|
e £ £
< 37373
= €,V:E€RN. [
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Teorema 2.6 Sea f: RN — R continua y *-periddica entonces f es c.p.

DEMOSTRACION: Sea ¢ > 0, (T4,...,Ty) un *-periédico de f, i.e. (nT1,...,nNTy)! es
un periodo de f para todo (ni,...,ny)" € ZV.

Sea y € RN arbitrario pero fijo, entonces existe 7 € Hiil[yi,yi + T] donde
T=(Ty,...,Tn)!, con 7 = (nqT4,...,nNTN)!, n1,n2,...,nN € Z.

Se tiene entonces que |f(x +7) — f(x)| = 0 < ¢ para todo x € RY. =

Observacion: el limite uniforme de funciones *-periddicas es casi periddico.

3. Un analogo al teorema de Liusternik

El célebre teorema de Liusternik para el caso de funciones de R en R fue establecido
en 1936 (ver [Be],[Bo],[Mu]).

Sea CP el conjunto de funciones casi periédicas de RY — R. Sea X C CP, decimos
que X es uniformemente casi periédico si para todo € > 0 existe a = (ay,...,an)! >0
tal que para todo y = (y1,...,yn)" € RY existe T € Hﬁil[yz‘, y; + a;] tal que:

lf(x+T) - f(z)| <eVfe X, Ve eRY
Sea B(RY) el conjunto de funciones de R — R acotadas con la norma supremun:
Iflloe = sup{f(2) : « € RY}, f € BRY).

Sabemos que X C (B(RY),|| ||oo) es relativamente compacto si y solo si X es equicontinuo
y uniformemente acotado.
En el caso de las funciones casi peridédicas obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1 Sea X C CP entonces X es relativamente compacto en (B(RN), || ||oo) i
y solo si X es equicontinuo, uniformemente acotado y uniformemente periddico.

DEMOSTRACION: (= ) Supéngase que X es relativamente compacto en (B(RY), || |loo),
entonces existe M > 0 tal que || f|lco < M, Vf € X, es decir X es uniformemente acotado.
Sea e > 0y ax = (af,...,2%) € RY entonces existe Z C X, Z finito tal que
X C Z+ B(0,¢/3) esto por ser X totalmente acotado.

Sea g € Z, entonces g es continua en xy. Como Z es finito, existe 6 > 0 tal que para todo
y € RV |ly — x0]| < & entonces |g(y) — g(x0)| < £/3, Vg € Z.

Sea f € X entonces existe g € Z tal que f € g+ B (0,¢/3).

Sea ahora y € RY arbitrario tal que ||y — 20|00 < 6, entonces:

|f(y) = fF@)] < f(y) — 9] + [9(y) — g(xo)| + |g(x0) — f(z0)| < 5+ § + § =¢ de donde
X es equicontinuo.

Por el teorema de estructura (véase apéndice), si ¢ > 0 existe a = (ag,...,ay)" > 0 tal que
para todo y = (yi,...,yn)t € RN, existe T ¢ Hi]il[yiayi + a;] tal que
lg(x +T) — g(z)| < Vo € RN, Vg € Z (Z finito).
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Se obtiene entonces que si f € X entonces existe g € Z tal que f € {g} + B(0,¢/3)
entonces:

[fz+T) = f(a)] < |f(x+T) = gla+T)|+|g(z+T) - g(x)| +|g(z) - f(z)| <e, VaeRY.

De donde f es uniformemente casi periddico.

(<) Basta probar que X es totalmente acotado.
Sea ¢ > 0 arbitrario pero fijo existe a = (ag,...,ay)! > 0 tal que para todo
n=(ny,...,ny)t € ZN existe T}, € Hfil[niai, (n; + 1)a;] tal que:

|f(x+T,) — f(z)] < e/2,Vz € X,Vf € X.

Se tiene que T;, € Hi\il[mai, (i +1)a;] C RN, n e ZN.
Ademés esas cajas constituyen un cubrimiento numerable de RY. Sea Y = {y/ : f € X}
donde y/ : RN — R se define por:

o () = { fa)  siwellY[-anal
fle—=T,) size Hi]\il[mai, (n; + 1)a;]

donde n = (ny,...,ny)" € ZN.
Sea Y, = {f/TIX,[~ai,ai] : f € X}. Se tiene que Y, C (C([T,[—as, ai]), || loo)-
Ademsds, Y, es equiacotado y equicontinuo en ese espacio; por el teorema de Arzela-Ascoli
Y, es relativamente compacto de donde se sigue que es totalmente acotado, entonces existe
Z finito Z C Y, tal que:

Y, C Z + B(0,¢/2).

Extendiendo las funciones g € Z a las correspondientes funciones en Y se obtiene que
X C Z+ B(0,¢), lo cual demuestra el teorema. =

4. Algunas aplicaciones del teorema de estructura

En forma andloga al caso de una variable ([Cor],[Be],[Mu]) vamos a investigar la es-
tructura del espacio (CP,|| ||s). En C'P definimos las operaciones usuales de la suma,
producto de funciones y producto por un escalar.

Para f,g:RY — R, X € R escribimos:

(f+9)(x) = f(z)+g(x), VzeRY
(f-9)(x) = flx)g(z), Vz € RY
A)(x) = Af(=), vz € RV,

Proposition 4.1 FEl conjunto C'P con las operaciones definidas anteriormente y con la
norma || ||eo constituye una dlgebra de Banach.

DEMOSTRACION: La demostracién utiliza el teorema de estructura para dos funciones

fyg,es decir dado e > 0 existe a € RY a > 0 tal que para todo y € RY existe
N

T e [, yi yi + ai] tal que:

flx+T)— f(z) <e, |gx +T) - g(x)] < e Vo € RY.
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El resto de la prueba para la suma, el producto y la multiplicacién por un escalar no ofrece
dificultad alguna y es completamente andloga a la presentada en ([Cal). =

Por el Teorema 2.5 de la seccién 2 se tiene que el limite de funciones c.p. es c.p. de
donde (CP,| |loo) es una dlgebra de Banach.
Como aplicacion de los resultados anteriores presentaremos el resultado siguiente:

Proposition 4.2 Sean f1,...,f, : R—R funciones casi periddicas y b1,...,b, € R.
Consideremos las aplicaciones definidas por:

p
FLo | =D i)
Zp i—1
I D
gl = H bi fi(xi)
Zp i—1

entonces f y g son funciones c.p.

DEMOSTRACION: Realizaremos la prueba de que f es c.p. Para g la prueba no ofrece
dificultad alguna.

Sea L = |b1| + -+ + |bp|, si L = 0 el resultado es trivial. Supéngase ahora que L > 0. Sea
e > 0 entonces existe a’ € R tal que para todo y € R existe T' € [y,y + @'] tal que:

€

file+T) = @)l < 57

VeeR, j=1,p
Seay € RP, y = (y1,...,yp)", ' = (a1,...,ap) € RP, T = (Tyq,...,Ty,)".

Se tiene que
P

T e [[livi + ail
i=1

y que
p p
[fz+T) = f(2)| =) bifilwi +Ty;) — > bifi(z:)] <&, Vz € RP.

i=1 i=1
Se deduce que la funcién definida por (2) es c.p. =

Observacién: Una funcién f : RY — RM es c.p. si y solo si todas sus componentes
lo son. El resultado se generaliza sin dificultad a funciones de C™ en C™.
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Apéndice: Teorema de estructura para funciones casi periédi-
cas

Sea = € RY tal que z; denota la componente i-ésima de z. Escribimos « > 0 si ; > 0,
i=1,...,N.
Siz e RN,z >0, ponemos [y,y+z] := [y1,y1 + 1] X ... X [yn,yn + zn]. Sean z,y € RY
escribimos |r — y| = (Jz1 —w1l,. .., |zny — yn|)t

Cy(RN,R) denota el conjunto de funciones acotadas de RY en R con la norma (|| |)so-
f(z_+ m) denota la funcién = — f(x + m).

Teorema 4.1 (Teorema de estructura para funciones casi periédicas) Sean f, g :
RN — R dos funciones casi periddicas, entonces Ve > 0 existe a = (a1,...,an)t >0 tal que
Yy € RN eziste T € [y,y+a] tal que |f(x+T)—f(z)| < e ylg(z+T)—g(z)| < e, Vo € RV,
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DEMOSTRACION: Sea ¢ > 0, entonces existen ai,as € RV, a; > 0,i = 1,2 tales que
Vy € RV existen T (y), Ta(y) € RN tales que T;(y) € [ai,a; +y],i = 1,2 con

f(x+Ti(y)) — f(z)] <&, Vo € RY, (A1)
l9(z + Ta(y)) — g()| < &,Vz € RY. (4,2)
Sea ag = (sup(al,a?),...,sup(al,a%))t = (a?,...,a% )" Del hecho que f,g son funciones

uniformemente continuas se sigue que existe 6 € RY, 6 > 0,6 < ag tal que para todo
z,2’ € RN con |z — 2/| < & with |f(z) — f(2/)] < £,]g(z) — g(2)| < &.

Sea y € RY arbitrario pero fijo, a y se le asocia la familia de ntimeros reales que satisfacen
(A.1) y (A.2) [condicién casi periddical. Asociemos a toda funcién casi periédica las familias

J1(y), J2(y):
J1(y) = p19, Jo(y) = p29,

con p; € RN i =1,2 tales que

Ti(y) — pid| = inf{|Ti(y) — qid|}

y]éqj<yj+a?7]:177Na Z':172'7 qj€Z7 ]:177N

Denotemos p1d = 01(y); p20 = 020.

Es claro que 0i(y); € [yj,y; +aJl,j =1,...,N;i = 1,2y [Ti(y) — oi(y)| < 6,0 =1,2.

Se sigue de la continuidad uniforme que |f(y+o1(y))—f(y)| < ey lg(y+o2(y))—9g(y)| < e.
Es maés, existe p € N con

lo1(y) — o2(y)| < pd < ag

Definamos la relacién de equivalencia ~ sobre el conjunto de los o(y), que denotamos por
C, de la siguiente forma:

(01(y), 02(y)) ~ (o1(y'), 02(y'))

si
01(y) — o2(y)| = |o1(y") — o2(y')]-
Es claro que ~ es una relacién de equivalencia sobre C. Es més, el conjunto cociente
v v _
C= C/ ~ es finito. Luego, podemos escribir C= {C1,...,Cn,}-
Sea (01(yk), 02(yx)) una clase de representacion de Cl.
Sea ll € RN tal que ll(p) = Supk:l,...,No{O-i(yk)7i = 17 2}(p)7 b= 17 s 7N'
Sea lg = ag + 2l1, es obvio que Iy > 0 y para todo 3 € RN existe T € [,y + lo] tal que
[fle+T)— f(2)| <e ylgla+T)—g(x)| <e, YoeRN.
En efecto, escribamos y = ¢/ + lp;y € RY arbitrario pero fijo.
Sea (01(y'),02(y")) una representacién de C, entonces:

(01(5), o2(y)) ~ (o1(yn), o2(yr))-
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Sea n = sign[oy(yx) — o2(yx)] sign(o1(y’) — o2(y’)) € RV (sign se aplica componente a
componente), entonces:

Uz(y) -n: Uz(yk) = Jj(y) -n- O-j(yk)7i =1,25=1,2. (A73)

Es claro que 0;(y) € [y,y +a;] C [y + o,y + 1o+ 11], i = 1,2.
Sea T € [y + lo,y' + lp + l1] cualquier nimero que satisface (A.3), entonces:

|f(x+T) - f(x)] <de |g(z+T) — glz)| < 4¢,Yo € RY

vy queda probado el teorema. =



