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Resumen

Presentamos una introduccién a la teoria de dimidomorfa, utilizando un lenguaje béasico sin deja ser
formal al enunciar las definiciones y los teoremmes relevantes en el estudio de dinamica holomBHpropdsito
principal es enunciar la conjetura MLC (Mandelldrotalmente Conexo) en el lenguaje mas simple. Asiccdar
la descripcion del Conjunto de Mandelbrot como speeio de parametros de polinomios cuadraticos.

Palabras clave:  conjunto de Mandelbrot, dindAmica holomorfa, conjetie MLC.

Introduccién.

"El cientifico no estudia la naturaleza

porque sea Uutil; la estudia porque lo

disfruta, y lo disfruta porque es bella. Si

la naturaleza no fuera bella, no tendria
interés en entenderla y si la naturaleza no
fuera entendible, no tendria interés por
vivir la vida".

- Jules Henri Poincare.

Figura 1. Jules Henri Pioncaré es considerado como el
creador de las teorias de sistemas dinamicos Yoimia
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Podemos observar que al&rgo
de la historia, algunas culturas se
preocuparon por entender ltsndémenos
astronémicosLas investigaciones de J.
Kepler, I. Newton, J. S. Laplace (entre
muchos otros cientificos del siglo XVII),
tenianla filosofia de un universo que
funciona como un "engranaje
gigantesco", donde todo estaba regido
por leyes matematicas que obedecian a
ecuaciones diferencialesy desfasaron
los "circulos de Platon" por elipses; es
asi como entendemos el movimiento de
los planetas alrededor del Sol. Hasta
ahora podemos entender el movimiento
de dos cuerpos, como en el caso del
movimiento de la Tierra alrededor del
Sol; sin embargo, no se puede decir
mucho al respecto cuando interviene un
tercer cuerpo, por ejemplo la gravedad
de Jupiter interactuando con el Sol y la
Tierra. Pero recordemos que en
matematicas resulta mas interesante
platear buenas preguntas, que resolver
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pequeios problemas. En 1887, el rey
Oscar Il de Suecia, ofrecié un premio &
quien respondiera  (en  términos
cientificos) sobre la estabilidad del
Sistema Solar (asumiendo las Leyes d¢
Newton), el francés J. H. Poincaré
tratando de resolver este problema

introdujo un cambio radical en Teeoria @

\1%4

de mecanica celeste clasidan lugar de
buscar soluciones analiticagplicitas a
las ecuaciones diferenciales, propusd
estudiar el comportamientgualitativo

T
%

de estas soluciones. Los resultados que Figura 2. Sélidos Platonicos.
obtuvo fueron muy sorprendentes, ya

que Poincaré no imagino que tales n veces
soluciones fueran matematicamente fr(x) = fo o f(x)

consistentes. Este pasaje en la vida dg _
Poincaré es conocido como "el error] De esta manera, obtenemosespacio

fructifero de Poincaré" Barrow-Green, de facesdel puntox. La caracteristica

1997). principal de este proceso, y fue doe
realmente "sorprendié” a Poincaré

Proceso de Iteracion. cuando lo aplico al problema de la

estabilidad del sistema Solar (que ahora
conocemos como eroblema de los tres
cuerpos),es que puntoarbitrariamente
cerca suelen tener comportamientos
(orbitas) muy distintos. Habia puntos
que presentabaorbitas periddicasbien
definidas, en otros, la orbita para on
suficientemente grandese acercaba
arbitrariamente a la posicion original y
en otros casos, las orbitas presentaban
un comportamientinestable Esto es lo
que Poincaré consideraba incorrecto,
desde un punto de vista matematico. En
palabras de Poincaré es lo siguiente:

La teoria de ecuaciones
diferenciales es utilizada por algunos
cientificos para resolver problemas
relacionados con: el movimiento de una
particula (en estado ideal), crecimiento
de poblacién, aceleracion, entre muchos$
otros. La "idea general” de las
ecuaciones diferenciales consiste en
escoger una "particula’ que pertenece
a un "espaciol y ver como evoluciona
con respecto al tiempb bajo lafuncion
f (de una forma mas precisa podemos
decir quex es unpuntoque pertenee a
la variedad X, t es un parametro

continuo, por ejemple e Ry f:X = X "Uno se puede sorprender por la
es una funcion diferenciable). complejidad de esta figura que yo no me
atrevo a dibujar. Nada puede darnos una
La propuesta de Poincaré fue mejglr idea:]I dcle Iot complicado qude etsdel
estudiar el Compartimien_tgiscreto del Irz)r;)preorglaemgs 32 l;ejin?rﬁ{fgsenygeiefal,?s
puntox E.X, bajo la fqnmonf:X - X, (Barrow-Green, 1997).
i.e., considerar el conjuntf "(x)} =1,
donde Finalmente, H. Poincaré nos
libero de wun universo de formas
regulares, relacionando algunos
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fendbmenos naturales con objetos
matematicos que intencionalmente
fueron construidos con propiedades muy
extrafas; pero fue necesario esperar m4
de 50 afos a que la tecnologia hicierd
visible este nuevainiverso matematico
en las pantallas de las computadoras.

El lector curioso puede
experimentar creando un programa que

Standard Map

Figura 3. Si Poincaréhubiera tenido
acceso al programa ddstool, habria
obtenido imagenes como esta. La imagen
corresponde al retrato de fase de la
ecuacion X, =x +yy,

v, =b-y—k- [Eﬁgi”':zmj)_l con
parametros = 1, k = 0.82, ..., 0.84.

calcule los valores de la iteracion:

Xpg=x+cconx,ceR

para, ¢ fijo

x, = x2 +c,

(1)

\S

r=4
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No hay que sorprendernos si por
ejemplo se escogec=-2 'y
—2 < x < —1.5, aparecen Orbitas
periddicas de distintos periodos. En
cambio, parax < —2 todas las Orbitas
"convergen" aw, mientras que para
¢ = -2, el intervalo[—2,2] permanece
invariante 'y en su complemento
F{[—2,2}] todos los puntos convergen a
o,

Familia Cuadratica Compleja

En el dltimo cuarto del siglo XX
causo mucho interés entre los
matematicos y fiscos de la época la
dindmica de lafamilia cuadrética real
(ec. 1). Por laanto, resulto natural es-
tudiar el comportamiento de Familia
cuadratica complejaj.e., considerar la
familia (ec. 1) corx,c € C. Como era de
esperarse, la dinamica que se encontro
en la familia cuadratica compleja fue por
demas interesante, ya que se pudo
demostrar que la regularidad e
inestabilidad de esta familia respondia a
caracteristicas geomeétricas y topoldgicas
intrinsecasde cada parametro. En otras
palabras, denotamos

P.(z) = z* + ¢ para z,c € Ccon ¢ fijo
P2=P oP(z)=(22+ )% +¢,

P:n: Pn: DJ'LDP: (zj

—_— =
T VPECES

(2)

Ahora consideraremos gbdlano
complejo extendidoesto es, el espacio
definido como € = C u {sc}, donde el
{eo} denota otro punto mas efi. Via la
proyeccion estereografica podemos
identificar al con laesfera unitaria.

2={lx,y,2) eR::x2+y* + 2% =1}
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por esta razénf también se conoce
como la ekra de Riemann.
Estudiaremos la orbitax del punto
z € € bajo la iteracién del polinomi#..
Esencialmente vamos a separaf @n
dos conjuntos: etonjunto de FatouF,,
que es el conjunto abierto maximal, tal
que la orbita de todos sus puntos es estji
ble, i.e., existe un numero finito de
puntosx,, ... ,x, € € tales que la orbita
a de cada puntw € F. eventualmente
converge ax; (1 = i = k), el punto
puede serze; y su complemento el
conjunto de Juliad., que consiste de
aquellos puntos que tienen orbita
inestablg(cadtica).

Respecto a latopologia del
conjunto de Julia podemos decir qiie
esconexo(consiste de una sola pieza) si
existe N € Run tal que P"(0) < N
paraz -+ o, en caso contrario, i.e.,
cuando ellim___ P™(0) = o decimos
que J. es totalmente disconexo
(homeomorfo a un conjunto de Cantor),
ver las figuras 4y 5.

a)J.conc= —0.5622 —0.6427-
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(b) J, conc=0.3828 — 0.3352«
Figura 4. Conjuntos de Julia conexos

a)J, conc=0.7574 — 0.2«

b) J, conc=0.71

Figura 5. Conjuntos de Julia disconexos
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B. Mandelbrot y el
Mandelbrot.

Asi como en muchas otras
ciencias, la culminacion del trabajo de
muchos, se le atribuye a una sola
persona. Hace unos 20 afos, mucho
escritores de divulgacion (que no
necesariamente hacen un trabajg
cientifico) atribuyen a B. Mandelbrot la
introduccion de la Teoria Fractal,
incluso uno de los fractales mas
estudiados y de gran importancia en lg
Teoria de Dinamica Holomorfeva su
nombre (figura 7). Sin embargo, A.
Douady y J. H. Hubbard fueron los
primeros en estudiar lalinAmica de
polinomios de grado dosncluso ellos
contaban con ursoftware con el que
hicieron las primeras imagenes (de muy
poca calidad) de los primer@snjuntos
de Julia. Fue a finales de 1977 en la
universidad de Cornell, N.Y., en donde
J. H. Hubbard ofrecié una conferencia
hablo sobre los avances obtenidos junts
con Douady respecto al estudio de
dindmica de polinomios cuadraticdsn
esa conferencia B. Mandelbrot invito a
Hubbard a dar una charla en Yorktwon
Heights, para que se presentara a inicio
de 1978, menciono que el también habi
pensado en losonjuntos de Juliyy que
aun no habia obtenido una imagen d¢
estos (Lei, 2000). Poco despues, en €
afo 1979 Mandelbrot hizo publicas sus
imagenes (de mucho mejor calidad que
las de Douady y Hubbard) de conjuntos
de Julia que desarrollo en los la-
boratorios de IBM. La complicada
geometria y maravillosos colores que

Conjunto de

presentaron las imagenes de Mandelbrog

motivaron a una nueva corriente
cientifica y filos6fica que podria
considerarse similar a la que hubo er
tiempos platonicos. Lo que hay que
reconocer de Mandelbrot es que
convenci6 a mucha gente quieneg

=

\1*4
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afirman que "la naturaleza es regida por
la geometria fractal”

Para entender que es el conjunto
de Mandelbrot, primero vamos a
distinguir una propiedad de Igsuntos
periédicos de una funcion.
Consideramos unduncion holomorfa
f+ ©T—C (no constante y distinta de la
identidad), decimos qu=, es un punto
periédico de perioda si f*(z,) =z, y
f™(zy) # zy, para todol =m << n, en
caso de quer =1 llamamos a (z;)

punto fijo. Diremos que un punto
periédico z, es atractor, repulsor,
indiferente o0 super atractor Si

|f‘l{zoj| < 1, |fi{zoj| =1, |f‘l{zoj| =1

y If'(z5)l =0 respectivamente.
Recordemos que € C tal que |z| =1
tiene la formaezp(int), por lo tanto
vamos a llamar puntparabdlicoa z, si

£ es racional, en caso contrario diremos
gue es un puntmdiferente irracional.

Por otra parte, untiansformacion
de Mobiuses una funciéon holomorfa del

tipo @(z) = z:; con a,b,c,d € C que

satisfacemd- be = 0. Una caracteristica
importante de las transformaciones de
Mobius es que sobi-holomorfismosde

C; esto es, son funcionésyectivasde £y
conformegpreservan angulos); pero lo
gue es mas importante para nuestros fines
es que dado cualquier polinomio
cuadrético

plz) = Az? + Bz + Ccon

AEB,C EC, existe una Unica tr
ansformacion de Kbius tal que
e pe 9~ (z) = 22 + ¢ = P(z),

para un unica € C. Cuando esto ocurre,
decimos que el polinomiop(z)es
isomorfo a F.(z),esto significa que los
puntos periédicos de ambos polinomios
tienen el mismo orden y son del mismo
tipo (atractor, repulsor, indiferente O
super atractor).
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Figura 6. A. Douady con un Chinelo en
el Instituto de Matematicas de la UNAM
— Cuernavaca enero 2003.

El Unico punto critico de la familia
F(z)esz=0 recordemos que Ila
“topologia” J.estd determinada por la
Orbita de 0. En estos términos definimos
al Conjunto de Mandelbrot como
M := {c €C:J, es conexol, ver
figura 7. Denotamo®ol, al conjunto de
todos los polinomios de grado 2 y
Mab(T) al grupo de transformaciones de
Mobius. Por Idanto, podemos considerar
al espacio formado por laslases de
equivalenciade polinomios cuadraticos
(bajo conjugacién de transformaciones de
Mobius); mas precisamente denotamo$
F, = Pol,/Mob(C) , este cociente es
llamadoespacio de Modulino es dificil
mostrar queF, coincide conC y por lo

tanto, podemos ver al conjunto de
Mandelbrot como un "mapa" que
representa la dinamica de todos los

polinomios cuadraticos.
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Figura 7. Conjunto de Mandelbrot.

Figura 8. D. Sullivan en el Instituto de
Matematicas UNAM — Cuernavaca 2006.

Definiciones Elementales

Punto Atractor vs. Punto Super
Atractor. La diferencia entre un punto
atractor y uno super atractor es sutil, la
dinamica global es similar en ambos casos,
la diferencia reside en la dinamica Local.
En el caso atractor, podemos linealizar la
funcién f en una vecindad del punto atractor
y localmente tiene la formeg(z) = Az
esto nos permite dar una interpretacion
geométricade la dinAmica de la funcidn
f; mientras que en el caso super atractor
lo que se tiene es un comportamiento del
tipo g(z) = z" donden denota el grado
de la funcién f, la geometria que
corresponde a este caso es muy distinta
que en el caso atractor. Detalles sobre
linealizacion se pueden encontrar en
Beardon, (1991);Carleson y Gamelin
(1993) y Milnor (2005).
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Conjugaciéon Llamamos Sistema Dinamico
a la parejaX, f) dondeX es una variedad y

fX—=X una funcibn al menos
diferenciable, es decir, de tipo
f € C™.Esta definicibn se puede

generalizar de manera natural a considerg
en lugar def un grupo o semi grupo. Si
X=0=Cy f es una funcién holomorfa
llamamos a(C,f)sistema dindmico holo-
morfo. Dos sistemas dinamicogL, f;)y
(Z,£,) son topolégicamente equivalentes si
existe un homeomorfismog tal que

@ o fio 97 (2) = f2(2) para

todoz € €. Analogamente diremos que
son conforme o quasiconformemente
equivalentes si @ es un Dbi-
holomorfismos o un homeomorfismo
quasiconforme.

"Intuitivamente” podemos
distinguir las equivalencias definidas
anteriormente de la siguiente manera
Recordemos que egopologicamente
equivalentea §*; es decir, podemos pen-
sar a € como la 2-esfera pero con
estructura analiticaesto es la estructura
inducida poiC. Si consideramos un
homeomorfisma: £ - &€ se tiene que
no distingue la estructura analitica @e
por lo tanto si f es una funcion
holomorfa, ¢ ° f; 2 @ *(z) no es
necesariamente una funcién holomorfa

Esto hace que la conjugacion dada por

un homeomorfismo sedébil en cierto
sentido. Por otra parte, cuangoes un
biholomorfismos entonces la
conjugacion esigida, esto significa que

tanto la dinamica def como la
estructura  analitca de € son
esencialmente la mismabajo la

conjugacion. Finalmente, la conjugacion
que es mas util para nuestros fines e
cuando ¢ es un homeomorfismo

quasiconforme ya que preserva la
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dindmica y la estructura analitica "no
cambia mucho”.

La teoria de dinamica holomorfa
tuvo avances significativos a partir de
que Dennis Sullivan a finales de la
década de 1970 utilizo homeomorfismos
quasiconformes para resolver una
conjetura planteada por Gaston Julia en
1920.

Estabilidad En la teoria deSistemas
Dinamicosel concepto destabilidades

el objeto central de estudio. Decimos
que un sistema dinamico es estable si la
dindAmica no cambia bajo pequefas
perturbaciones d¢f. Para ilustrar este
concepto consideremos el conjunto de
polinomios cuadraticofol, y dotamos

a este conjunto con la topologia inducida
par los coeficientes de los polinomios.
SeaW < Pol, un abierto, decimos que
P € W esJ-estableenW si existe una
vecindad U de P tal que para todo
F,elU existe un homeomorfismo
guasiconformeg,: U(Jz) — U(J_) tal
que @, = P = ¢.'(z) = P, (z) para todo
ze€U(J.) y ¢, depende d&, donde
U(Jz) y U(J,) son vecindades de los
conjuntos]; y J.. respectivamente. Mas
aun llamamos aP estructuralmente
establesi P, se extiende &. En estos
términos podemos decir que un
polinomio cuadratico es estable si todos
los polinomios cuadraticos que se
encuentran "cerca" de el tienen la misma
dinamica.

A principios de 198Mane, Sad y
Sullivan (1983) y de manera
independiente Lyubich (1990)
demostraron el siguiente resultado. Sea
Rat, el conjunto de funciones
racionales de gradd, con coeficientes
complejos y W — Rat, una variedad
arbitraria.
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Teorema 1 El conjunto de parametros
J-estables es un subconjunto abieyto
denso eri.

El resultado anterior es muy
general, en términos del conjunto de
Mandelbrot lo podemos enunciar de |3
manera siguiente.

Teorema (1') El conjunto de parametros
¢ € M tales queF. es.-estable, forma
un subconjunto abiertodenso e\t .

Conjunto Poscritico Estudiar la orbita
de un punto critico resulta muy
interesante ya que esta nos da mucha
informaciéon  importante  sobre la
dinamica de la funcion; por lo tanto, dis-
tinguiremos los siguientes conceptos.

Sea f una funciéon holomorfa,
denotamos al conjunto de sus punto
criticos por
Cr(f):= {c €C: f'(c) = 0},
lamamos conjunto  poscritico al
conjunto

U7

o

posH =1 ] |J 7

n=1 cecrif)

Si Pos(f) es finito diremos qug es
poscriticamente finitaDos funcionesf;
y f- que son conjugadas (en cualquief
sentido) tienen el mismo numero de
puntos criticos y ademas la cardinalidad
de los conjuntofos(f;) y Pos(f;) es la
misma.

Hiperbolicidad Si la orbita de un punto
critico converge a un ciclo atractor (o
super atractor) diremos gug es una

aplicacion  hiperbdlica. Hay una

equivalencia sobre las condiciones de
cuando wuna funcion es hiperbdlica
(McMullen, 1994) para nuestros fines
nos basta la definicion anterior y la
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siguiente equivalencia, Si
Pos(f) nJ(f) =@ entoncesf es
hiperbdlica.

Es claro queP, es hiperbdlico para
todo ¢ € M ya que la orbita del punta
critico converge al punta fijo super atractor
{o}. Seaf € Rat, una funcion hiperbolica,
llamaremoscomponente hiperbdlicde f al
conjunto

UR(f):=
{f.: [~es hiperbolico v [J- equivalente a f}

Vamos a denotar al espacio de
transformaciones racionales conformemente
equivalentes, comBat;/Mob (C).

Teorema 2 Sea U™ c Rat, /Mab(C)una
componente hiperbdlica, supongamos que
J.es conexo pard, € U", entonces existe
una unica transformacién poscriticamente
finita £, € U™.

El anterior resultado parece muy
"inofensivo” pero es de gran utilidad, ya
gque trabajar con transformaciones
poscriticamente finitas es mas sencillo y
por lo tanto, basta conocer la dinamica de
f, € U™ para conocer el comportamiento de
todos los elementos d&®. El anterior
teorema lo podemos enunciar en terminos
del conjunto de Mandelbrot de la siguiente
manera.

Teorema (2') Cualquier componente
hiperbdlica U™ ¢ M contiene un Unico
elemento poscriticamente finitg, € U™

El elementof, € U™ poscriticamente finito
centro de la componente hiperbolics:.
Hemos definido los elementos necesarios
para enunciar una de las conjeturas
principales en la teoria de dinamica
holomorfa.

Conjetura (Densidad de Hiperbolicidad)
El conjunto de funciones racionales
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hiperbolicas es abierto y denso en el
espacioRat,.

La versibn para polinomios
cuadrdticos de la conjetura anterior es Ia
siguiente.

Conjetura 1 EIl conjunto de parametros
¢ € C tales queF.(z) es hiperbdlico es un
conjunto abierto y denso en el plano.

Para dejar en claro las definiciones
anteriores asi como los dos teoremas,
vamos a estudiar algunas componentes dg
conjunto de Mandelbrot.

174

J(P_oss+02)

d(Pp7)

Componentes del

Mandelbrot

Hemos dicho que el conjunto de
Mandelbrot es como un "mapa". En este
sentido trataremos de escudrifiar que
informacion oculta, con el interés de
enunciar una de las conjeturas centrales
en la teoria de dindmica holomorfa y
acentuar porque matematicos
especialistas en distintas &areas han
puesto gran interés en este objeto, mas
aun en la teoria de dinAmica holomorfa.

Conjunto de

J(Pogi1)

J(Po.24)

J(PD,Z*D,?)-i)

Figura 9. Componente principal del Conjunto de Mandelbrot.

Componente principal
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DenotamosP.(z) = z2+ e con
lel < 2. Sabemos que un polinomio de

segundo grado tiene a lo mas dos

puntos fijos en € y cuando
consideramosdC entonces{s} siempre
es un punto fijo; en general para
cualquier polinomio este es un punto
fijo super atractor. Un calculo sencillo
nos muestra que el polinomR (=) con

0 < |e| =X = tiene un punta fijo atractor
X,y otro repulsorx,.. Algo que no es
dificil mostrar es quex_ € F(F,) vy
x, € J(P); mas aun, en general se
puede probar que el conjuniif) es la
cerradurade los puntos repulsores tle
Podemos observar que la Orbita de
punto critico deP.(=z) converge ar_;

en otras palabras, se tiene que€
P'(0) — x_ cuandon — <, por |o tanto
el polinomio P.(z) es hiperbdlico para
todo € que satisface la condicion inicial.
Utilizando teoria de variable compleja
basicapodemos demostrar quyiF ) es
un circulo topoldégico; mas
precisamente, diremos qukFE) es un
quasi circulo (Ahlfors, 2006; Lehto y
Virtanen 1973 para todo0 < |e| ===,
Por otra parte, cuande = 1 tenemos
que P,(z) tiene al como punto fijo
repulsor y® como punto fijo super
atractor; por lo tanto P,(z), es
hiperbdlico y poscriticamente finito
Podemos observar qu&(z)—= 0 para
todoz el y P (z)— oo para todo

z € £\ I cuandon — e y por lo tanto
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J(P) es el circulo unitario db, ver
figura 9.

Denotamos U,cM a Ila
componente hiperbdlica que tiene
centro aP, (=), observemos quE.(z)
es estructuralmente estable En* {0}

y Py(z) solo esdJ —estable enl.
Vamos a denoted U; a la frontera de la
componentel,; este conjunto consiste
de los puntost tales que se encuentran
cerca del; y que la dinamica del
polinomioP_ (z)es distinta a la de los
polinomios que tienen parametro Ep

y por lo tantoP, (=) no es hiperbdlico.
Por ejemplo,z-=€dU, ya que los
polinomios Pi(z) y P_sz(z)tienen un

punto parabdlico.

Una componente U c M es
hiperbdlica siP.(z) es hiperbdlica o
para algunc e U. Los componentes
hiperbdlicos satisfacen una propiedad
de estabilidad; sin embargo, identificar
a los puntosa € dl/ para cualquier
componentel/ « M es un problema
muy complicado de hecho esta
relacionado con la conjetura 1, que
podemos reformular de la siguiente
manera.

Conjetura 2 Cada componentl = M
es hiperbdlica.
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Figura 10. Componente&J_; del Conjunto de Mandelbrot

Componente de Periodo 2. tiene un ciclo de period@ super atractor
definido por0 - —1 — 0. Por lo tanto-1

) - es el centro de la componente hiperbdlica
componente  que  contiene al  discp 1y el polinomioes hiperbdlico y tiene un
centrado en-1 y de radio;. Un sencillo punta atractor de period@ para todo
calculo muestra que el polinomRy.,(z) c € U_, \ {1}. Ver figura 10.

Denotaremos U_, =M a la

Figura 11. Acercamiento al conjunto de Mandelbrot en elrak (—2,—-1.25).
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Componentes de Periodo 3y 5

Vamos a hacer un acercamiento al
conjunto de Mandelbrot alrededor de
intervalo (—2, —1.25), como se muestra
en la figura 11. Observemos que
aparecen tres copias del conjunto d
Mandelbrot, centraremos nuestra
atencion en las copias que denotaremas
U; y U. que corresponden a las
componentes hiperbdlicas de periodos
y 5 respectivamente (ver figura 12). El
parametro—1.765 € If;; por lo tanto,
después de un calculo numérico podemas
observar que la OrbitaPZ, ;.c(0)
converge al ciclo atractor
0+=x, = x,= 0 para n— w, donde
x, =—18, x, =14, Por otra parte,
—1.628 € U;. Después de un célculo

112
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podemos comprobar que la Orbita
P ..:(0) converge al ciclo atractor
0 =x,02 0, 5x;—=x, =0, para
n = o donde

x,=-186 ;=1 2,=—-086,y xy=
—1.4.

Tenemos qué&Js y Us son componentes
hiperbdlicas;por lo tanto, la dindAmica de
sus elementos es esencialmente la
misma, i.e., de periodo 3 y 5
respectivamente.

Un problema nada trivial, es
identificar la frontera de cada
componente U ¢ M . El siguiente
resultado es lo "mas cercano” a una
posible respuesta a este problema.

Teorema 3 Si P.(z) tiene un ciclo o
periddico indiferente, entoncese dM .
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J(P-16)

J(P_1)

—-mu-*u{a-%m*w-*-* m-&a—u#w*wu*mupas.u --n-»oa-*-—-su@woa—u*m*- +4a+-a-+**-o»*uta+u*-w—4-»*— g

—18 1.4

Figura 12. Conjuntos de Julia en las componentes de peBadb respectivamente.

Sin embargo la frontera del Conjetura 3 La frontera del conjunto
conjunto de Mandelbrot no consist¢ de Mandelbrot es laémente conexa

Unicamente de tales parametros. | (Douady y Hubbard, 1984).
problema de identificar la frontera de _
conjunto de Mandelbrot esta relacionado En el intento de resolver esta

con las conjeturas 1 y 2. De hecho la Ultima conjetura se ha desarrollado mucha

siguiente conjetura es una version "myy de la teoria de dinamica holomorfa, que

fuerte" de las anteriores conjeturas. relaciona a distintas areas de matematicas
como: aritmética, combinatoria, topologia,
geometria. Esto muestra queen
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matematicas todas sus distinta
disciplinas estan relacionadas entre si.

Es necesario aclarar que la teor
de sistemas dindmicos holomorfa n
estudia Unicamente polinomios
cuadraticos o gradomn, parte muy
importante de estudio son las funcione
racionales, funciones trascendentes
grupos kleinianos. Muchos matematico
muy importantes son quienes ha
intervenido en el desarrollo de esta teori
entre ellos cuatrmedallistas Fields:

¢+ John Milnor, que recibi6é la medallg
Fields en el afio de 1962 por trabajg
en el area deggeometria diferencial,
algunas de sus contribuciones e
dinamica holomorfa es  sobrg
caracterizacion topologica ds
transformaciones hiperbdlicas.

¢+ William Thurston recibié a medalla
Fields en 1982, su trabajo
esencialmente es geometria vy
topologia de 3-variedadesy su
contribucion en dinamica holomorfa
€s muy vasta en cuanto a la teoria ¢
grupos kleinianos, respecto a I
dinamica de funciones racionale
tiene dos resultadosiuy importantes
uno es junto con J. Milnor en dondg
relaciona propiedades aritméticas cg
la dinamica de cierto tipo de
funciones. Mas tarde hizo ung

caracterizaciébn de topolégica de

funciones racionales y este resultad
engloba conjeturas muy importante
en esta teoria.

¢+ Jean-Christophe Yoccoz recibid I3
medalla Fields en 1994, trabaj:
principalmente en  Dinadmica
Holomorfaal igual que

¢+ Curtis McMullen quien recibio la
medalla Fields en 1998.

5 Aungque muchos especialistas en el
area aseguran que el conjunto de
Mandelbrot es un objeto que "casi"

a conocemos completamente, la teoria esta

O |ejos de ser concluida, las conjeturas que
quedan son muy fuertes, esto no quiere
decir que sean imposibles de resolver, sin

S embargo también hay problemas

Y relativamente sencillogsjue esperan a ser

S resueltos. También cabe mencionar que hay

N un grupo de jovenes investigadores

2, mexicanos que trabajan directamente con los
importantes  matematicos = mencionados
anterior mente.
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