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ABSTRACT. Homology and cohomology groups for open
domains of the plane are defined in terms of the
concept of index of a curve with respectto a point.
A Mayer-Vietoris sequence is established for both
homology and cohomology by me~ns of simple results
of elementary complex analysis. Some applications
are given.

RESUMEN. Se definen grupos de homologla y cohomolo
gia para dominios del plano~ por medio de la n o ci Sn
de lndice de una curva con respecto a un punto. Se
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dan algunas aplicaciones.

§1. INTRODUCCION

El uso de metodos topologicos en analisis es
de vieja data. La homolog!a singular y la cohomo-
log!a con valores en un haz juegan papeles utiles
e importantes en ciertos aspectos del Analisis Com
plejo. Los metodos topologicos han sugerido con
frecuencia resultados en analisis y, a su vez, te~
nicas anal!ticas han mostrado ser eficientes en el
establecimiento de propiedades topologicas.

La nocion de homologia basada en el lndice. la
eual puede atribuirse a E. Artin y C. Caratheodory
dada la importancia que estos matematicos atribuy~
ron al coneepto de lndiee de una eurva y al papel
que este jugaba en la Teor!a de Cauchy, no ha sido,
hasta donde 11ega nuestro conocimiento, explotada
sistematicamente. Esto nos parece inapropiado, pues
dieha homologia es comparativamente mas simple y
natural que la homologla singular en el caso de los
dominios del plano. Tal nocion de homolog!a, defi-
nida al fin y al cabo por un cierto tipo de grado
topologico, es, como demostro D. Mond, equivalen~,
aunque no trivialmente, a la homologla singular.

El objeto principal de este trabajo es mostrar
II como una su c es Lc n de e s c i si Sn para la homologia de
..Artin, sueesion del tipo Mayer-Vietoris, sugiere
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.algunos resultados en Anilisis Complejo. Luego ve-
remos eomo estos equivalen a la exaetitud de dieha
sueesion. Finalmente daremos demostraeiones pura-
mente analitieas de estos resultados, obteniendo
de esta manera una demostraeion, tambien analitiea,
de la exaetitud de la sueesion de eseision para la
homologia de Artin. Modulo el resultado de Mond,
esto impliea la exaetitud de la sueesion de Maye~
Vietoris para la homologia singular.

Nos pareee que todo esto representa un ejemplo
relativamente simple del papel eomplementario que
teenicas analitieas y tecnieas topologieas juegan
dentro del anilisis moderno. Algunos de los resul-
tados obtenidos han mostrado ademis ser de alguna
utilidad, especialmente en la teoria de las eeua-

.ciones diferenciales eomplejas.

Supondremos conocidas del lector las nociones
bisieas de la teoria de la homotopia, incluyendo
la definicion y p~opiedades elementales del grupo
fundamental, asi sea s&lo para dominios del plano.
8i Q es un dominio del plano, C(Q) sera el conjun-
to de las curvas cerradas de Q, es deeir, de las
aplieaciones continuas a:l ~ Q tales que a(O)=a(l).·

Aqui, 1 = [0,1]. 8i a e: Q, eon C(Q,a) denotaremos
el subconjunto de C(Q) de las curvas cerradas con
origen en a: a = a(O) = a(l). 8i a,S e: C(Q,a), dL>
remos que a e~ hom6topa a S en n y eseribiremos
a ~ S(Q), si existe cr:lxl ~ Q, co~tinua, tal que
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a(e,o) = a(e,l) = a para todo e e: 1 y. 'que a(O,,t)

a(,t), a(l,,t) = s(,t), ,te: 1. Se dice que a e..6 u.na
homotopla de.Q que deforma a a en S. La relaci6n
R = {(a,S)!a. ~ s(Q)} es una relacion de equivalen-
cia en C(Q,a.). El conjunto cociente

(1.1) TIl(n,a) = C(Q,a) / R

tiene una estructura natural de grupo.
a.e: C(Q,a) denotamos con [a.] la c1asea
a, la ley de composicion en TI1(Q,a) esti dada

Si para
modulo R de

por

( 1. 2)

es el elemento neutro
[
_1,entonces a la' donde

es el inverso de [a]a.

don de a.S (,t) = a.(2,t), 0 ~ ,t ~ 1 /2, (a 13) (,t) = S (2.t - 1),
1/2 ~ ,t ~ 1. Si Ya(,t) ="a para todo,t~ 1, 1 = ry]a L a ((

C(Q, a) ,

,t 4l; 1,
de Til(Q,a); y si a.~
a-l(,t)= a(l - ,t), 0 c

El grupo TIl(Q,a) se denomina e1 g~u.po 6u.ndameE
tat 0 g~upo de homotopla de Q ~etativo at punto a.
No es dif1cil demostrar que si tambien b £ Q enton
ces TIl(Q,b) ~ TIl(Q,a), razon per la cua1 se habia
del grupo TI1(Q) sin especificar el punto a1 cua1
se refiere.

Dada la extension del presente articulo hemos
resuelto, atendiendo la solicitud de los editores
de recortarlo, suprimir buena parte de las demos-
traciones. Esto nos parece apropiado, pues estas,
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largas y aburridas, son mas un ejercicio de pacien
cia que de pericia. Nigun lector interesado tendra
dificultades serias al intentar reproducirlas, si
para ello dispone de una cierta dosis del primer
ingrediente.

§2. NOCIONES BASICAS DE ANAlISIS COMPLEJO.
El objeto de esta seccion es fijar el lenguaje

y 1a forma de los resultados de analisis complejo
necesarios en el resto del trabajo, y que algunas
veces no es la corriente en los textos usuales.

En todo 10 que sigue, y salvo advertencia ex-
presa de locontrario, n sera un dominio del plano.
Es decir, un abierto conexo y no vac10 de • Su p o n

dremos tambien que toda curva y de n esta parame-
trizada por el intervalo [0, 1J.

Si b es una funcion ana11tica en n, es posible
definir

donde y es cualquier cur a de n. Basta en efecto
tomar

(2. 1) I bdz = f bdz,y y

donde Yo es cualquier poligonal de n tal que
Yo(O) = yCO), YoO) = y(l) y que-
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h (:t) - y (.t) I < 1t/4,o :te: [O,lJ,

siendo It la distancia de y( [0, 1J) a [- n. Se ve f~
cilmente que (2.1) no depende de Yo en tanto Yo sea
poligonal de aproximacion.

Es facil ver que si y es una curva cerrada de
n entonces (ver [2], [5J)

1 J dzIndy (a.) = 2 7f1 z:a,
y

el cual se denomina el Ind1~e

a. e: [-y([O,lJ),

de y ~on Ite~pe~.to al
pun:to a., es siempre un entero, y que la aplicacion

Indy: «: - y ( I) -- z

a ~ Indy (a)

es continua. Tal aplicacion es entonces constante
sobre toda componente conexa de I: - y( 1), y eviden-
mente nula sobre la componente conexa no acotada
de este conjunto. Si E(y) es el conjunto de puntos
de [- YO), dlonde Indy se anula e I(y) = [- YO) - E(y),

entonces C(y) e I<Y) so~ abiertos de e , denominados
respectivamente el ex.telt1olt y el 1n:telt1olt de y. Es
claro que I(y) = I(y) UY(I) es compacto. EI nIime ro
Indy(a) se interpreta usualmente como el numero ne
to de vueltas que y da alrededor de a..

Si Y es una curva cerrada de n, se dice que y
es Yl.ul-hom6loga. u hom6loga. a. ~elto en n si I(y) s: n,
es decir, si Indy(a.) = 0 para todo a. ej:. n. Es corrien
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te escribir Y - O(n) para indicar est o , Mas genera.!.
mente, si Y1 y Y2 son curvas cerradas de 0 tales
que Indy1(a) • Indy2(a) para todo a ~ 0, se dice
que Y 1 e..6 hom6loga a Y 2 en 0, Y se escribeY 1 - Y2(0).
Si para cada bel Yb denota la curva Yb(t) • b,
t c 1, entonces Y ...0(0) si y s6lo siY ...Yb(O) pa
ra todo b c O. Por otra parte, si Y1 y Y2 son cur-
vas cerradas de 0 y a es una curva de 0 tal que
a(O) • Y1(O) y a(1) • Y2(O), entonces Y1aY2a~ es
una curva cerrada de 0 y Y1 ...Y2(0) si y solo si

·1Y1aY2a ...0(0).

La ve.~.6~6nhomot6g~ca del Te.o~e.ma de. Cauchy
afirma que si Y1 y Y2 son curvas cerradas de 0 en-
tonces Y1 ...Y2 si Y solo si

f 6dz· J 6dz
J Y 1 Y2

para toda funcion analitica 6 en n. En particular,

Jy 6dz • 0
1

para toda funcion analitica 6 en 0 si y solo si
Y1 ...0(0). Al respecto de la version homologica
del Teorema de Cauchy pueden consu1tarse [1], [2J,
[5], [30J. Una demo st racLfin simple puede basarse
en e1 Lena 2.2 siguiente, como 10 observaremos en
1a Nota 2.1.

Si Y1 y Y2 son cerradas y Y1 es homotopa a Y2
en n, 1a version homotopica del Teorema de Cauchy
imp1iea que Ind (a) = Indy ( ) para todo a ¢n,

1 2
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o sea, que Y1 - yzcn). La versi6n homo16gica del
Teorema de Cauchy implica entonces la versi6n homo
t6pica .:

Si n es-un dominio de [, se dice que Q es ~im-
plemen~e Qonexo si existe a e. Q tal que toda cur-
va cerrada Y de origen en a esnul-hom6topa. Se di
ce tambi~n que g es Qontnaible al punto a. En tal
caso, si a es cualquier curva cerrada de Q y 0 es
una trayectoria de Q on 0(0) = a y 0(1) = a(O),
entonces oa6~ es nul-hom6topa, as! que

No es diflcil ver que si Q es simplemente cone
xo, no importa cual seael origen de la curva ce-
rrada Y, yes nul-hom6topa en Q.

Sea Q un dominio de t. Se dice que Q es n-con~

xo si [-Q tiehe n componentes conexas acotadas. Es
posible en tal caso que [-Q tenga infinitas comp~
nentes conexas no acotadas. Si ~ denota la e~neka
de Riemann, es decir, el compactado de Alexandroff
de a: ([3Z],Cap.3), se puede demostrar (v er [4J),
que Q e s n - con ex0 si y s6 los i I: 00 - Q tie nee x act a-
mente n+1 componentes conexas. En particu ar, Q es
O-conexo si I: - Q no tiene componentes conexas aco-
tadas. Si Y es entonces una curva cerrada de Q, ne
cesariamente I.: - Q ~ E(Y), asf que I (y) <;;; Q y Y - O(m.

Por 10 tanto,



aportes 61

para toda funcion analitica £ en n.
Si n es un dominio de [, denotaremos can O(n)

al espacio vectorial sobre [ de las funciones ana-
liticas u holomorfas en n. De hecho, O(n) ~s un al
gebra sobre [, pues el producto de funciones holo-
morfas es una funcion holomorfa. Los·siguientes r~
sultados del analisis complejo elemental seran fre
cuentemente usados en 10 que sigue.

LEMA 2.1. (Morera) Si £ e..6 c.ont..Lnua en n e Jy6dZ = 0
pa~a. toda. t~a.yec.to~ia. c.e~~a.da. y de. n, e.ntonc.e.6 e.~
te. F ~ O(n) tal que

F' (z) = 6(z)

pa.~a todo ZEn. En pa.~tic.ula.~, £ ~ O(n).

Por 10 tanto:

COROLARI0 2.1. Si n es O-conexo 0 simplemente cone
xo, y si £ ~ o(n), existe F ~ o(n) tal que

F'(z) = £(z)

para t o do Z e: n. '_~f,'

Sea ~*(n) el conjunto de las funcion~1 h~lbmo;
fas que no se anulan en n Ln gIin punta zde n.' E'L
conjunto o*(n) tiene una estructura natural de gr~
po abeliano multiplicativo: si *£, 9 e: 0 (n),



62 oport ee

z c o.

lo., •• tructur. d.1!lZ-.Sdulo •• t' d.t.rain.d. pOl'

1. ley ext.rn.

II _ Z, 6 • 0* (n),

donde-611(z) • (6(Z»II, z c o.
Del Corolario 2.1 se d.duce sin mis que

.eOROLARI0 f.!. Seall 6 c 0*(0), Y una cu~va ce~~ada
de. o.~Entonce4,

1 f 6'(z)dz
2n.i Y &(z)

e4 un ente~o. E4te ente~o e4 nute pa~a teda cu~va
ce~~ada Y de 0 4~ Y 46to 4~ eX~4te 9 en 0(0) tat
que

6(z) • e9(z)

pa~a todo z c o.
11 .igui.nt. re.ult.do •• funda •• ntal. Demo.-.

tr.cion •• d.t.ll •••• p•••• n .ncontr.r ••• n (5] y

[30] .

lElA f.f. St4. n u. 4b4t~O de I. « un ,ubeo_jun-'
to dt Q. E.to.etj e~~tt. t~4feeto~44j et~~4d4j
lIt •.••l. dt n - « t4tU qut
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I_1_ f ~dz
k= 1 2 'IT J.. Y k z - a.

pa.~a. todo a. E K Y toda. 6uncJ..6n holomo~6a. 6 en n.

(2.2) 6(a.)

NOTA 2.1. Es posible deducir del resultado ante-
rior la version homologica del Teorema de Cauchy.
En efecto, si Y es una curva cerrada y Y _ o(n),
entonces K = I(Y) es un subconjunto compacta de n
y existen Y1, ... ,Yn, trayectorias cerradas de n-K,
tales que

6 (z) Z E K.

Se deduce que

fy6(Z)dZ = f ~ f {6(~)J c~Zz}d~
f'=12'IT'{' <.,
c, Y k . Y

Pero, dado que Yk(1) n I(Y) = cP, k = 1,2, ... ,n, e
claro que

f dz / (~ - z)
Y

Entonces

NOTA 2.2. En vista de 10 anterior, la condicio
(2.2) en el lema es equivalente a la siguiente
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(2. 3)

b <f n.

b co: K.

NOTA 2.3. Del lema 2.2 es facil cone I- ir quesi n
es simplemente conexo entonces n es O-conexo. La
afirmacion reciprocat tambien valida, es consecuen
cia del Teorema de Conformidad de Riemann (Rudin
[30]t Cap .13) .

3. El RUPO DE HOMOlOGIA DE ARTIN
Si C(n) es el conjunto de las curvas cerradas

de un abierto n de ~, y.

h = {(a,S) latS e: C(n) y a - S(n)},

entonces h es una r lacion de equivalencia en C(n).
EI conjunto cociente

(3. 1)

tiene una estructura natural de grupo abeliano. Si
a e: C(n) y <a> denota su clase modulo ht tal es-
tructura esta determinada par la ley de composi-
c'on <a>+<S> = <aYS~~>, donde Y es cualquier tra-
yectoria de n que una a(O) can 6(0). EI elemento'
neutro de este grupo es 0 = <Ya>, donde a es cual-
quier punta de n y Ya(~) = a para todo ~ € I. Ade-
mas,-<Y> = <y-l~.

.'
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Como grupo abeliano, H1(n) tiene una estructu-
ra natural de ~-mo~ulo. La ley externa esta deter-
minada por (n,<a» ~ n<a> = <an>. Observese que

DEfINICION 3.1. El Z-modulo HI (n) se denomina el
g~upo de homalog~a de A~tin de n.

Si a,S son curvas cerradas de n y a - B(n), el
Teorema de Cauchy asegura que a - B(n). La aplica-
cion natural

dada por

(3.2)

esta entonces bien definida, es sobreyectiva y evi
dentemente un homomorfismo de las estructuras de
grupo.

NOTA 3.1.
n y n1,

Sean a,al, ,am curvas cerradas de
,nm numeros enteros. La notacion

(3.3)

significara que
m
I nk.Indak.«»
Ii= I

~ara todo a ~ n; es decir que
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Sean Y1, •.• 'Ym trayectorias de G tales que
Yk(O) • a(O), Y,,(l) = a,,(O), " • 1,2, .•• ,m. Enton-
ces (3.3) vale si y solo si

Supongase que n es n-conexo y que KI, ... ,Kn
son las componentes conexas acotadas de I:- n. En-

tonces K1, ... ,Kn son subconjuntos compactos de 1:.

Si I ~ P ~ n , e s po sib 1e d em0 s t r a r (v-e r [4]) que

n I == n U K 1 U •• • U K pes a Gn ~n domin i 0 del:, e 1 eual

es n-p eonexo, y Kp+1, •.. ,Kn son las componentes

compaetas de I:-n'. En particular~ == nUK1U ...UKn
e sun do min i 0 0- eon ex 0 del:, e s dec i r, [co - ~ e s eo

nexo.

Si n es O-conexo entonees HI(n) == {O}~ pues si

y ~ C(n) entonees Y - o(n). Se concluye que si n
es simplemente eonexo, tambien HI(n) = {0}. La

eonstruccion necesari.a para la demostraeion del si

guiente Teorema se basa en el Lema 2.2.

TEOREJIA 3. J. Sea n u.n dom-i..n-i..on-conexo, n ) 1. Sean
Zo e: n IJ K1,···,Kn ta..c c.omponente.6 coaexas mpa.c.-
xa« de I: - n. E nto nc e.6, ex-i...6ten t~alJecto~-i..a.6 ce~~a-
da.6 Y" en 0, con Yk(O) • %0' It. • 1,2, ••• ,n, ta.le4
qu.e
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(3.4) 1n.dy . (a)
j {

I,

0, a e: I:-QUK·
j

a e: K·
j

COROLARIO 3.1. Sea Q un. domin.io n.-eon.exo. En.toYl.ee~
HI (Q) e~ un. Z-m6dulo libne de dimen.~i6n. n. ~obne z.
Si YI' ... 'Yn. ~on. tnayeetonia~ eennada~ de Q eon.
Yk(O) = 20 e: Q, la~ euale~ ~ati~6aeen. (3.4), en.to~
ee~ <YI> , ••• , <Yn> e~ una ba~e de H1(Q) ~obne z.

COROLARIO 3.2. Si Q e~ un abiento n-eonexo de
H1(Q) e~ i~omon6o a z". Si Q e..6 I-eonexo, HI(Q) es
i~omon6o a z. En e~te ultimo ea~o, un i~omon6i~mo
de HI(Q) ~obne ~ e~ la aplieaei6n.

dada pon

donde a e~ eualquien punto en la eompon.ente eonexa
aeotada de I: - Q.

§4. RUPOS DE COHOMOLOGIA DE ARTIN.
Denotaremos can HI(Q,~) al Z-modulo de las ap1i

caciones Z-lineales de HI(Q) en z:
(4. 1)
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A su vez, I(Q, ) seri el Z-m6dulo de las ap i
caciones -Ii ea es de HI(Q) en [:

(4.2)

El grupo abeiiano HI(Q,E) tiene una estructura
natural de espacio vectorial sobre E, estando dada
la ley externa por (~I)«a» = ~(I«a»), donde
A e: t. 1 e: HI(Q.E). Es claro que HI(Q.~) es un sub
grupo de HI(Q,E). Es claro ademas que HI(Q,~) =
{a} = Hi(Q,E) cuando Q es O-conexo (0 simplemente
conexo). Los grupos Hi(Q,~) y Hi(Q.E) se denominan
los g~upo~ de cahomotog~a de A~tin con coenicien-
te~ en ~ y [ , ~e~pectivamente.

Sup6ngase que Q es n-cone 0 y sean al,·· .,an
p ntos en cada una de las comp nentes conexas aco-
tadas de [-Q. Sean 11' .r, en Hl(Q,~) dadas
por

Evidentemente las Ik estan bien definidas, son
~-lineales, e,".(11,... ,In) es una base sobre 7l de
Hl(Q,~), dual de la base «Y1>, ,<Yn» de H1(Q)
dada por el Teorema 3.1 y el Corolario 3.1. N6tese,
en efecto, que lk«Yj» = 0kj·

Tambien (I1 •..• ,ln) es una base sobre I: de
Hl(Q,t). En efecto, las relaciones anteriores im-
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plican que 11' ... ,In es un sistema libre de
H1(n,C), y si 1 £ H1(n,C) y Ak = I«Yk» enton-
ces 1 • A111 + ... + AnIn•

Sea n un dominio de C. La version homologica
del Teorema de Cauchy permite definir sin ambigue-
dad aplicaciones

1 : 0 ( n) ~. HI(n , 1:) ,

por

(4.4) l(n)«Y» = Jy6dZ.

J(g)«Y» = 2;1 fy~dZ
Y

(4.5)

Evidentemente 1 es [-lineal. Como

f ~dz =
y(gn) J Ldz + J h' dz. 9 11'y Y

se tiene tambien que J es Z-lineal.

No es dificil verificar que

TEOREMA 4.1. S~ n e~ un dom~n~o de Qonex~6n n~n~ta
fa ~uQe~~6n

donde ~ e~ fa ~nQfu~~6n natunaf e 1 e~ta dada pon
(-4 4) ~ u exac.ta .
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NOTA 4.'. Como Ker I • adz0.<rl> • 0' (rl) ,se deduce
que La, apLdcacLfin

obtenida de I por paso a los cocientes, es un iso-
morfismo.

NOTA-4.2. Si r2 no es de conexion finita, 1a aplica
cion ~ no e&, en general, sobreyectiva. La exacti-
tud de (4.6) en las otras instancias es clara, aun
en est e.cas 0 •
Tambien es faci1 verificar'que:
TEORf~A 4.2. S~ r2 e~ un dom~n~o de conex~6n n~n~~a,
la ~uce~~6n de z-m6dulu~

(4. n
donde O*(r2) e~ el z-m6dulo de la~ apl~cac~one~ ho-
lomonna~ que no ~e anulan en n~ngun punto de r2, ~
e~ la ~nclu~~6n natu~al, E(n) = Exp(2TI~n) y J(n)
e~ta dada pon (4.5), e~ exa~ta.

NOTA 4.3. La ap1icacion

J :.O*(r2) i E(OCr2» ~. 1H (Q,Z),

obtenida de J por paso a los cocientes, es un iso-
morfismo.

NOTA 4.4. Si rl no es de conexion finita, 1a suce-
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. ..-
Sl.on

o --+ Z

es aun exacta. Sin embargo, J no es, en general,
sobreyectiva.

N T 4.5. Observese la exactitud de las sucesiones

y

0-+

cuando n es simplemente conexo.

§5. DE LA TOPOlOGIA Al ANAlISIS.

En e~za ~e~e~6n n ~e~a, ~alvo adve~zen~~a de
lo Qonz~a~~o, un dom~n~o de [ de ~onex~6n 6~n~za.

VEFIMICION 5.1. Se dice que una pareja (n1,n2) de
dominios de [ es una e~~~~~6n de n si n1 y n2 son
ambos de c o n e x i fin finita, nI2 = n1 n Sl2 tiene solo

un numero finite de componentes conexas, y n =

Necesariamente toda componente conexa de n12
es un dominio de conexion finita (ver [4]). Si n12
es conexo, se dice que la e~~~~~6n e~ Qonexa.

Es evidente que una participn de n no es nece-
sariamente una escision. Es tambien eviden e que
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algunas escisiones pueden ser conexas y otras no .

. ...suces on

(5. 1) o --+

donde no = n y P, Q estan definidas de la siguien-
te manera: denotando por <a>~, ~ = 0,1,2,12, la

lase de homologia singular dea ~ C(n~), entonces,

(5.2) <a> - <6>o 0

= <a> - <6>.

En lo que ~igue de la r~e~ente ~ecei6n ~upon-
d~emo~ que (5. 1) e~ una ~uee i6n exaeta y e tudia-
remos implicaciones de este hecho en analisis com-
plejo. Veremos como ciertos resultadns que se dedu
cen de tal hipotesis equivalen a dicha exactitude
En a proxima seccion daremos demostraciones anali
ticas de tales resultados.

La sucesion (5.1) origina, por paso a los dua-
les, la sucesion exacta

(5.3)

Hemos identificado H1(n1,z)eH1(n2,z) con
HomZ(H1 (n1)eHl (n2),Z) de la siguiente manera: si
<,> denota el parentesis de dualidad,
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---z

( 1, <a> .) ---..
.(. 1«a>.),

.(.

es decir. si

(5.4) <1,<a>.> • 1«a> .),
.{. - .(. ..i • 0,1,2.12,

sea- -
(5.5)

- -

definida, cualesquiera que sean a CC(OI).e e: C(2)."' .

por
(5.6)

La aplicacion ~ es evidentemente lineal. Es in-
yectiva, pu~s 11«a>l) - 12«6>2) para todo
a L C(n1), 6 e: C(n2) es posible si y solo si
11 = 12 = o. Por otra parte. S1 L: H1(OI)eH1(n2) -+ Z -
es lineal y definimos L. H

1
<O.) -+ Z, ..i. 1.2, por

.(. .(. -

evidentemente

Se concluye que ~ es un isomorfismo.

La aplicacion P. esta dada por

(5.7) < P * ( I 1 ' 12) , <Y > 1.2 >
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donde en la Gltima igualdad hemos hechouso de la
identificacion (5.5). Por otra parte, Q* es:

(5.8)

<l ,»:«> - <13> >o 0

En el siguiente diagrama, las aplicaciones ve~
ticales son sobreyectivas y los cuadrados son con-
mutativos. Si I = I'· i = 1,2, las aplicacio-ni n n. ,.cnes p,q estan definidas por

(5.9) 6 / g.

El diagrama es:

(5.10)

La exactitud de (5.1), los resultados basicos
de analisis complejo en la seccion 2, y algo de pa
ciencia, permiten demostrar los dos teoremBS si-
guientes. Detalles pueden encontrarse en [37J.
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TEOREIIA 5. J. Sean 61 tE o*(n1), 62 • o*(n
2
) p y .6u-

p6nga.6e queexl.6te 9 c O(nI2) tal que

61 (z ) /62 (z ) = e9(Z), z-= n12.

Entonee.6 eX~.6ten h~ € O*(n~), ~ = 1,2 Y
6 E o*(n) tale.6 que

1,2 .

TfORfMA 5.2. S-i. 6 e: o*(nI2), ex~!.>:ten6 e: o*(n1),
62 E o*(n2) IJ 9 en O(n12) :tale!.>que

6(z) eg(z) 61 (z) I 62 (z), z en 2 .

Los resultados contenidos en los dos teoremas
anteriores son los mejores que pueden obtenerse por
argumentos topo1ogicos. Esto es consecuencia del
siguiente teorema, rec1proco de ellos, y cuya de-
mostracion es tambien un ejercicio de paciencia
(ver [37J).

TfORfMA 5.3. Sean n de eonex~on 6~n~ta y (n1,n2)
una eoc~.6~6n de Q. Suponga.6e que:

(1) S~ 6~ E O*(Q~), ~ = 1,2, y, en QI2'

.6~emp~e eX~.6ten 6 -= O*(Q) IJ h~ ~~*(Q~)tale.6 que

eh~L .n~,
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(2) S,[ 6 .:.: 0·* (n12), ex.i.6.te.n 6,[ e: 0'.*(n,[) ,
Ij 9 e: 0·* (n12)' .taR..e s que.

,[ = 1 2, ,

En.tonce.6, R..a .6uce..6i6n (5.3) e..6 e.xac.ta.

NOTA 5.1. Si nI2 es conexo entonces Q* es inyecti-
va.

Sea.n un dominio n-conexo. El espacio vecto-
rial Hl~l:) se identifica naturalmente con el 1:-

_. 1
espacic ~ZH (n,Z). En efecto, la aplicacion

~'.- .. '

0.,1)- /'.1,

donde AT esta definida como en 4, es bilineal, e
induce entonces una aplicacion lineal

Al'iJl - AI

Tal aplica ion es un isomorfismo que transfor-
rna la I:-base (1~Il•...,10In) de [0zH1(n,Z) en la

-bas e (I l' . . .,In) d e H 1 n, 1:). A qu1, Ik.' k.
1,2 •... ,n, esta dada por (4.3). Identificaremos a
[0zHi(n,~) con H1(n,l:) mediante tal isomorfismo
(de modo que AGI = AI). Como Z es un anillo prin-
cipal y t es un Z-modulo sin torsion, de la exac-
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titud de (5.3) se deduce que
cis ion de n, 1a sucesion

en 1a cua1 p* ~ I~P* _ Q.*. lc.Q.* y 1 es 1a Ldent L«
dad de E_ es e~acta (ver Lang [21], p.566).

De nuevo identificaremos .H1(n1,1)$Hi(n2_1) con
Homl(Hl(nl).Hl~n2)_I)mediante 1a ap1icacion

(5. 12)

definida por

(5.13)

NOTA S.t. Observese que en e1 diagrama

(5.14)

en e1 cual

P ( n - g) .. n - g-.
y

1 . ( 6) ( < a> .) = J 6d z , i = 0, 1 , 2 , 12 , n = n ,
~ ~ 0

a
los cuadrados son conmutativos y~ siendo (n1,n2)
una escisi6n de n, las aplicaciones de Ii son sobre
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yectivas, asS: que.l1iI2 tambien loes.

Los siguientes resultados "son consecuencia de
1a exactitud de (5.11) y de los resultados bisicos
de an'lisiscomplejo de 1a Sec~i5n N~ 2. En cierta
forma son versiones aditivas de los Teoremas 5.1 y
5.2. Sus demostraciones se obtienen con un poco de
paciencia y cuidado.

TEOREMA 5.4. Sean (n1,n2) una e~ei~i6n de n.
c. e.s , -6 i 6 1 e: 0 (n1 ) , 6 2 E: 0 ( n2 ) , 9 e: 0 (n12 )
61 - 62 = s ' en ni2, ex.i~.ten6 e.: o(n) ~Y hi en
i = 1,2, .tale~ que

En:ton
y
o (n .i.~

6 - 6· = h '. , en n., i = 1, 2 .~ ~ ~

TfORfMA 5.5. Sean (n1,n2) una e~ei~i6n de n,
6 e: o(n12). En.tonee~, ex.i~ten 6i E O(Di), i = 1,2,
Y h E O(n12), .tale~ que

COROLARIO 5.1. Baja la hip9.te.oi-6del !eo~ema, pana
.t0 don ~ 1 e x -i-6 t e Yl. 6i E: 0Wi) , i..:; 1, 2 , Y h -.0en12)
talell que

El siguiente resultado muestra que la conjun-
ci5n de los resultados en los Teoremas 5.4 y 5.5
equivale a la exactitud de (5.11). Los detalles de
.La .emc-s:t.r.aciO-n -pueden encon tr arse en [37J.
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TfllEMA 5.6., Sfan ° un do';'inic de. eonf~.i6n o.in.i.ta_

(°1,°2) una e4e.i4.i6n de. o •. Supdngtueque
(1) f)ada6 6,[ c O(O}, .,[. 1,2 ta.t.f.a qUf

~iempJte e~,[.6ten 6 e: o<~n tj h. c 0(0.) tai.e.6 que
..{. ..{.

6" 6· + h' .
..{. ..(.

en 0,[, i· 1,2.

(2) Vada 6 e: 0<012)' exL~ten 6,[ EO: 0<02, i.." 1,2,

tj 9 E 0<°12) tai.e~ que

6 = 6 - 6·+ g'1 2

en 012'

Entoncea, La ~uce.6'[6n (5.11) e.6 exacta.

NOTA 5.3. Si 012 es conexo entonces Q* es inyectiv~

~ri eRia ~ecci5ft daremo$ ~~~ostracioneJ anal{ti

ra s ij~ los rHsul·ta.dos;c·onten.iu(,.\c'en l'();~ '1'eo'!:"ema
'·5 ;-1, .. ,..2.,

. .

as"~ "'0' m";...···;",,,:·· '"',. '1'-;"",.~ ..... ':;.". r: .. ".._ c- u ~_ .u~ ~~~ .•.~~~~.S.~~~ ~ .• :; s c.o-

En 10 que sigue. usaremos rep~tidas veces el
siguiente lema. demostraciones del cual pueden en-
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con-t ars en [5J, [10J s [15].

LEMA A'. (Dolbeault). Sea 9 de elal.>e cP, 1" P ~ 00,

en el abie~to n de t. Entoneel.> exll.>te 6, de elal.>e
Cp+l en n , tal qu.e.

ti(z) g(2)
el'Z"

pa~a todo 2 e: n.
Tambien haremos uso del siguiente resultado so

bre pa~tieion~1.> I.>uavel.>de la unidad. Recordamos
, 00

que una familia (~ ) de funciones C defini-'l'i i e: I
das en n es una pa~tlei6n I.>uave de la unidad en n,
si

(1) Para todo 2 e: n, <1>.(2) ~ O.
-t

(2) Para todo Z e: D, <1>.(2) 0 salvo para un nume
-t

ro finito de indices c e: 1.

(3) Para todo ZEn, l~I<1>i Z) = 1.·

Una demostracion ,del siguiente lema puede en-
contrarse en Lang [20J.

LEMA B. (De Rahm , Schwartz, Dieudonne). Si (Uj)je:J
el.>un neeu ~imiento de n po~ eonjuntol.> ablentol.>,
exil.>te una pa~tiei6n I.>uave de la unidad (<1>i)i_ I
en n, s ubo iui cn a.da: a (·U.). J en el I.>e.ntido I.>i-·

j j e:
guiente.: pa~a todo i e: I e.xil.>te.j ~ J tal qu.e.

u '.j
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La demostraeion de nuestro primer result ado es
adaptacion de eiertas tecnieas usadas por Horman-
der en l~ te;r!a de cohomolog!a con coeficientes
en el haz 0 de las funciones holomorfas sobre una
variedad anal!tiea compleja ([16J, Cap.I,Theorem
1.4.5). Los detalles, que pueden encontrarse en
[37J, son aplicaciones directas de los Lemas A y B.

TEORfMA 6.1. VadoJ dominioJ ~1'
-6 e::O(~lnS"G2)' e.xL6.te.n 9 e:: O(~l)
qu.e.

~2 de.! pian.o If
If h e:: O(S"G2), .taie.J

-6 9 - h •

NOTA 6.1. Es claro que el Teorema 6.1 generaliza,
aunque no en forma tanpreeisa, el teorema de Lau-
rent del anilisis complejo eLemental.

Sean entonces (~l'~2) una escision de ~, ~12 =
~ln~2' El Teorema 5.5 es consecuencia inmediata del
6.1, con h = 0; es decir, el Teorema 6.1 es mas
fuerte que el Teorema 5.5. Es tarobien facil ver qu~
el Teorema 6.1 impliea el 5.4.

TEORfMA 6.2. La Juce.Ji6n (5.71) e. e.xac.ta.

Se obtiene as! una demostracion puramente anall
tiea de la exactitud de (5.11). Tambien heroos esta
bleeido el siguiente

TEOREMA 6.3. Se.an ~ un dominio de. [, ~i If ~2 ~ub-
dominioJ de. ~ t.o.r.e.sque. ~ = ~l U ~2' Se.a. ~12 = ~ln~2'
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(6.1)

donde
P ( 6 ) • (6 I01: , 6 102 ); q ( 6 l' 62) • 6 1 - 62 II en n 12 II

e4 eXac.t4.
Sean VI Y V2 discos abiertos de C y sea n en

O*('l\ n V2). En t onc e s n := et , donde f E 0(V1 n V2),
pues VI n V2 es simplemente conexo. Del Teorema 6.1

se deduce que, en VI n V2, F = G - H, donde G e: 0(01)

y H ~ 0(V2). Se concluye, tomando 9 ~ eG, h = eH,
que en VI nV2

n = 9 / h,

Sean ahora Ql,Q2 abiertos de e , st = st1 U Q2'

*Q12 = Q1 n Q2· Sean 6 en 0 (Q12) y (V;) .£€I un r e c u>

brimiento abierto de Q par discos abiertos tales

que, para todo .£ E I, existe k.£ = 1 0 k.£ = 2 tal

que ViC;; Qk.£. Sean apemas n 11 := 1 en 0.1' n22 - 1 el

0.2' .012 = n, n21 = 1 / n en 0.12• Ni5tese que

6 . ·6 " = 1, en n - no. .
.(.j j .(. .(. j

y que

O.-6.LOL- = 1,
.(.j jK K.(.

en 0. - no.· n Qk '
..(. j

i,j,k • 1,2. A su vez,

s iV- n V - .; ~, po r
.(. j

sea 9 . - definida en v. n V .,
.(.j .(. j
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de tal manera que si Vi ~ 02 y Vj ~ 01 entonces

en v. n V ".(. J
R6tese que

9 .. g .. • 1, en s . n V.,
.(.j j .(. .(. j

y que
g··9,,,9,,· • 1, en v.nv.nv",
.{.j j .(. .(. j

~Jj," € 1. En virtud de la diseusion anteriorJ
existen funeiones g~ en O*<V~) tales que

en v. n V . <~, j e: 1) .
.(. j

Sea 9 E 0*<n1) definida por

si Z E V~J Z E n
1
. Veamos que 9 esti bien definida,

es deeirJ que no depende de ~ E T. Notese que en
$"21 n V~ n Vj ~ $"21 n $"2k.~ n $"2k.j se tiene que

De esto,

Por 10 tanto, si tambien Z E V'J entonees
j

61,,~(Z)9i(Z) = 61k.j(z)gj(Z).

Definiendo h @ 0*($"22) por
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si z E V~, ~ e I, se tiene, para Z € Q12' z e V~,

que

= 612(z) = 6(z).
Hemos demostrado, entonces, el siguiente

T£OREMA 6.4. S~ Ql' Q2 ~on ab~e~to~ de [ y
6 € 0*(5"21 n 5"22), ex.{.~.te.n g C& 0*(5"21) Y h eo: 0*(5"22)
taR. e.-6 que.

6(2) = g(z) / h(z)

NOTA 6.3. Es claro que el Teorema 6.4 implica el
Teorema 5.2. Del Teorema 6.4 se deduce, sin mucho
esfuerzo, que

COROLARI0 6.1. La -6uce.-6~6n

* *(6.2) a --r 0* (5"21 U 5"22) ~ 0* (Q1)~0* (Q2) L 0* (S61 n S62)-~ a

donde. p*(6) = (61,62), ~~e.ndo n~ R.a ~e.~t~~ec~6n de.
n a n~, ~ = 1,2, Ij do n de. q*(6,g)(z) = 6(z) / g(z)
paJta z e: 5"21 n S62 e s exac.ta.

NOTA. 6.4. Sean S61, Q2 abiertos de e , S6 = S61 U S62 Y
S612 = S61 n S62' Si 6c e: 0 * (S6~ }', ~ = 1, 2, son ta I e s
que 6 /62 = e9, en S612,..don de 9 6: O(12), enton-
ces existen h. e: 0(S6.), 1 = 1,2, Y 6 e: 0*(5"2), ta-

..{.. ..{..
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En efecto, exis
9 • h2 - hi..n12, as]. que

en

es holomorfa en n. El Teorema 6.4 implica entonces,
tambi~n, el Teorema 5.1. Se concluye, del Teorema
5.3, que

ffORfMA 6.5. Si D ~~ un dominio d~ [ Y (D1,D2) ~~
una c~ei~£6n de ~, entonec~ fa ~uee~i6n (5. 3) e~
exaeta.

Sean ahora
(6.3) H!(D,Z) Homz(H1(D,Z), z)

el modulo bidual de Hl(~)' Q** la aplicacion dual
de Q* (es decir, la aplicacion bidual de Q) , p**
la aplicacion dual de p*.

Sea D de conexion finita y sea

(6.4)

definida de la siguiente manera: si a ~ e(ru) e
11 E H (D,Z), entonces>

(6.5) r«a»(1) = <1,<a».

No es diflcil verificar que r es un isomorfis-
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mo.

0--+
p
---+(6.6)

en el eual fi : H1(Qi) + Hi(Qi'Z) son las aplica-
ciones dadas por (6.5) para Q = Qi' i = 0,1,2,12,
la fila inferior es exacta y los cuadrados son caE
mutativos. Como las aplicaciones verticales son
isomorfismos, podemos coneluir que

EORE A 6.6. i Q e~ de conexi6n 6inita y (Ql,Q2)
e~ una e~ci~i6n de Q, ta ~uce~i6n (5.1) e~ exact~.

Se obtiene as!, por metodos esencialmente an~
liticos, la exactitud de (:.1). La sueesion (5.1)
es parte de una sucesion mas larga, conocida co~p
la Sucesi ....n de Maye -'Vietori . En la proxima sec
cion no 0 upare os de la exactitud d tal suce--
sOon. Ve emos como los metodos anal!tieos son ta

ien Iit ILe s en tal caso. Para terminar esta secei.n.
e st a b Le zcam os algunas eonsecueneias e la exa ti)1
de (5.1

TEOREMA 6.7. Sean a = C(Ql ' S - C(Q2) Y ~up6ng
que a ~ seQ). Entonce~ exi~te y E C(Q12) tat que
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'&.D~~~4eL4ft.Si a ~ a(n) entonces Q«a>1,<B>2) •
<a>o- <a>o • 0,0 sea, «a>1,<a>2) c KeJtQ.. Se ded~
ce que «a>1,<a>2) C ImP, as! que, para alguna
Y c C(n12), «a>1,<B>2) • P«Y>12) • «Y>1'<Y>2)'
Entonces <a>l • <Y>l Y <B>2 • <Y>2' Esto demuestra
el teorema. ,

Esencialmente el mismo tipo de argumentos de
la anterior demostracion muestra que

TfORfMA 6.8. S~ Q e~ un dom~n~o de ~onex~6n n~n~ta
y (QI,Q2) e~ una e~~~~~6n ~onexa de Q, enton~e~ fa

~u~e~~6n
(6.7) 0 --+ HI (QI nQ2) L HI WI)eHI (2) ~ HI (m ---+ 0

e!.l exa~ta.

Si Q12 = QI nQ2 no es conexo, es falso, en ge-
neral, que Q sea sobreyectiva.

EJEMPtO6.J. Si 0· 1- {O}, °1• 1- 0.1 A , a}, .
02 = a: - {>.. I x ~ A}. Entonces n es l-conexo, 01 U 02
~Q, 01 Y a2 son O-conexos, y alZ •
lzl,Im z > O}U{zl 1m z < O}. Entonce.

pero H1(0) ~ {O}. Por 10 tanto, Q no puede ser
sobreyectiva.
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TEOREMA 6.9. Si R e~ n-Qonexo, n ~ 1, no puede
exi~ti~ una e~ei~i6n (0.1'0.2) de ~ 6o~mada po~ do-
minio~ O-eonexo~ 0.1 y ~2 taie~ que' ~12 ~ea eonexo.

Vem0.6t:-JLae.i.6n, Bajo la hipotesis de que ~12 sea co-
nexo, Q es sobre. Esto es absurdo, pues Hl(~i)

Hi (st2) = HI (~I)EBH1 (0.2) -- {O }, pero HI (~) # {0 } . ~

que

TfOR.fMA 6.10. sz ~ e.s n-Qonexo, (stl'~2) es una e.o-
ei~i6n eonexa de ~ y st. e~ n.-Qonexo, i = 1,2,12,

-<.. -<..
ento nee.6

(6.8)
En paJttic.uiaJt,
(6.9)

Vemo~~~aei6n. En efecto, como Q es sobreyectiva y
KeJtQ = p(H(n 2»' se tiene que

HI (nl)lBH1 (0.2)
HI (0.):::: P(H

1
(st
I2
»

Ademas, P es iny ctiva, ,#aS1 que

Es t° demues t ra el -t eorema. A
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NOTA 6.5. El resultado del teorema anterior es fal
so si (Ql,Q2) no es una escision conexa.

§7. LAS SUCESIONES DE MAYER-VIETORIS.
Definiremos en esta seccion grupos de homolo-

gia y cohomologla de Artin en dimension O. Luego
extenderemos las sucesiones (5.1), (5.3) y (5.11)
eh sucesiones exactas del tipo de Mayer-Vietoris.
Daremos tambien algunas aplicaciones.

Sea Q un abierto de t, no necesariamente cone-
xo, y sea HO(Q,~) el ~-modulo de las aplicaciones
continuas de Q en Z, es decir, de las aplicaciones
de Q en [ que son constantes sobre cada componente
conexa de Q y que taman unicamente valores enteros.
Claramente HOCQ,Z) ~ O(Q). Si (Q.). I es la fami

A.. -<. E:
lia de las componentes conexas de Q y, para cada
'l e: I , fi - : Q -+ Z esta dada por

A..

r Z E Q _,
-<.

6 - (z) =
-<.

.0. z r!Q-t'

entonees (6-t}-t&1 es una base del Z-m6dulo
i~lHo(Q-t'Z)' y (8 claro que si I es infinito enton

Ho ffi HO {}ces (Q,Z) = -tEl (Q-t'Z), Si I = I,?, ... ,», la
aplicaci6n

(7.1)
z " ....--
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es un isomorfismo.

VEflNICI0N 7.1. El Z~m5dulo HO(O,Z) se denomina el
gJLu.po de c.ohomolog.ia, de AJLz.in, en d.imen.6.i6rt 0, de 0.

Sea (°1,°2) una e s c Ls i Sn de ° y sea 6- HO(012'Z).
En virtud del Teorema b.1, existen ,. c 0(0.), l =

.(. .(.

1,2, tales que 6 = 61 ~ 62• Sea

A {€2'IT.i61 (z), z eo&: 01'

(7.2) 6(2) =
1121T.i62(2)~ ,2 eo: 5"22"

Puesto que 6(z) E: Z para todo zei: 012' e21Tltll(z) =
e 2 'JI'l6 2 (2 ) s i 2 e: n 12' del 0 Cu a 1 {e san a Ii tie a en
n. Si t amb Le n 6 = 91-92' 9iE:QWl), y

( e 21T.(,9 1 (2), 2 e: n 1 '

ie2'lTl92 (z )l , 2 e: n2,
g(2)

entonees

Pero 61 - 91 = 62 - 92 en n12• Por 10 tanto,

__{tll (z ) - gl (z ) ,h(z)
62(z)-92(z),

es ana1itiea en n. Se deduce que
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" A6 / g(z) = e2n-ih(z) , Z E: n,
de 10 eua1

AqU1, JJ :'o*(n) -+ H1(n,Z) e st a dada por (4.5).

Definamos entonees 0* : HO U212 ,Z) to-+- HI (n,Z) por

(7.3)
A

]"(6)·

En virtud de 1a diseusion anterior, 0* est a
bien definida. Un poco de paeiencia demuestra e1
siguiente lema. Los deta1les se encuentran en [37].

LE A 1.1. Sean Q un dominio de Qonex~6n 6inita de
1:, (Ql,Q2) una es c.Ls Ltin de Q, n12 = Q1 n Q2' Sean
0* : HO (Q12 .z : -+ HI (Q,iX),~: H1(Q,Il) ~ HI (nl'Z){i)Hl(Q2'Z)

da dos ne.6pec.t-ivamente pon (7.3) lJ (5.8).· Entonc.e.6,

Sea ahora

dada por
(7.4)

Los mismos ingredientes usados en 1a demostra-
cion del lema anterior demuestran que

LEMA 7.2. Baja la.6 hip6te.6i.6 del Lema 7.1,
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Sea fin al.men ten * : H°(n,z ) -+ H°(rt 1'Z )eH°(n2 ,Z)
dada por
(7.5)

La sucesion
(7.6)

es evidentemente exacta. Por 10 tanto, en virtud
de los Lemas 7.1 y 7.2, se concluye que

TEORfMA 1.1. S~ (n1,n2) e~ una e~eiA~6n del domi-
nio de eonexi6n n~nita n, eKtoneeA

(7.7) 0 -'Hom,Z) n*, If'(n1"z)eff'(n2,z) E::*) HO(QI2'Z)

~ HI (Q,Z) ~ HI (QI ,Z)@H1(Q2'Z) P*) HI (nI2 ,Il) -+ 0

e~ una ~uee~i6n exacta. •

La sucesion e~acta del corolario anterior se
denominara la ~uee~i6n exaeta de Mayen-Vietoni~ de
n, nelativa a (n1 ,5"22),pana lacohomolog1a de Antin.
Estribiendo HO(5"2.,I)= HO(Q.,Z)0[, i = 0,1,2,12(5"2= n) y

-<.. -<.. a
n* = n*01, t* = £*01,' 0* = o*QllI, se deduce que

* *(7.8) 0 -+ HO (Q,I:) .n..... HO (n1 ,1:)eHo (n2 ,I:) ~ HO (Q12 ,I:)

0* 1 0* 1 1 P* I '~ H (Q,t) ~ H (nl,~)eH (Q2,1:) --+ H CQI2,1:) --+ 0

e~ exaeta.
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Tanto (7.7) como (7.8) tienen aolicaciones in-
teresantes, las cuales son dif1ciles de obtener
por otros medios. Par ejemplo:

TfOREMA 7.2. Sea~ Q un dom;~;o de conex;6n 6;~;ta
n , (Ql,Q2) una e-6c.;,6,i6n de Q tal que Ql' Q2 I.>on
I.>;mplemente c..o~e XO!.l. Erd:»nc e s Q 12 t;el'l.e ~ + 1 c..om-
po~e~tel.> conexal.>.

Vemoht~ac..;6n. Es claro que HO(Q,Z) ~ HO(Ql'Z) ~
HO(Q2'Z) ~ Z Y que H1(Ql'Z) = H1(Q2'Z) = {OJ. Se
tiene entonces la sucesion exact a

de la cual se deduce que

Entonces

as! que Q12 tiene exactamente n +
nexas. ...

co ponentes co-

Sea Q un abierto de [, y definase

(7.9) Ho(S}) = Hor
o

(H (Q,Z?:) ,7.) •

EI Z-modulo H (Q) se denomina el grupo de homo
a

logia en dimension 0 de Q. Supongase ahara que
(Ql,Q2) es una escision del dominio n, y sean
~ = E**, n = n** las aplicacio es
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(7.10)

Y

(7.11) n : H (S'l)eH (S'2) - H (S')000

duales de £. Y n*, respectivamente. Si CS'I'S'2) es
podemos tambien definir 0 = 0**, la apliestricta,

cacion dual de 0*, asi que, siendo S' de conexion
finita,
(7.12)

como resulta de la identificacion
H0t1lz(H1(S',71) ,Z).

Por paso a los duales se tiene entonces que

TfOREMA 7.3. Si S' e~ de eonexi6n 6inita y (S'I'S'2)
e~ una e~ei~i6n de n, ta ~uee~i6n

o ~ HI (S'I2) ~ HI (nI)~HI(n2) J4 HI(n)

~ Ho(nI)~Ho(Q2) ~ Ho(Q) -. 0

e.s e.x ac t:a .

La anterior es entonces una ~uce~i6n exacta de
Maye~-Vieto~i~ pa~a ta homolog1a de A~tin.

Sea 'IT 1(n) el grupo fundamental de S' y sea
<P : 'IT I (S') t--+ HI W) la ap Ld ca c Lfin que a 1a c1ase de
homotopia raJ de a E c(n) hace corresponder la cIa
se de homologia <a>. Que <P esta bien definida es
consecuencia de la version homotooica del Teorema
de Cauchy. Evidentemente <p es un homomorfismo 50-
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breyectivo de grupos. ». Mond [26] ha de.ostra ••
~ue el nGcleo Ke~ •• e • c.in~i.e c.n el su~srup.
derivado, 0 subgrupo de los conmutadores ni<n> de
-1(0). Co~o en virtud del" Lema de Poincar~ (Green-
berg and Harper [13]>, el ~rupo de homolo~1a sin-...

"gularH1 (0) es isomorfo al grupo cociente 7Tl(0) /7Ti(n),

entonces HI (0) ~ H1 (0), y el isomorfismo hace co-
rresponder a la clase de homologiasingular {a} de
a E C(O) la clase <a>. Esto permite facilmenteesta-
blecer una sucesion de Mayer-Vietoris para la homo
logia singular usual a partir de la sucesion (5.1)

y, a partir de ella, sucesiones para las cohomolo-
gias singulares. Por otra parte, es posible dedu-
cir el resultado de Mond, al menos en el caso de
conexion fin~ta, a partir de ~ exactitud de la
sucesion exacta de Mayer-Vietoris para la homolo-
gia singular. Detalles pueden encontrarse en [37J.
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