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e

i r DiscreTd TfD, esa r nsformada de
un fL.TIci6n l' efini a 0

z = ( z0'

N-l 1<).
= ~ wk - .(.

-<'=0
12 = 0 ... ,N -.

";,'; En p so
num ~r s p a-C'

ri c n v 1 re
e ci Cl de a-
r 1 un solu n n m

,rl



108

( 2 )

apuntes

can W = exp(-j 2n/N),
.2J =-1.

La TFD puede expresarse de manera matricial

1 1 1 1 Zo Zo
2 N-i ~

1 W W W Zl zl
1 w2 4 2(N-i) Z2 Z2W W

W3 6 3(N-1)
1 W w =

w2(N-i)
2

1 N-i w(N-i) zN_1 zN-lw

y de forma mas compacta

Wz = Z

Algunas propiedades utiles y de facil veri-
ficacion son las siguientes

( 3)

(4 )

{ 5)

wQN = 1 'tQe: Z

N-i
w,[Q

= { :

si Q "1- 0 (Mod N)
I,[=0 si Q - 0 (Mod N)

N-i { 0 si Q i l (Mod N).I w(Q-l),[ =
,{.=o N si k - l (Mod N)

en particular Sl 0 ~ k ~ N-l
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( 6 )

( 7 )
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(

N-1 -fli { N si k = 0

I w =
i=o 0 si k = 1 , 2 , ... ,N-1

N-1 -fli { N-1 si f2 = 0

I w =
i= 1 -1 si fl = 1, 2, .. .,N-1.

(8) W es una matriz simetric

( 9 )

La ecuacion (9) permite definir la inversa

( 10)

( 11 )

(11a)

1 N-1 -f2i
Z . = N I Zf2 w

.{. fl=o

1 W -Z = N Z

1
N-1 1 N-1 -flN

Z = N I Zfl = N I Zfl w
0 fl=o fl=o

La manera mas sencilla de calcular 1 TFD,
requiere el calculo de los elementos de la ma-
triz W, MN-1) multiplicaci6nes complejas y

N( N-1) adicioues complej as, es decir, el n u m -
ro de operaciones es del orden de N2. Como e-
neralmente se necesita mas tiempo para efectuar
una multiplicacion que par una adicion, bien
sea a la mana 0 por media de un ca~put dar,
can frecuencia el numera de multi l' cianes
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y el numero de adiciones son del mismo orden, en
tonces, usualmente el conteo del numero de ope ~
cionffi de un proceso se hace con b se en el nGme-

1'0 de multiplicaciones.

LA TRANSF RMADA DE FOURIER RAPID
La ransformada e Fou i l' r~pida, TfR, comun

mente conocida como FFT (Fast Fourier Transform)
es un 19oritmo r§pido para calcular la TFD cuan
do es po encia de 2. El m~todo FrT fue propue~
to p o r- Cooley y Tukey [1J; Sande y Gentleman [2J

resentan nd modificacion del algoritmo pero la
ide princi 1 es 1 misma. Por m io de la FFT
el 0 de del num l' e operaciones complejas se
reduce A partir de 1 s siguien es
ideas se pue e e er un vision ge eral del fun
ci~ndm e to de la FfT.

= N/21

La form 1 (1) se pu d e",componer

2z .W
-<-
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./111-1
2/U Wk

N1-1- I IZk = 2 ' W -to
2-{.i=o -<"=0

2/Uz. w2-<..+1

Como k varia entr ° y N-1

k = ~N1 + ~ con n = 0,1
.6 = 0,1"."N1-1

./2i w2(~N1+.6)iw =
-,. w2N1ft.i w2.6i

Nft.i w2~i= w

= !AI 2.6 i

2 expf-j2TI/' )2W -

= exp(-j4TI/N)

= exp(-j2TI/N1)

= WN
1

N1-1 N -1 .6i.6 .[ k
/ 12 ) Zk = I 22 .W f + W I 22, 1W /

i=o -<.. 1 -<"=0 .{.+ 1

para

Sea

.6 = 0,1,2,'""N1,

N -1 .6i
X.6 =

1I Z2i WNA
i=o .I.

N1-1 ;.

1J.6 = .L z 2;.+ 1 WN
-<"=0 1
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es claro que

Zk. = z X.6 +
JtN 1t.6

1J,t,= wJtN 1+.6

= X.6 +
JtN 1 .6

W W 1J,t,

Jt ,6= X,6 + (-1) W 1J,6

en particular

2 = X + 1J00 0

IJ •o

Entonces para calcular Zo,21, ... 'ZN_1 es necesa
rio calcular Xo,X1,··· 'XN

1
-l' 1J0,1J1,·· "YN1-1'

es decir, dos veces la FFT de tamano N
1

y hacer
N1-1 multiplicaciones complejas y aSl sucesiva-
mente de manera recursiva.

Sea ~N = numero d multiplicaciones para cal
cular la FFT de tamano N, entonces

+ N -1
1

Ademas
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J.l2 = 0

puesto que

(u. o'(1)
l' (uo+u.1'Uo-(1)·--

Entonces
1-14 = 1

1-18 = 5

J.l15 = 17

1132 = 49

1-154 = 129

J.l128 = 321

'"Sea J.l» la sucesion definida por

'" 0112 =
A A.

1-1» = 21-1»/2+»/2 para » potencia de 2.
A.1-14 = 2
AJ.l8 = 8
A1-115= 24
A

1-132= 54

'"En gen ral 11» =
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y es claro que
N= 2 10g2 N/2 •

Sea aN = nnmer6 de adiciones complejas para c~
cular la FrT de tamano N, entonces

con
0.2 = 2 .

Luego
0.4 = 8

0.8 = 4

0.16 = 6Lj.

0.32 -, 160

aN = Nlog2N

En resumen, la FFT requiere un numero de op~
rae ones complejds del orden de Nlog2N; ademas
es n ec eser-Lo calcular algunos valores de las fu~
ciones seno y coseno y tambien efectuar un reor-
denamiento de los elementos para facilitar e1
calculo.
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3. SOLUCION NUMERICA DE UNA ECUAC ON D fERENCIAl.
Consideremos la ecuacion diferencial

(13)
~'1:

a y" + by I + c.y = d ( x)

con las condiciones de front era

Y(a) = Ya '

La solucion numerica de la ecuacion diferen-
cial consiste en encontrar valores aproximados
de la fun cion y en varios p un t o s , general ..ente
equidistantes, del intervalo [a,S].

-r-----r--......---t"-----r-.---------r-----1r----r---

a

x
o

XlI1'l-2

h S-a
= --rr-

X. = a+ih
..{.

..{. = o,l, ... ,N .

* Los teoremas de existencia y unicid d de soluciones
de esta ecuaciSn pueden sncorrtr-ar-seen Car-r ....et Birkhoof-
Ginn-Carlo Rota, OJtcU.YlMy Vi6neJte.nU.a1. Ec.uatioYl.6, Ginn
and Company, 1962 (Theorem 9.10, Chap.II).
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Sea y. = y(x.) 0 una aproximacion de y(X.).
-<.. -<.. -<..

El problema estara resuelto cuando se conoz-
can los valores Y1'Y2'''''YN-1'

Para h sufici~ntemente pequeno

"(X) '= 6(x+h)-6(x-h)
I) 2h

6"(x) - 6(x+h)-26(x)+6(x+h)
h2

Entonces para -i = 1,2, ... ,N-1.

_II • + II' 1
'J A -1 ::7-<"+

2h

Por medio de estas aproximaciones, la ecua-
cion diferencial (13) se puede plantear como un
sistema de N-1 ecuaciones lineales

( 14 )
+ ey. = d. = d(x.),

-<.. -<.. -<..
-i = 1,2, ... ,N-1.

En total hay N-1 ecuaciones y N+1 variables
Yo'Y1"" 'YN' perc dos valores son conocidos
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As! la solucion numerica de la ecuacion diferen-
cial se reduce a resolver un sistema de N-1 ecua
ciones con N-1 incognitas. Para resolver este
problema clasico, existen numerosos metodos, a!
gunos de los cuales son muy eficientes, teniendo
en cuenta que la matriz es tridiagonal. El meto-
do expuesto en este artlculo, la utilizaci6n de
la FFT, no es de los mas eficientes para el caso
de una variable, perc en cambio permite ver una
de las diferentes aplicaciones de la FFT y ade-
mas abre campo al caso de dos variables indepen-
dientes, donde la utilizacion de la FFT resulta
mucho mas eficiente.

La utilizacion de la formula (10) en la ecua
cion (14) para valores de A... = 1,2, ... ,N-2, "da co
mo resultado

N-1
1 \ - [a. ( - fd A... - 1 ) 2 ColzA... -Iz ( A... + 1) )N L Ij -W - W +W

Iz=o Iz h2

b ( -1z(A...-1) w-Iz(A...+1») w-IzA...] d'+ 2Ti. -W + + c. =-<..

= d,..<,
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( 15) ,i.=1,2, ..• ,N-2

a k. -k. b k.-k.
Zk = h2 (W -2 +W ) + 2Ti( -W +W ) + c.

(16 ) zk. = 2 ~ ( cos k.e - 1 )+ c. + j * sen k e 1<. = 0,1, ...,N-1
h

donde
e -- 2n/N •

Can la ecuacifm (14), para 1.- = N-1 se obtiene

d N-l

6N .
-1

Par media de las formulas (10) y (lla), la
ecuacion anterior se convierte en

N-l
1 \' ~ [a ( - k ( N- 2) - k ( N - 1) W - k N)N L tj k - W - 2W +

k=o °h2

b ( -k(N-2) -kN)+ - -W +W2h
-k.(N-1)]+ c. W =

( 17)
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Las ecuaciones (15) y (17) pueden resumirse
en

(18)
N-l

1 \' - k.iN L Uk. W =
k.=o ° .-<. -<.=1,2, ..• ,N-l

\
d. i = 1,2, •.. ,N-2

..{.

( 19) ° . =
-<. a b

dN-1 + (Yo-YN)(h2+21l) -<. = N-l

Las ecuaciones (18) constituyen un sistema de
N-l ecuaciones lineales can N incognitas; su ex-
presion matricial es casi la expresion de la T fD

inversa.

1 W-1 -2 -(N -1)
°1W W U

0

1
-2 -4 -2( N -1 )

°2W W W U1 =
.:

..(N-l)2
.

1
-(N-:) -2(N-1) U

N
_
1 °N_lW W W

Al agregar utra ecuacion, definida como el ne
gativo de Ia s rna de las otras N-l ecuaciones y
teniendo en cuenta la propiedad (7), resulta un
sistema de N ecuaciones con N incognitas, pero ob
viamente singular por construccion.



120 apuntes

Al premuItipIicar todo el sistema por Ia matriz
W, regular, se obtiene el siguiente sistema

a
-1

-1

-1

-1

a
1

o
a

a
a
a

1

Uo °0
u1 ~

°~1
u2 = s

2

~ ~ ~
donde (°0,°1, ... ,oN_1) es la TFD de (°0,°1, .. ,
,oN_1) can 6

0
= O. Es decir, de nuevo se obtie

ne un sistema de N-1 ecuaciones con N inc6gni-
tas, pero este resulta ser muy sencillo.

( 22)

a
a
1

a 1

a a a

-u +U. = 0.
a .{. -t

i = 1,2, ... ,N-l
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0-<.. Zo - 0-i c.Yo
Y' = -t- Yo = -t--

-<.. Z • z· z. z .
-<.. -<.. -<.. -<..

N-1 N-1 0' N-1
1I - I --..-i:.t Iy. = Yo t c.y -

-<..= 0 -<.. -i=1 z . 0 c =1 z .
-<.. -<..

N-1 N-1 -
Ny = Yo (1tc. L 1/Z .) t I O-i
0 -i=1 -<.. -i=1 z·-<..

N-1
Ny - .I1 6 . / z .

(23) 0 d - -<.. -<..
Yo = N-1

1tc. L 1/Z •
-i=1 -<..

Con el valor de y se calcula u = c.y y en segu_i
000

da los otros u. con la formula (22); el calculo
-<..-de los Y-i es inmediato segun la formula (20) y

finalmente se obtienen los valores Yo 'Y1' ...'YN-1
por medio de la TFD 0 de la FFT inversas.

RESUMEN DEL METODO.

2. 0. = d.
-<.. -<..

-i = 1,2,: .. ,N-2.

3. Calculo de 0N_1 segun formula (19).

4. Calculo de ° segun formula (21).o

5. Calculo de 0o,o1, ... ,8N_1 TFD 0 FFT de

°0'°1 ' . . . , ° N - 1.
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6. Calculo de los Z . segun formula ( 16) •
~-7. Calculo de Yo seglin formula (23) .

8. Calculo de u = cy .
0 0

9 • Calculo de u " c = 1,2, •.• ,N-1 segun formula
-<.

(22) .
-10. Calculo de Lo s valores y. = u./z . .i.= 1,2, ..
-<. ~ ~

.. ,N-l, segun (20).

lL POI' medio de la inversa de la TFD 0 de la FFT
ca Lc uLo de Yo'Y1"" 'YN-l

UN EJEMPlO DE RESULTADOS.

y" t 2y' -4y
_ 2 (2x6 + 2X 5+ 3X 4+ 4 X 3+4 X 2+ 2X + 3 )

=
( 1+ X 2) t~

yeo} = 1 1
Yexacta = 1+X2

N = 8.y(0.5) = 0.8

-
X d 0 0 Z

0.0 -13.51 0.0 0.0 -4.0 0.0
0.0625 -6.186 -6.186 31.42 40.31.+-154.0. 22.63
0.125 -6.243 -6.243 -7.829 55.07 -516.0 32.00
0.1875 -6.177 -6.177 -46.42 38.74 -878.0 22.63
0.25 -6.005 -6.005 -62.38 0.0 -1028.a 0.0
0.3125 -5.751 -5.751 -46.42 -38.74 -878.0 -22.63
0.3750 -5.439 -5.439 -7.829 -55.07 -516.0 -32.00
0.4375 -5.094 49.31 31.42 -40.34 -154.0 -22.63
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IJ = 7.5161o

u y If 'dexacto
-30.064 0.0 7.516 0.0 1.,000 1.000 I1.360 40.34 0.02905 -0.2578 1).9962 0.9961
-37.89 55.07 0.07975 -0.1018 0.9848 0.9846
-76.49 38.74 0.08819 -0.04184 0.9662 0.9660
-92.45 0.0 0.08993 0.0 0,9414- 0.9412
-76.Lt9 -38.74 0.08819 0.04184 0.911.2 0.9110
-37.89 --55.07 0.07975 0.1018 0.8768 0.8767

I1. 360 -40.34 0.02905 0.2578 0.8394 0.8393

*
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