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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA VARl:'BLE

COMPLEJA ; V

JAIRD CHARRIS C.

CAPITULO XI

FUNCIONES ANALlTICAS Y SERIES DE TAYLO,~

1. Seri es de Taylor

Sea lall! uno sucesi6n de nurne ros reales_ Se define el limite superior

de all, y se denota par lilll s tt ]. all' como

{i IfI s n]: (/11 i II I (s up a III )

71 ''''' II E IN 1/1 >11

Si
b II cc 'II P a III

III> 11

10 suce sion I h) es decreciente. Por 10 tonto

T eorema 1. 1. Sea a E U Las propos icione s (a) y (b) sig'J.ientes son C(,ui-

valente s :
(a) {i/l/ sup

7l_r:>.J

{/ = (/
17

fh) fi) Para todo E> 0 existe nON tal que, para todo m~n, aWl<a+E ..

(ii) Para todo E> 0 Y todo n~lN existe m t- r: tal que am> a-E ,
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Demo s t r a ci o n Demostrernos pr irner o que (0) irnpl iea (b). T enemos que de-

mostrar que (i) y (ii) son vo l idcs , bajo las hi po t es i s de que (a) es vo l idc.

Demostremos (i). Sea F .> O. Si {( I r' <, s u ]: {(III para todo II. nec c so n cmcn-

te
{( I F (I iii / (s II Ii a II )

1/">11/ t, !II

10 cucl e s ob surdo. Debe existir entonees " tal 1ue

SliP alii < II .
III'''" n

Esto impliea que <: a I E para todo Iii II. Y demuestra (i ). Para de-

mostrar (i i), sea F" 0 , y supongarnos que existe " ,IN to I 1ue a .'" {/- l0-
lli-

para todo III> II. Se tendri o

(/ < a
III --

y de esta
{/ c ct -~ r

tornb ien obsurdo . POI' 10 tanto, para todo "r L\' debe existir III::.." can

a " {( ·-F. Esto demuestra (ii). Demostrel110s o hor o lue (b) irnpl i co (a).La
111

eondiei6n (i) impliea lue

SlIjJ
1/1', )}

deloeual
/illl SIIP{(,,::: {(~F'

" )"-!

La eondiei6n (ii) irnpl ico , pOI' otra parte, que

S II /1

11/ > II

{( "

III _.-
(I -

para todo II, de 10 eual
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I illl
1/ > 00

5e ti ene entonces

I Ii III SUp a/l-a < E:
'1/. ~ cc

y como E: es orbi trario,

lim s u p au = a.
ll· ...H>O

Esto demuestra 10 afirmaci6n.

Nota. Sea -DO S as r DO • Notese lue decir que lim SlIjJ a17""a
}}--oo

e s e qu i-

valente a decir a es el mayor nurner o real tal que existe uno subsucesi6n

la/lkl ~ I anI con

/ill! a fI
I" >c'-' /I k

II

rx,

::: a
1 II

s 'Pill :,CYlC de lair!leros comple jos yL emu 1 a Sc ml
, . 1;' k.

a z; /:::;, S /IP ! a k I

J::nlol1ces :

a) Si a --: I la:,c IU S COnLJer~e al)so!'1[(~Y}leI11e .

b) Si (/ -, I. S diverge.

Delllostracion: Demostremos (0). Sea E:'>O to I que a « F:< L Sea !lI>O

1/ n
tallue 1(/111' :::-at" para Ilil-il. Entonces lalll;; (arf:t. Como 10

II
serie 2: (a+ f) es evidentemente convergente, tornbien 2: I' "n \10 es ,

II = 1 11= I

Esto demuestra (0). Para del1lostrar (b) esc6janse a'<: a, a'<DO Y DO tales que

Ian I ? ( a6
_ r /' pora i nfin itos va [ores de 11 y que a'- f > 1. 5e deduce

que la,11 no converge a o . de 10 cual n~] a,l es divergente.

Nota; Si a r t nada s e puede concluir con respecto 01 comportamiento de
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~.Verlosel·ercjciosalf' I Ell 10 I b TIIlCl • emc t • se corioce COil e nom re de est

de 10 Raiz .

Lema 1.1. (Abel) Para cada "rlN. v :t . sea tI"f c. Sea til C Y sea
1/11

h ,~ /illl Sill' I all I
n ~CXJ

Entouce s : (a) si a -, b < + C'-. la serie

• 'f}

L a (z-a)
n = () n

( I. / )

converw absohtamenle en H/a). donde __ 1, - --
b

La converW'lcia es adc/1'1{is absoilltamenle 'lrIjforttie sobre todo cOlr/pac-

to K ~ T3, (a). Si z r/ 13,(a) .

II

~ all (z-tl)
11=0

diuer~e,

(b) Si b=O. (l I) COYfuerge absol'llcl'/'Ienle en c y (1/)501'110 Y "'1iforme-

mente en todo compuclo K de c

(c) Si h=+oo, (11) dilJer!l,e en lodo p'II110 zE (.. z i a.

Demostracion. Para dernostrar 10 prirnera o li rmo ci on de (0) es clarornente

suficiente dernostrar que (1.1) converge absoluta y unifarrnemente en corn-

pactos de H,(a). Ahara, para esta es claromente suficiente dernastrar

que 10 convergencia es uniforrne sobre B s(a) para tada 0< S <: 1 Escri-

bornos Bs=Bs(a).

1/1+1"1 k 'III~ 17 k m 11/ k,

1:L la (z-a) 11= su]: I L lakI1z-a! !.s L !ak,1 S
k=," 17 zEB k=m k=m

s
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Se deduce que

lilll
IIl,JI-NJ

III + II k m v n k
ll 2: lakla-a) i ilBs = lim 2: ilak(z-a) liB.

k = 11/ rn , II-H>O k =- 111' "

mt-II k
<: tilll 2: I a k Is=- 0 ,
--1/1,I'I-,>co k,= 111

es eonvergente, ya que (Test de 10 Raiz),

l i m SU!I
1<. ) 00J

1/ k
iak, s=s l i n,

le -co

I 'I<
sllplal<l - s,

Supongamos ahora que z ri Brla) , En tal coso, Iz .. a i;-> 1', yes claro
k

que 2: (lk (z <a ) diverge, pues
p ()

lim
k .. -o

s u ]:
II k

lal<l Iz-a ! z-a\ > I ,

Es10 demuestra (0). Para demostrar (b) el argumento es similar. Basio de-

mostror que para todo 1<',0

III+ 17 k
lilll (~ I ' a k (z - a) II B I' (a)) =- 0 ,

111,11--)00 1'<- /II \

k
10 cuol e s evidente parser L la, I N. convergente, debido a que (Test

k o 1<

de l o Pc iz ) l i m slIp1alllk/<=O,-I.
k. ,<x,

Demostremos (c) . ~i :z -I a ,

1/17
lim s u p jail I Iz-a 1.71 z-a I

11 -s oo

1117
lim s u p Ia 1'1 I = + co " I ,
l1-~oo

10 cual impliea 10 afirmoci6n. Esto demue s tr o el lema.

Coral aria Sea I a ( una sucesi6n de nurneros eomplejos tol que
II
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lilll
II ~(X-

I "
s 1/ /1 I (',I b '

Sea r I
h donde escribimos t j o, Sl h (), C Sl , '" . En-

tonces, la funci6n (. Ilr((/) ,(. definida por

/1 z } ~
}I {J

II

fI II (;: - a } z , H, (fI) .

es holomoda en H,(a). Aderno s , para todo k e IN .

(k)
/ (z ) ".

II=- k
}J .' II-Ii

fill (z <rt }
(II-k)'

En particular,

/illl .," P
1/ ~ 0....

«: n
JI

I
(;; - k)

11- Ii I'll

I i III S 1/P (I II

JI-"e-...'

Demostracion EscribCJmos

II

III (z )- fill (: .. tt } 11,(1/)

Como I I" converge un iformemente en compactos de H,.I a)
JI:: (J

/ -,

II U
/11

es holomorfa en H/(/). Como cdemo s

" (Ii)
/11

II U

converge en compactos a
(1<) dI para to 0 k 0, todo se redu ce a demo s-

trar que
(J , k II

(k)/1) (z) II

11- l;
(III (z -,,) le > II

(II-/; )!

10 cual es inmediato par in duc ci on sabre Ii Finalmente, como
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converge en todo punto , Ilr (::J , necesariamente

filii
! II-k

a
II'

para todo k, IN. Esto demuestra el corolario.

Una s er ie de funciones de 10 forma

.\ (z) -
II

2: Cli/(z-a)
II -= f)

(I 3)

se denomina una sene de r)Olf~1Ci(ls 0 IlIW serie de Tayler. Para abreviar,

10 denom in cr emo s uno 'I-Serif En tal coso, SI

h fill! S II/J (I II

JI '"

y si escrr bi mas
I
b

Sl o b

o Sl h

; f'... 51 b o

r S8 den orruno el rudi o de convergencia de 10 sene (1.3) As! nu smo, se

denomina dorn in io de convergencia de s 01 mayor conjunto abierto n tol

que s converge para todo z > u. Es cloro que

Q~Hr({/) SI (j r <, ! c-:

donde r es el radio de c onv er qencro de s, y donde conv enuno s que

13r(a) =- C

Ell el caso r" 0 conv endr ernos en que H ,.ra) - (/l Y en este coso, ~l (p.
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EI corolario 01 te orerno (1.1) establece que toda seri e de Toylor define en

su dominic de convergencia una funci6n ho!omorfa cuyo valor en z , <) es

precisamente 10 sumo de 10 ser i e. Las series (1.2) tienen a su vez un do-

minio de convergencia el cual contiene a u. No es dific il vel' que el do-

minio de convergencia de tales series es precisamente o. Basta demos-

tro I' que

/i/ll 51/11
II .1.

1J .'
, J / II-k

{/
II

/ till 5 II!' I (f II

I /I

poro todo k- rc. 10 cual es un ejercicio simple para el lector

s: z" c. es tal que IZ'(II .; r. nada se puede decir, en Qeneral,acer-

co de 10 convergencio de S en este punta. Algunos veces 10 serie diver-

ge en t000 punto del conjun to

1 z "r! ' r l .

otros converge en 01 gunos puntas y .oun, otros, conve rqe en to do s. No-

tese tornhien 10 siguiente : Sl

II

2: nil (z .. a ]
11- U

converge en ol qun punta z t (, z -I a . necesoriamente r • ()

Cefinicion L 2, Una [unci on J: \2 > (. n obierto en C

tica complejo, o,simplemente, C-analltica, 51 po ro coda punto {/, n e xi s-

se d ice ana 11-

ten una vecindarl U de a en Q y uno se r ie de potencios

Su (z)
n

2. an (z -a)
1/=- 0

lacual converge a fez) en todo punta z , u. r)enotoremospor AC(\l)
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01 C-espaclo de las funciones <.- analiticas en 0 •

Sea J) I «. / : y sea I· IJ <. definida por !I z )
/ - z

Entonces ! es <.--analitico en /1 En efecto, s: a r: j)

/( z } 1
- - - - -- - - _._-

I / --a) - Iz - a) 1 -- a J _ Z-(/

1 -- a

Pero, para todo .0 t <. can I h! i ,

/
1 - b

como se demuestro inrnedio tornente . Entonces, para z r. J)

[t z ) , "( 3.-:.('-)
/--a 11- o I ia

n , 1 II

2 ) (z-a)
II ' f) 1 -- a

Sl :z-a' I-a No te se 01 respecto flue

II' /

Lilli SliP! (- I ) I II
II "'- / - a

/1-- I
/·-a

As], si a el radio de con ver qencro es i, 2. Y es impo s ible que

10 serie con verj o en todo J) EI desarrollo en ser ie de Taylor de uno fun-

cion c. onolitico es entonces local 'I no qlobo l. N6tese lue si / l ,leW)

y I es uno veci ndad de a en 10 cue I

/(7:) ~
J} f.j

II

al/(z-a) (z t ' U)

entonces 10 serie converge uniformemente en compactos de U nl3,(a). don-

de I 0 es el rodio de convergencio de

II

2 (/I/(z-a)
II 0

N6tese que l" H,(a). y que l" H,(a) Sl U es abierta ..
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Teorema 1,2. (' (Q)). Ae W) .

Demostracioll En efecto, Sl (/ n. existen una vee in dod obi ertc V de

a y una serie de Taylor

SV(z) -- ,
II = {J

1/
a II (z -- (/ )

10 cual converge uniformemente a / en campactos de v. Esto implica

que 10 restricci6n de I n v est6 en (' (V). (omo esto vale para cual-

quier a e D . I t. tim). Esto demuestra el t eor emc .

Sean_ I: H .• c . <. -onol itico , a , q , V una vecindad abierta de a en

H.y
II

, l' t z ) '" -,: a II (z --n )
II': (j

una serie de Toy lor \0 CUD I converge a I en compactos de v. Entonces,

(k) ""I (:) - 2-
II ~ !<

JI.'
11--1<

(I II ( : <tr )
(II -Ii)'

para todo z t: II. 5e deduce entonces que

(k)
/ (n ) ,. Ii' (/ /I

o sea
I (k)- --'-- J ( a )
/;1

Par 10 tanto:

Teorema 13 Si If /\clU) V {/ ~ u . exi:;(( 'lI1a veCiI1d(/(/ t' de (/ (II

[i z ) '-- z:
Jl~()

I, I ( 1/ ) ( a} (z __(/ ) II
II,

(I .f)

para todo z E u. Si v e s oUn I'C( i "dud de rt )
II

~ (11/ ( : -- a )
II

serie de Taylor, /(1 cuol COtllierne U f 1:'11 v.llccesuriallll:'l1le
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Y !Jodemos totlJar u = v ; 0 dicl-lo de otm manera, umbas series c ouucr-

gell en u U v. La serie (1 4) e s eutonce s la unica conuergel1te a J en

la uecil1dad de a .

Nota. Ver emo s inrnediotornente que si /t AC(U) Y (/ In, / cdrni te un

desarrollo en serie de Taylor, nec escr iornente dado par (1.4), en Hr(a) ,pa-

ra todo r> () tal que ()<r<d=d(a.cr!)=III! Iz-{/I.
z e- (0 I

Teorema L 4 (Taylor). 5i / <':: t1 (Q), l1ecesnriatllel1te f f ACCQ). Es de-

cir, AC(O) = (1:1 (0). 5i f r: (1:1 (n) Y at. n. In serie

( t , 5)

(o'wer';e a J en torla 1)01(/ H, (a) ~, n, y la COlwl'r{lencia cs Imi[onne

en [3s«(,)'~) I3s({/) ~ n. 1:11 partic'~lar, si d r- dt a, CO), la serie con-

ver[Je a / en COi!lpactos de Br/(o)

Demostracion T odo se reduce a demoslror que (1.5) converge s irnpl ernen-

te a / en toda bola H,«(I) tal que !l,(a)._ n. Las otras afirmacionesre-

sulton inrne d io torne nte de los propiedades generales de las "i-series. Sea

z . H, (n ) y sea

s,(a)~ltii/-ai ,I.

'::ntonces, S (a) '; \2, Y 10 serier -

~
1/- {J

z-:a 1/
(- --)

1-(/

converge un iformernente en Sr(a) , par ser
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SII /.1 1::: =a <, I ,
It.S (a)' I-a

r

Esto implica que

v I r _Ll!)_ rill (z--aj"
II'" o c,JaJ (I_a) II I r

N

- (2 TT i) 2: ,I(n)(a) (z -a{
JI- () 1/

Por otro porte,

L(I) '" __ JJtJ ._
I-z (t-a)-(z··a)

J!!2
1- a I __ ~-a

I ..(/

J(tl "
t-:a II o

z - (/ 'I
- )
I --(/

po r ser

Slip lZ_.:..{~

IcS,.(a) 'I-a

Como

(2TTi) fez) r 1(1) d t
c,.(a)l-z

2: r J!~) (:!.-!! { d t .
u > (j r,. (a) I - a I ...(/

se deduce que

- I (z )

10 cuol completo 10 demostraci6n_

EI teoremo de Taylor marco otra diferencio fundamental entre las fun-

ciones (-derivobles y las II~-derivables. Una funci6n t : \2 ' IJ< en IN

no necesoriomente admite un desarrollo

I(x) 2: l /n )( (/ ) (z - (//1
u > (J II.!

( 16)
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en 10 vecindad de a cO n , oun cuon do las m -deri vadas /lI)hJ e xi stan

en todo punta x t n y para todo II E IN.

Nota. Es conveniente advertir de nuevo que si I E li (0), a En y U f. :J3(a),

u obierto , no necesariamente e xi ste un desarro!!o de Taylor de I en po-

tencias de (z-a) el cual sea vo l ido en todo u. Esto es cierto s i y s610

si uS; Br (a), donde T es el radio de convergencia de 10 serie

( ) nL 1,1 II I I 1J (a) (z - a)

Los teoremas siguientes son corccteri sti cos del comportamiento de las fun-

ciones hol omor io s. En todos ellos interviene de manera decisiva!a C-ana-

liticidad de tales funciones, y tales teoremas fueron descubiertos en un

principio dentro del rm reo de las funciones C-analiticas.

Defin icie5n 7,3 Sea U un conjunto abierto de c. Un subconjunto A:o n
se dice un conjunto de unicidad de D, si, para toda pcreja I.e de fun-

ciones en n, el hecho de que f.g coincidon en A, implica que i.e coin-

ciden en n.

Lo anterior es c la rornente equivalente a decir que si If. (C\(D) Y [t z t :

o para todo Z f A, entonces [t z} = 0 para todo zEn.

Teorema 1,5. (Principio de 10 Prolongaci6n onolitica) Si D es con.exn,to-

do Sll')(onj,,·,to A de n, el C'wl tenga 1m punta de acut1'l'dacion ert D,

es 'm conj'l/'Ito de u/'licidud de o. En particqlar, si As;, D es abierto

y A =I ¢ ,entOYlces A es W1 subconjunto de unicidad de n.

Demostracion. Cornenzorerno s pOI' demostrar 10 ultima ofirmccion. Sea en-
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tonces A ~ 0, abierto y no vocro. Sea I E C In) y supongomos que

/Iz) = 0 para todo z EA. Esto implica evidentemente que /lk)lz) c, 0

pa ra todo k, IN y todo Z fA. Sea

y sea

Es claro que Ekes cerrado en n, pues ilk) es continua. Par 10 tanto

E es cerrado. Adernc s t: i sb , pues A ~ F. Sea ohara b t E. En una

vecindad abierto II de h. V ~ n . / tiene un desarrollo de Taylor

liz)
N

I
1/=0

I' ) 1/I II Ib) Iz ..b) ,
II'

Como b f I:'. necesariamente liz) =- 0 para todo .< ,= II , Y como II es

abierta, Ilk)lz) -= 0 para todo z t: II y todo k·!lV Par 10 tanto liS: f:' .

Se deduce entonces que E es cbi erto en n Y, como n es conexo, {; =n.
Esto demuestra el teorema en el caso de 1ue A sea abierto. Supongamos

ahora A arbitrario con un punto de acumulaci6n at n. Entonces

II k)1 a) '" 0 para todo k. f. IN . Esto es clara si k =- O. pues siendo a un

punta de acumulaci6n de A, debe existir I al/ I s;: A Ian I am =I a Sl

m In) tal que "»:' a, yentonces

[i a) = li m /(a/l) O.
1J-~(X)

Ve-imos que Ilk)la) = 0 para k : I. Como at' n, existe una vecindad

abierta u de a. en n, en 10 cual

II z ) I ) 11I n (a) Iz-a)
I/!
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para to do z c U . Supongamos por inducci6n que /k)(a) ~ 0 para k <, III.

Entonces

I(z)

Sea lanl~ A, a/l ,jam si '111=111, an'=a para todo 11, y la,~l~ U, En-

tonces

o

de locuo l -,
~_ /m)(a)
m'

6.hora bien, como la sen e

converge en (I, define 0111 una funci6n holomorfa g' C ([I).

g(.;:) 2: 1 1(11)(a) (z _a)I1--17I , z to IJ.
n r m v l II!

Es cloro que gt«) 0 y que

Por 10 tanto,

f::sto dernuestro cue ,,(III)(r.l) d P1 b " 0 para to 0 III ('IN. era entonces l(z)~,O

para todo z f U y,como U es un conjunto de unicidad de D, [i z ) '" 0

pc.a todo z » n. Esto demuestra el teor ernu.

Co ro! ar i o . Si !l es conexo, l~ (0) es un anillo entero conmutativo

can e lernen to unidad para los leyes de composici6n
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r;+ f!, ] (z) .'" /(.7.) -i- g ( z J

(jg) (.7.)- l( z) f!, ( z ) .

Demostracion. Que C (0.) es un onillo conrnu t r ri vo con elemento unidad

es evidente (el elemento unidad es 10 Iuncioo

l ! z ) = ;

para todo z til) . Ve ornos que no hay en t' (0) divisores de u. Supon-

qcrno s que ts =0 Si /i 0 Y Sl

A - ! z: [t z ) = () I.

n' c; n - r\ es abierto y no vccio. 6,hora, para z r- \l'

[tz ) f!,(Z) -t; 0 . /(z];I 0 .

Por 10 tanto g(z)' o. Como 0' es un conjunto de unicidod de 0. I;(z)

o para todo z c. o. E I corolari 0 est6 demostrado.

Nota. Si n no es conexo, C (\2) tiene obviomen re divisores de cer o.

Corolario 2 Sean fLO' obiertos conexos tales que 0 n n' -I <b. Sea

l" un
tt. c~)

t' m "!1')

(l-g] i on 0'

Si sobre (' (0) . C (0') se considero 10 estructura de (-espacio produc-

to, y si

N C (U U \1') , (-' (\1) y (' \0')

es 10 aplicaci6n
U (fJ (j \2. t : n ' ) .
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L'. y 1< son C-lineales, y 10 suce sion

es exacta.

Demostrucion. T ri via I.

Nota. Verernos mas adelante que si A ~ 0 ,0 conexo, A es de unici-

dad si y solo si A tiene un punto de ccurnuloc ion en n. Es decir, 51

A ~ 0 y ningun punio de ocurnulcc ion de A pertenece a 0, 0 si A no

tiene puntos de ocumulccion, existe IE: t)(Q) , II 0, tal que II A = 0 .

Si A es finito, esto es evidente. Bcstoro tomar

[t z) = (z-a/) (z-a2) ... (z-a1'l)' z EO,

supuesto que A = ! al, .... an I. Si A no es finito, el problema es un

poco mas del i codo, y depende de 10 teorio de hoces 0 de 10 teor io de los

productos infinitos. Sobre esto volveremos mas odelonte.

Teorema 1,6 Sea 1\ ~:n. n conexo. SIJpongase que A no tiene puntos

de (wlPwlac ion en O. Entonces

0) A. cs 'm ~1.lbespacio discreto de u. Ademas, A es cerrado en O.

b) A e s a 10 til Ii s e 11'I rl/ era b I e

Il em o s t rac i o n Inrnedioto.

Teorema 1.7 Sea It CCJ(Q). a dl. 0 c on er o . S'Jpongase que I((/)~O,

pero q'~e II u Enton ce s , e r ist en /11"' 0 Y s (c (C) (£1) tales iI'le
111

liz) ~ (z -a) g(z). graY =I 0

para todo z f n. Ademas, s esta uniuocamente detenninada por I,
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y exisle 11~'lauecindad t' de (/ en \l wi (,'Ie

dz) i ()

;Jara todo z r- L'

Demostraciono Sea (I una vecindad de a en \i tal que [tz ) !- 0 para

to do z cU. .: j a Tal vecindad existe, pues rl(O) no puede tener

puntos de acumulaci6n en n . Aderno s, II puede suponerse 10 su li ci en te-

mente pe queno para que admita en t' el desorrol lo

[iz )

Ahora bien, si 1(11)(a) -, 0 para todo /I' IS . i ser iu i den t icornente nu-

10 en n, controrio a 10 h ipo te si s , Por 10 tanto, debe existir /J" 0 tal

que l(jJ)(a) i o. ~ea

1// coo III i/l I /1 I i (/J ) ( a) j' 0 I .

Como f(a) '" 0.1//>0. Como en t'

[t z ) coo ~

'/I~' IT!

1/
(z --a)

es claro que
1//

f( z) (z -a) /«<:)

donde
0::: 1 (1/) 1/ - /11

g(z) coo ~ - / (a) (z--a)
n v m I/!

es holomorfa en u. Como fez) 7' 0 para z ,.. t.: z ! a. es claro que g(z)

fo para z t U, z i a. Como cderncs

g(a) = 1(1II)(a)
m!
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necesariamente g({/)/ () Por 10 tanto g (z) -:/ 0 para todo z c v. Defi-

nomos ahora
I(z)

g(z)O'-----
(z_a)17I

para z ,I v. Entonces es claro que s to tl (0) satisface los condiciones

del enunciado. Finalmente, como n - I a I es un conjunto de unicidad de

n , es claro que g es uni co . Esto demuestra 10 proposici6n.

Corotorio. )ea n con exo , If C) (0). Entonces, si- riCO) ~lal'" .,a"l,

'\i '\2 '\"
[tz ) = (z -(11) (z -(2) ... (z-a,,) b t z )

don de '\~. d'J . Ai> 0 . b e (:' (m , b (z) i 0 para todo z E: n

Nota. Si n es conexo, l/, n ,y 1<: (1 (Q) , Ii o, [ta) = O. entonces

pI( z ) " (z -a) g(z) p> 0 .

con g(z) io en una vecindod de a. 1:1 rnenor vo lor de p que satisface

10 anterior condici6n se denomina el orden del cera q'.lC I ricl1e en a,

Es costumbre escribir p: c. (];«} Es claro que C(j. a) = 0 si y s610

si [ta ) i o. A su vez
f

Sl /(k)(a) - 0 para todo k t h\/ . escribiremos

(,(j. a) cc -j "" •

T eorema 1.8. (T eoremo de 10 apl icaci6n abierta). Sea I t: l'J(Q) y no

(:o.l1s11mte Si n es canexo, para todo abierto v de n , I(U) es

abicrlo en (,. Es decir, I: n --> (' es abierta. I

Demosirac;on. Es suficiente dernostrar que, para todo (/ , V .I(V) es

uno vecindad de j'(a) en (,. )ea II! = I (a). Como I no es constan ie
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-
y n es conexo, debe existir t '·0 fal'lue up (a) "= (' y [tz ) 'I II para

todo z c BE (a) , Z t' a (si no, a ser io un punta de acumulaci6n de ,\

r I(u') , el cuai serio un conjunlo de un ici do d de D). <;eo

S.-ill/ II(z)-II'I, .\Jrt)=lzIIZ-(/!-fl.
ZtSE(a)

Entonces 0',0 (pues St:(rt) es compacto). Podemos suponer que 133(/)

q /IU), Sea entonces b to Bo (II) to! que b i /(U), La funci6n

g(z)

y por las estimati vas de Cauchy

1-------
i /(a)-bl

sup I g(z) i ~ s u t: ~
z f S roCa} z , S,.f a) II( z ) - hi - z

1sup ----.-------.-
S (a) !f(z)"II'I-lh-u'!

r

I--- - --- -- ..

o-Ih-/«/) I

I::sto demuestra que

2i/;"/(II')j ~?8

y par 10 tanto b-I«/) .t B8/2(w), Hemos demostradc entonces que

y de e sto

Como

Se deduce que

275



y el teorema esto demostrado.

Nota. En particular, j(Q) es abierto en (:, EI anterior teoremo es ob-

viamente falso para las funciones IN -derivables de 0 en /J(. T6mese

por ejernp!o
1- -------e J- I xl4 1\ I -, J

j(x)
o

Entonces, j(JR) = [ 0 1, .
e

Teorcma 1.9. (Principio del Maximo). Sea n un abierlo conexo de c .

y sean j F t' (0) , no constnnte , y

,\1 ,- 'su]: I j(z)
z. n

El'ltol1ces I j(z)! M para todo ZEn

Demostracion, La afirmaci6n es obvia si M = + 00 • Supongamos entonces

M -: + ex>. Sea L' ,., AM (0). Es claro que j(f!) S;; U = AM (0), pero co-

mo j(DJ es abierto, tornb ien j(n) s; U" Esto demuestra el teorema.

Corolario L Sea n un abierto conexo y acotado de C y sea j E (I (0) ,

la cual es continua sobre IiI tal que

I j(a) I = sUI!- I [t z ) I
zEn

Entonces, Sl j 110 es constanle, a to F r (n) = n - n. Por 10 tanto

(J .6)
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Demostracion. N6tese en primer lugar que 1/ existe, pues 0 es compac-

I I (z) 1 ' : I( a ) i

para todo zEn. Por 10 tonto, (/' ",(0). Como

II(a) 1-= 11/11':r(Q) C li/ll
O

el corolario est6 dernostrodo.

Coro/ario 2. Sean n un abierta conexo de C. II: C' (0). Si existe

a EO tal que II(z) i S II(a) I para todo z tn, entonces / es cons-

tante.

Coro/ario 'L Sea n un abierto conexo de c, Enton ces, para to do con-

junto compacta K:; 12 ,

para to do I t, l') (0). Si

o
y a e, K ,entonces / es con stante.

Nota. La relaci6n (1.6) del corolorio 1 es falso si n no es ocotado.

Ejemp/o 1. L Sea

I ? I I < n.n=!(x.y) (x.y)ElR-. y
2

z
Esf6cilverque 1;,(12)=1(\,,\,)1 y~ ±rr/2 I. )eo [i z ) ee .En-

tonces

[Ix ,
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y par 10 tanto
II I II,. (m

r

Es foci I ver, sin embargo, que

I fill I I (x) I ~ oc
x-~(X)

x E y~
+

y por /0 tanto que

2. Fami/ias Normafes .

EI siguiente teorema es un resultado fundamental del ondli si s complejo.

Definimos primero :

Definicion 2.1. Sea }{ ;; em, JRm). Una familia T ~}{ se dice

110rma I en H si sati sface una de las dos condiciones siguientes : (1) De

toda sucesi6n I 1111 ~ ~r se puede extraer una subsucesi6n lInkl ~ 1111 I

10 cual converge hacia Ie J( uniformemente en compactos de Q. (2)

Si I In I es una sucesi6n en 1 tal que lim sup lin (a) I = + 00 para
17 --+ co

un punta a' n . entonces Ifill sup I [tx) I = ~ oo para todo x En.
ll--+o.J

Teorema 2. L (Mantel). Sea 1 ~ (l) (0) Y suporlgase qt-le para todo com-

pacta Ken existe 'lI1a COrlstante M K '> 0 tal q'le

sup I1III S MK (2.1)If K

En/onces ~f es normal en t) en) Clurumente , bajo las hipotesis

del teorema, la condicion de normalidad (2) no puede darse. Par otra par-
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re , la condiei6" (2.1) e s cq'livalente (jla siguienle: exist£' A1K> 0

tal q',e II/II K ~ M f( para toda / t: :1" : es decir, ~f es 'ma j'ami -

lia 'mij'orl11etnel1te acotada en compuctos O,Si"lple,',cnle, acotada para

la topologia TC' "i6tese tambiin C;'u la condiei6n de normaliJad (1)

es eq'~ivalente a la a{irmaci6n de Wle ~f es relativamente compana

e 11 em, IR 1/1 ) •

Demostracion del teorema 2.1. En efecto, si :f es un iformemente aco-

tada en compactos, demostrare.mos que :1" es continua. Para ver esto ,

sea a E Q. Entonces, porn todo z c U, U es una vecindad convexa de

a. y toda I f :1" ,
I i z ) -- I (a) = r I' (I) d t ,

P

donde o > r a,zl. Se tiene entonces (p = l/IIp),

i liz) - Ira) I ~ 511!i i I'(t) : r rtf i
Up p

o sea,
I I (z) - I(a) I s: 5 II P I l ' (I) I Iz - a I ,

I Ep

Y esto, para toda I c ~f . Pero, si suponemos que U = B r (a)

H, (a) ~ Q, tomando 5> r tal que B/a) :;;:Q ,

y '1ue

1/'(1) I < _L
- 2rr

IJ~[1~Ll
i 11 - t I

5 t\I'
,5I T- S I

donde "'s'> 0 'es to l que

sup I [i z ) I :S Ms
Iz-a\=s'

para toda I E.:1" . Si damos E" 0 Y tomamos
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o " 8 < 111 til I E/ M ~ . T l .

se tiene entonces

I [I z ) - IIa) I ~ f

para todo I" ~f y todo z t'Jl que i z -Cl I .:S 8, 10 cual prueba 10 equicon-

tinuidad de ~f . Por otra parte, es claro que para todo z f 0 exi ste

Mz" () tal que

Las condiciones del teorema de Ascoli-Arze lo estrin entonces dodos. Es-

to demuestra el te orernc ,

Ejercicio s

L Oemuestre que las siguientes series tienen radio de convergencia 1

11 Zll
2: 11 2: Z 2:Z

,,=co 17~ I " n= 1 2
II

Demuestre que 10 primera di verge en todo pun to de s 1(0) = lz II z] c, 1 I,

que 10 segundo converge en 51(0)-11 I, y que 10 tercera converge en

S I (())

2. Demuestre que 2: Zll no converge uniformemente en B 1(0) •
}/ ()

3 0 I· ~ (,1-1)' 11+1 'f .. emuestre que a sen e s: ------~ Z converge urn ormemente en
17=1 (1111)'

• oo 11

HIIO), mientras c:ue 10 serie derivada L z no conver qe uni lor -
11 = I '11/

memente en 13 1(0) .

4
11

a,,(z-a)
11 - ()

tiene radio de con vergencia (J . () • cuc l es el ra-

dio de convergencia de las series

2~O



2/1
(/I/Z -a)

11 = (J

II 2 II
L a211(z-a) • L an (z-a)

I7=U n=u

\
5. Cu61 es el desarrollo de Taylor, en 10 vecindad de (( 0, de /(3)

Cu61 es su radio de convergencia ? Cu61 el desarrollo de Taylor de

z" .

II
/ ( z ) = (I -I z ) ,II? 0, 17 t: IN

alrededor de z =o? Cu61 es su radio de convergencia ? Cu61 el desa-

rro~~o de
II

/( z ) = (1 I z } '! z I <. I ,II" n II r: Z ,

en 10 ve cindcd de z=o,

6. Sea 1: lR -e lR definida par

J
f( x) = f'- 1-=T-'~12 I x I < J

/(.\) , 0 ,', -,
.' 1_

)ea g: lR, lR de lin ida par (/(11) dena to a 10 lR -deri vada de orden 17

de l ):

g( x) /(/1) (1) (x - 1/1
JI,t

Que es er Calcule A s: ! x I g(x) fix) I. Que se puede decir del

desarrollo de Taylor de una funci6n /: 0, [/~, n abierto en U~, 10

cual admita IR -derivadas de cualquier orden?

7. Una funci6n [: f! -> <: ,f! abierto en C 6 IR , se dice lU-analitica

(analitica real), si para todo punto a En existen una vecindad abier-

to u de a > (aI' (2) en 12 y una serie de potencias
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si

10 cual converge a I en todo punta k E U. Demuestre que 10 serie

Su(x,y) converge uniforme y absolutamente en todo compacta k de u.

Demuestre que si n ~ JR .

(k) 00 / n-k (
/ (x) L __ }1__ an (x -a) ,I n)(a) n I an

n=k (n-kJ!

para todo x E U Y que 10 convergencia es uniforme en compactos de u.

Demuestre cdernos que 10 serie L on (z_a/
l

converge a I en (a-d, a ;

d), donde d= dt a , en), y que 10 convergencia es absoluta y unifor-

me en compactos de dicho con junto. Sea A ~ n . Demuestre que si A

tiene un punto de acumulaci6n en n, que si II A=O, Y que si n es

conexo, I' 0 en n. 5uponga que I: n = II? . Que se puede decir de

los a1/'/ Es I una aplicaci6n abierta de n en lR cuondo / no es

constante? Vale el principio del maximo? Que acerca del teorema de

Montel ? Demuestre que si I: n -> C es IR-analitica, Q abierto en

II? • existen un cbierto 0' de C y uno funci6n C-analitica I: Q' -s c,

tales que

8. Sea I· C' (/3 I?«()))' y sup6ngase que

I(x) E II?

para todo x E (- I?, I?). Demuestre que los coeficientes de Taylor de I

en a : 0 son todos reales y que

[iz ) c., [I z ) ZEBR(O).
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Concluya que si z t Bu(O) y [t z ) = O. tornbi en l(z)=O Si oderno s

[t i ») f. ilR para todo x d- R,R) , demuestre que

II' <z ) = - [t z)

para todo z E B/~(())

9. Sean lEO (11) , a c n , R > 0 tales que

/( z)
(Xl 17

~ an (z -a)
11-0

Demuestre que para todo 0 < r < R

27T
2n

r

o

10. Sea IE 0 (C) Y suponga que existen M,>{J, A> 0, tales que

A
[I(z) I:s M(l -l [z I

paratodo z f C, Demuestre que I es un polinomio de grado 17 =[,.\'1=

mayor nurne ro natural SA.

11. Sea If C (C), I)emuestre que si 1/1 ~ 1 entonces I es constante.

12. Sea I E 0 (C) . Demuestre que si U «] es constante, I es cons tcnte.

Que si l m ] es constante, I es constante. Que si Ref:S I), / e s

constante. Que si 1mI ~ 0 . / es con stante. <)i l n: / (z) ~.0 para todo

z c C, / es con stonte. <)i Rel(z) of 0 para todo z « c:, / es cons-

tents.

13. Sea () un obierto conexo de C y sea a E n Suponga que existe

10>0 con Bf(a)<;, Q, y tal que so p= cE(a) entonces
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r j(.z)
dz = 0

P iz «a}"

Oemuestre que I (z) = () para todo z «. n

14. Sea Q un abierto conexo de C.Sea 1,,('(0), liO, z=lzjl(z) 01.

(i) Oemuestre que Z no tiene puntas de acumulaci6n en !1.

(ii) Si K es un subconjunto compacta de n, K n Z es Iin i to.

(iii) Z es a 10 mas enumerable.

15. <;ea l:fR-./R definidapor

___L
/ _ x2

I (x) e I x I < f •

1(\) - 0 I x I 2. 1 .

Demuestre que para todo
(II)

u » h\J y todo x 'C fR. ,I (.y) existe. Oe-

muestre que / no puede ser lR-analitica.

16. Sea U=B/((). ysuponga que l,gE(I(U) yque l(z)iO.g(z)iO

para to do z t U. Oemuestre que Sl

/ . .
.. ( // II) = ..L ti, II)
I g

para 11' J. 2,3 ... , entonces existe una constante etC to l que

j iz ) = c g(z)

para todo z" U.

17. Sup6ngase que IE tJ (U). lJ = B R(O)' est6 dada par

I(z)
00

~ a -"
1'1 '" 0 11

z t. U .
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Sea 11 k
L ak z

k=-n

Si 0 < r <. I~, Y si I Zo I < r, demuestre que

1
2 rr i

donde p = c, (0) ,

18. Sea /<:('(0), OtU, y suponqo se que B1(0) ~ Q.

Demuestre Clue

, ,2 1
(L - I z , ) / (z ) .= -, - J / iz}

0' 0 2rri
o

1- z z o dz ,
z-z o

donde fJ C ,(()). Concluya que

de ,
o

19 - Sea f. s " (" (0) , y supcn gase que 0 EO, BR (0) en, HR (0) c; n1 - 2-
Sea pc=- II{ (0), Y suporiqo se que

1

fez) = 2. all zll. g(z)
11 cc 0

11
h

'l
Z

11= o

la primera para z r- HI{ (0), la segundo para z >, R I~ (0). Oemuestre
I 2

que

j
2 'IT i

P

fez) s (z!.!.,) dz _ ~
zz

b Z IIa II II o
II'" 0

20. Sea / f (,l(n). Bajo que condiciones puede i / I tener un minima

local en n?
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21. Sea 0 un abierto conexo y acotado de c. Sea l!1/1~ e(O). tal que

11/ In (. t'(O) para todo 1/'21. Supongase que III' Ie crf2). unifor-

memen te en I,', (0) , puntua Imen te en 0, Dernuestre que III ~ I un i-

formemente en compactos de 0 y que I c l" (n) .

22. Suponqo se que 0 es un conjunto abierto, conexo y ccotcdo, que

IE ()(U), y que

... .
lim sup.! 1(7,) < 1\1 •

tt-vco

para toda suces ion 'Z17 til, zn' Z E F/O)~. Demuestre que

s up II(z)! <. M,

Z ( n
23. Sea n un cbierto conexo de C. I) H, (a) ~ n. Supongose que I

es no constante y que ,/; es constante en Ir(IJ). ')emuestre que

I se anulo en al menos un punta de f). Demuestre oderno s que exis-

o
te Zo c IJ tal que

II
1 [t z + (z -z )

n> I 0 0

es analftica en una vecindod de zo'

24. Sea 11/ t. () (0) 10 cuo l converge hocia I: 0 ., C en todo punto z cO,

Demuestre que exi ste un subconjunto obierto W~ 0, denso en 0,

tal que II: tl (0'). (Indicacion: use el teorema de Baire para demos-

trar que si I~ ~ SlIpi In I. para tad a bola B~ O. existe B'~ B tal

que III i B' es ocotado en 13').

25. Sea I,. tl(n), Demuestre que 1/ '"' ae(l) y 12'" Img!!) son JR-ana-
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Iiticas.

26. Sea I: Q -, IN. orrnon ico. Demuestre que / es I/(-analitica.

27. Sea /: n C orrnon icc. Demuestre que I es IR-anolltico.

28. Sea la) una suc esi on de nurneros reales. Se define el limite infe-

r ior de a tt par

lim in ] (III ~ Sill) in] ak
1/ -e co II' IN k,> 1/

Sea -DO < a <. , ov. Demuestre que

a= lim »t «;
11 -'00

sl y solo si exi ste una subsuce sion a de a,/ tal que11k

lim
k ·0<.1

y que run qun b< a curnplo esto condicion. Supongo ohara que (/ «t«.

Demuestre que a = lim in ] an si y solo si
11 -JoOO

(i) Para todo E)O existe n E IN tal que am> a- E para todo

171 > /I •

(ii) Para todo E >0 y todo n E IN existe III>" tal que
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