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FUNDAMENTOS DE L A TEORIA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
COMPLEJA ; V

JAIRO CHARRIS C.

CAPITULO XI

FUNCIONES ANALITICAS Y SER'ES DE TAYLOR

1 Series de Taylor
Sea la,| una sucesidn de nimeros reales. Se define el limite superior

de «, .y se denota por tim sup a, . como
Hovs

lim supa, — nf (sup a, )
TR ne N n_>n

Si
h sHph o
W Poay,
m=n

la sucesion | 4, { es decreciente. Por lo tanto

ltm  sup @, lim h”
Mo W ovew

Teorema 1.1. Sea a«R Las proposiciones (a) y (b) siquientes son equi-

valentes :

(a) Ilim suap a,=a
Ham

fh) (i) Para todo =- 0 existe »cmN tal que, para todo myn , Ay < a4E

(ii) Para tode =0 ytodo neN existe m-n tal que a,> a-¢.
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Demostracion Demostremos primero que (a) implica (b). Tenemos que de-

mostrar que (1) y (ii) son validas, bajo las hipotesis de que (a) es valida

Demostremos (i). Sea = 0. Si a - supa, paratodo ». necesariamen-
te
e Fon U L) (Sufra, ).
”__ i R L
lo cual es absurdo. Debe existir entonces » tal que
sup am i
JU.’_. n

Esto implica que a,< @i+ para todo w_u. y demuestra (i). Para de-

mostrar (ii), sea - 0 .y supongamos que existe « IN tal que a, ~a-

para todo m - . Se tendria

Sap a,, =
?J'.'_: "
y de esto
o < o
también absurdo Por lo tanto, para todo «» N debe existir wm_»  con
a@ - a-- Esto demuestra (ii) Demostremas ahora que (b) implica (a) La

12

condicion (i) implica que

sup ﬂm-- Fil
"

de lo cual
It supa, < d
o

Lo condicién (ii) implica, por otru parte, que

rooal o =
s a.,
Wl

para todo . de lo cual



1 > oo

5e ti ene entonces

[ lim sup alla < E

‘1. ~cc
y como E: es orbi trario,

lim sup au = a

Il .H>0

Esto demuestra 10 afirmacién.

Nota. Sea o S @S ro . Notese lue decir que lim sp &, ™a es equi-

}--00

valente a decir a es el mayor nurner o real tal que existe uno subsucesi6n

la/Ikl ~ |l anl con

/il a fl
I" ses nk

Lemu 14d Scml ,:x,::1a s Pl :cvic de lailleros  comple jos

1 )

. 1
a... saP lakl

Junloldces

a) Si a-: lac 1uU s COnLler~e al)sol'1[(~Y}ellle

by Si (/-1 s diverge.

Delllostracion: Demostremos  (0). Sea E™O tol que a« F< L Sea >0
1/ n
tallue 10117’ c-at” para kit Entonces IaIII;; (arf:t. Como 10
serie 2 (at+ 9 ! es evidentemente convergente, tornbien 112: I''n \I0 es,
II: 1 =

Esto demuestra (0). Para delllostrar (b) escéjanse a'<:a, a<D0 Y DO tales que

lan | ? (a° r/ pora infin itos vafores de u y que a-f > 1. 5e deduce
que |ﬂ,11 no converge a o . de 10 cual n~] al es divergente.

Nota; Si art nada se puede concluir con respecto 01 comportamiento de
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~.Verlosel-ercjciosalf wa Bl eme 19 se corioce coi e! nomPre de Test
de 10 Raiz
Lema 11. (Abel) Para cada 'nN. vit . S wf C. SeA w c Y sea

TANN
h o~z st lan |

n -cx

Entouce s : (@) sSi a- b<+. la sere

i
nL:() an (z-a) /)
converw  absohtamenle en H/a). donde ,_—_;_
La converW'lcia es adc/L'L{is absoilltamenle 'Irljforttie  sobre todo cOlr/pac-

0 k-~ T,@. S z1 134

~ all (z-tl)
11=0

diuer-~e,
(b) Si b=o. @ 1 COYfuerge absol'llcl/lenle  en ¢ y apsorazo Y ™liforme-

mente en todo compuclo Kk de ¢

(c) Si h=too, (11) diller!le en lodo pmito zE (. z i a

Demostracion. Para dermostrar 10 primera oli rmocion de (0) es claromente
suficiente dernostrar que (1.1) converge absoluta vy unifarrnemente en corn-
pactos de H,(a). Ahara, para esta es claromente suficiente dernastrar
que 10 convergencia es uniforrne  sobre Bs(@ para tada 0< s< 1 Escri-
bornos  Bs=Bs(a).

114171 k w17 k m 11/ k,

1L la (z-a) 1= sy | L Ilakllz-a! s L 1kl s
k=," 17 ZEB k=m k=m
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Se deduce que

m+n k mvn k
Wl 2: jadia-a) i iIBS = lim 2. ilakz-a) liB.
111,31-NJ k =1 m,uH>0 Kk = 111 "
mt-1l k
< tilll 2 | akls= 0,
-1/1,I->co ,— 111
es eonvergente, ya que (Test de 10 Raiz),
1/ k 1K
lim suu a, §=5 lin, sliplal<l - s,
1<) oo le -co
Supongamos  ahora que Z Ti Brla) ., En tal coso, lZ .a i» 1 yes claro

k
que p2:() (k (z <a) diverge,  pues

Ik
lim supr ok l7-a 1 z-a\ > 1,

k.. -o

Esl0 demuestra (0) Para demostrar (b) el argumento es similar. Basio de-

mostror que para todo 1<,0

nm+17 k
i (= 'ak @-a) llBr@) = o0,
111,11-)00 1< \
k
10 cuol es evidente parser kL la, | N convergente, debido a que (Test
[0} <
de lo Pciz) lim sliplalllk/<=0,-I.
k. <X,
Demostremos © .~ uz-a,
117 1117
lim sup jail | 1z.a 11 za | lim sup las | =+ |
11 s oo 11-~00
10 cual impliea 10 afirmocién. Esto demue stro el lema.

Coral aria Sea Ia”( una sucesién  de nurneros eomplejos tol que
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fim  su P : h 5
W e M s '
, ¥, .
Sea 5 donde escribimos + « si b 0, B.(al ¢ si v

tonces, la funcion f: B,(a) . definida por

N
=zl 2o (z=u) . = B,

k) s . -
{ (z) b 4 a (z-a)
w-k (u-ky M
En particular,
. i I o=k i I u
lim s fr a, fim sufrodf
& fn’—l:' ! % T e Y

Demostracion Escribamos

Zomo X /, converge uniformemente en compactos de B (a) .

es holomorfe en B (a) Como ademas

(&)
converge en compactos a /  para todo

trar que (L)
= A "
M
L =k
'II.!.{J PIAJ H ”u‘:—”l A ~ M
fn—k)!

lo cual es inmediato por induccidn scbre & . Finalmente, como

§od

.

En-

(. todo se reduce a demos -
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converge en todo punto , Hr (:J , necesariamente
-k

fili a

para todo k, IN. Esto demuestra el corolario.

Una serie de funciones de 10 forma

N2 - 2 Clil(z-a) ()

[T 5)

se denomina una S€Ne de noi-icils o mw serie de Tayler.  Para abreviar,

10 denom incremos uno 'I-Serif En tal coso, si

h fl”! s 3 an
i

y si escrr bi mas

|
0 b
b sl
0 S| h
' 51 b 0

r s8 den orruno el rudi o de convergencia de 10 sene (1.3) As! nusmo, se
denomina dorninio de convergencia de S 01 mayor conjunto abierto n tol
que S converge para todo z . U. Es cloro que
Q~Hr({/) Si q] r< 1 ¢
donde r es el radio de convergencro de S, y donde conv enuno s que
3,(a) = C

Ell el caso r* 0 conv endrernos en que H,ra) - (I Y en este coso, ~I (p
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El corolario al teorema (1.1) establece que toda serie de Taylor define en
su dominio de convergencia una funcién holomorfa cuyo valoren = ) es
precisamente la suma de lo serie. Las series (1.2) tienen a su vez un do -
minio de convergencia el cual contiene a 0, No es dificil ver que el do-
minio de convergencia de tales series es precisamente () . Buosta demos-

trar que
1 -k I

lim sup lime sup ' @
; /. Ff |’”

I ’
'] ﬂ’
- A (u=k)t 2wt

para todo 4 . lo cual es un ejercicio simple para el lector

Si z . estal que |z-a r. nada se puede decir, en general,acer -
ca de la convergencio de s en este punto. Algunas veces lo serie diver -

ge en todo punio del conjunto

V(o) } 2 - rod

otras converge en algunos puntos y,eun, ohas, conveige en todos. No-

tese tambien lo siguiente : si

142

a (z-al
"
converge en algin punto z « (. =/ a necesariamente r 0

Cefinicion 1.7 Una funcién /:Q .« Q ubiertoen « . se diceanali-
tica compleja, o,simplemente, C-onalitica, si para cada punto @ « (2 exis-

ten una vecindad U de « en  y una serie de potencias

g "
-5!- (z) ¥ a,(z-a) vy, e
L/ ]
la cual converge a f(z) en todo punfo = L. Denotaremos por A, ()
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al ¢ -espacio de las funciones ¢ - analiticas en (),

Sea b - 1z : 11 ysea 7:p .« definidapor sz !
! -2
Entonces ; es «-onaliticoen » En efecto, si «- D
flz) S— : Hirv g s
(! —a)=(z-a) I-a ] - I-d
I'=a
Pero, paratodo 5. ¢. con h - 1.
! :‘_ !’u
;-f, Moo
como se demuestra inmediatamente. Entonces, para z+ » .
2y P . AN - "
jrage L s pEedy o oy Ly z-a)
f-a n o [I-a n-a 1-a
Si z-a I-a , Notese al respecto que
il
lim sup | ! L | ! 3
Mo 1-a | -a
si,si a . elrmdiode convergencia es 2. es imposible que
Asi, | radio d g 12, yes sib

la serie converja en todo 1 El desarrollo en serie de Taylor de una fun-
cion ¢ -analitica es entonces local y no global. Notese que si 7 « 4 (1))

y | es una vecindad de « en la cual

i i )
f2) X a,(z~a) y {z &)
oot '

entonces la serie converge uniformemente en compactos de ' (1B («). don-

de » ¢ eselradio de convergencia de
o "

> a, (z-a)

FIE

Motese que ¢ B (a), yque U B (a) si U es abierta.
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Teorema 1.2 O (Q) U A (D).

Demostracion Enefecto, si « (. existen una vecindad chierta v de
a yuna serie de Taylor

\ \ N
i ‘-1’;) ¥ {l”{:—f.r,l
LU ]

la cual converge uniformemente a / en compactos de V. Esto implica
que la restriccionde / a v estaen (V) Como esto vale para cual -

quier ae ). f« Q). Estodemuestra el teorema

Sean /:Q » . ¢ -analitica, « Q. Vv una vecindad abierta de « en

1.y
i
Yy (=) X d lz=a)
M= i

una serie de Taylor la cual converge a ¢ en compactos de V. Entonces,

(k) S ., -k
[ (=) 3 fe a, (2=a)
=k (w=k)!

para todo 2 - V. Se deduce entonces que

(k)
o tal k' oa

0 sed
ap iy f fat)

Por lo tanto :
"Teorema 13 Si /A, (Q) v a- @ existeuna veendad v de « on

0 tal cue
\, ! {4l 1
flz) h F'-’ (et} (= -t {1 <)
/

~

" i
para todo =z -t 51 Vv es olra vecindad de e ¥ Ya, =) €5 ol

o

serie de Tavlor, la cual converge a [ ¢n vV, nccesarramente
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I (1)

a = AR

wo !
v nodemos tomar v =v ;o dicho de otra manera, umbas series conver-
gen en v U V. La serie (1 4) es entonces la unica convergente a f en

la vecindad de  «.

Nota. Veremos inmediatamente que si f« A (1) y a Q. / admite un
desarrollo en serie de Taylor, necesariamente dado por (1.4), en B,(a),po-

ra todo r>0 talque 0. r<d - dia, Q) - u;f” lz=al .
Zr o X

Teorema 1. 4 (Taylor). Si /- (€ (Q). necesariamente [ A (). Fs de-

cir, A =0 @ . Si 7« &@) y a0 laserie

~ 7]
y ,f 1 a) (z-a) (1.5)

N0
converse a 4 en toda hola B (o) — Q. v la convergencia cs uniforme
cn Botalst B_a) _ 8. Enparticular, si d=d(a. Q). la serie con-
verqe a ¢ en compactos de B o)
Demostracion Todo se reduce a demostrar que (1 5) converge simplemen-
tea / en todo bola B (a) tal que B (a) €. Las otras afirmacionesre-
sultan inmediatamente de los propiedades generales de las 1-series. Sea

H’_(rrl y seaq

S, (a) -4 gl i i=u P e
4 ;
—ntonces, 3 («¢) _ Q. y la serie
‘H

™~
¥ ey
H- 0 ! =a

converge uniformemente en S _(a) . por ser
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sill In=a < |
It.S r(a)' l-a

Esto implica que

v I LI rill - (z--aj"
w0 cJal (I_La)
- @ri) 2 JI(n) (@) (z -af
J- 0 U
Por otro porte,
Ly ™ Qg2 oz
-z (t-a)-(z--a) 1-a | _~a t-:a n oo 1 -/
1.
por ser
Slip 1Z_...{~
IcS,.(a) ‘I-a
Como

@TTi)  fez) I 1(1) dt 2 [ JI~) @r-n dt

c,.(a)l-z u=g¢ fr. (@ I1-a 1..¢/

se deduce que

-1(2)
10 cuol completo 10 demostracién

El teoremo de Taylor marco otra diferencio fundamental entre las fun-
ciones (-derivobles y las ll~-derivables. Una funcién t:\2 "< en N

no necesoriomente admite un desarrollo

1(x) 2: I /() -(//1 (16)

us>e I
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en 10 vecindad de ao N ,oun cuon do las M -deri vadas /l)hJ exi stan

en todo punta xt« I y para todo u E IN.
Nota. Es conveniente advertir  de nuevo que si | E 1i (0), a En y Ut :J3(a),
U obierto , no necesariamente exi ste un desarrollo de Taylor de | en po-

tencias de (z-a) el cual sea volido en todo U. Esto es cierto siy s610
siuS; B, (@, donde + es el radio de convergencia de 10 serie
n
Lite . 1@ ¢ -a

Los teoremas  siguientes son corccteri  sti cos del comportamiento de las fun-

ciones hol omor ios. En todos ellos interviene de manera decisivala C-ana-

liticidad de tales funciones, y tales teoremas fueron descubiertos en un
principio dentro del rmreo de las funciones C-analiticas.

Defin icie5n 7,3 Sea U un conjunto abierto de C. Un subconjunto Ao N
se dice un conjunto  de unicidad de D, si, para toda pcreja l.e de fun-

ciones en I, el hecho de que fg coincidon en A, implica que i.e coin-

ciden en .

Lo anterior es clarornente equivalente a decir que si If. (@@ Y [tzt:

0 para todo =z f A, entonces [tzz =0 para todo ZEN

Teorema 1,5. (Principio de 10 Prolongacién onolitica) Si D es con.exn,to-

do SlI"(onj,-to A de N, el Cwl tenga Im punta de acutl'l'dacion  ert D,
es ‘'m conjlflto de ullicidud de O. En particglar, si AS, D es abierto

Yy A= ¢ entOYices A € wi subconjunto  de unicidad de .

Demostracion. Cornenzorero s pOI' demostrar 10 ultima  ofirmccion. Sea en-
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tonces A _ (), abiertoy no vacio. Sea /- (' (Q) y supongamos que
flz) = 0 para todo =z =4 Este implica evidentemente que _r(“{:i =0

para todo k£ N ytodo : A Sea
Ep=lzeQ | ™z =0 |
y sea

Es claro que £, es cerrado en @, pues /%) es continua Por lo tanto

I es cerrado. Ademds r v . pues A F Seaohora 5 . En una

vecindad abierta vV de A, V(). / tiene un desarrollo de Taylor

= "
ftzd = ¥ L 0y )’ | 2w
N M
Como b« k. necesariamente /(z) = 0 paratodo =« V .y como V es
abierta, /™*)(z) - 0 para todo -V y todo 4 IN  Porlotanto v .

Se deduce entonces que E esabiertoen ) y,como (1 es conexo, k=,
Esto demuestra el teorema en el caso de que A sea abierto. Supongamos
ahora A arbitrario con un punto de acumulacion « « Q. Entonces

[ ®a) = 0 para todo 4 <IN . Esto es claro si k=0, pues siendo « un

punto de acumulacion de A . debe existir }a, | A (a, #a, ¥4 si

m#n) tal que a, - a. y entonces

[(a) = Iim f(ﬁ”F =9

N osoc

Venmos que f{“m.’ =0 para k-1 Como «- (1. existe una vecindad

abierta ¢ de a4 en . en lo cual

n=pn nl
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para todo z ¢ U. Supongamos por induccibn que /k)(a) ~0 para k< m.

Entonces
1(2)
Sea lanl~ A all jam si E an'=a para todo 11, y la~I~ u, En-
tonces
0
de locuo | :
)
~_ /m)(a)
M=
6.hora bien, como la sen e
converge en q. define 0111 una funcién holomorfa ¢ C m.
a(3) 2 1 101)@) @ _a)l-17l Loz o W
nemvl !

Es cloro que gt«) 0 y que

Por 10 tanto,

f::sto dernuestro aue @) - 0 para todo i (IN. Pera entonces I(z)~,0
para todo z ¢ U y,como U es un conjunto de unicidad de D, [iz) ™ O

pc.a todo z . I. Esto demuestra el teor ernu.

Coro! ario. Si !l es conexo, I~ (0) es un anillo entero conmutativo

can elernen to unidad para los leyes de composiciébn
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r+a1 @ » I(7) + g(z)

Go) 7)- (2 n(z) .

Demostracion. Que C (0.) es un onilo conrnutrrivo con elemento unidad

es evidente (el elemento unidad es 10 luncioo

Itz) =

para todo z til) . Veornos que no hay en t' (0) divisores de U. Supon-

gcno s que ts=0 Si /i o Y s
A-lz [tzy= ) L

N" <N - n es abierto Y no vccio. 6hora, para z . \I
[tz)n - 0 . Izl 0.

Por 10 tanto  g(z) 0. Como O' es un conjunto de unicidod de O. I(2)

0 para todo z « O. EI corolari o est6 demostrado.
Nota. Si N no es conexo, C (\2) tiene obviomen re divisores de cer o.
Corolario 2 Sean fLO' obiertos conexos tales que O N n'. <. Sea

run oot m i)

tt. c~) (-gg ion O

Si sobre ¢t © . C (0") se considero 10 estructura de (-espacio produc-

to, Y si
N CUuuU\l) , 0y ¢ \O)

es 10 aplicacién
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L. y Ik son C-lineales, Yy 10 suce sion

es exacta.
Demostrucion. Trivia l.

Nota. Verernos mas adelante quesi A~ 0 ,0 conexo, A es de unici-
dad si Y solo si A tiene un punto de ccurnuloc ion en fl.  Es decir, 51
A ~ 0 vy ningun punio de ocurnulcc ion de A pertenece a 0, osi A no

tiene puntos de ocumulccion, existe E: @) ., Il o tal que Il A = 0.

Si A es finito, esto es evidente. Bcstoro tomar
[t z) = (z-a)) (z-ap) v (z-al'ly z EO,

a, I. Si A no es finito, el problema es un

supuesto que A = !a n

;
poco mas delicodo, y depende de 10 teorio de hoces o de 10 teorio de los

productos infinitos. Sobre esto volveremos mas odelonte.

Teorema 16 Sea n ~IN. N conexo. Slpongase que A no tiene puntos
de (wlPwlac ion en ©. Entonces
00 A cs 'm ~llbespacio discreto de U. Ademas, A es cerrado en O.

h) A esa 10 «lis ewerable

llemostracion Inrnedioto.

Teorema 1.7 Sea it CCJQ). a dl. 0 conero.SJpongase  que i@-o,

pero g~e Il u Enton ces,eristen .- 0 Y S ¢ (1) ftales ille

liz) ~ (z-a " 9(2). gray =0

para todo z ¢ N. Ademas, S esta uniuocamente detenninada ~ por |,
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y exisle  11~'lauecindad t de (en v owi (e

d)y i O
Jara todo oz . U
Demostraciono Sea (@ una vecindad de a en \i tal que [tz) !- 0 para
todo z cU. . j a Tal vecindad existe, pues rl(O) no puede tener
puntos de acumulacién en N . Aderno s, II puede suponerse 10 su li ci en te-
mente pequeno para que admita en t el desorrol lo
[iz)
Ahora bien, si 111)@ - 0 para todo IS . i seriu iden ticornente nu-

10 en N, controio a 10 hipo tesis, Por 10 tanto, debe existr A" 0 tal

que 1)@ io ~ea
Uow il |/1| i(/J)(a) 7 0 | .

Como f(a) ™ 0.1/>0. Como en t

es claro que

donde
@ Q::: 1 W) @ (z-a) U-m
nvm I/l

es holomorfa en U. Como fez) 70 para z ,.t.. z V'a es claro que g@)

fo para z ¢ U, z i a Como cderncs

g@ - 1(11)(a)
m!
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necesariamente ¢(«) + ¢  Por lo tanto g(z) # 0 para todo z « v. Defi-
namos ahora

glz) - ”:J

(z—a)”

para : ¢ U. Entonces es claro que g . ©(Q) satisfoce las condiciones
del enunciado. Finalmente, como € -1a! es un conjunto de unicidad de

Q . esclaro que g es unica. Esto demuestra la proposicién.

Corolario. Sea (1 conexo, /+ O (). Entonces, si- f""fﬂl—laf, ik

) J\.l' "2 ’\‘u
f(z) = (z-a;) (z-a;,} cosfz-a,) hiz)

donde A, -V . Ap-0.h e O(Q), h(z) 70 paratodo z ¢ Q.
Nota Si O es congxo, « « Q .y f-0(Q)., [f¥ 0, fla) = 0, entonces

f(z) r:-«)ﬁg(:} .op -0,

con g¢(z) 70 en una vecindad de «. El menor valor de p que satisface
la anterior condicion se denomina el orden del cero que f tiene en «
Es costumbre escribir  p ¢ (.a) . Esclaro que ¢(/.a) = 0 siy sélo

si #ta) 70 Asuvez,si /"Mia) 0 paratodo k - IN . escribiremos
C{f a) = 4 =

Teorema 18 (Teorema de lu aplicacién obierta). Sea /- Q) y no

constante  Si ) es conexo, para todo abierto v de Q. f(v) es

»
¢

abierto en ¢« . Es decir, j:Q » ¢ es abierta.

Demosiracion Es suficiente demostrar que, para todo « -t/ . () es

una vecindad de f(«) en « . Sea w - f(a). Como / no es constanie
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y Q esconexo, debe existir - 0 talque B (a)_ U y /(=) - u para

todo =z« B.(a), z 7a (sino, « seriaun punto de acumulacién de .\
/™M) . el cual seria un conjunto de unicidad de () 1. Sea
$ iy f f(z) -w |, 8.(a) t =| |z=-a F |
zeSc(aq)

s ) ;
=nfonces & - 0 (pues S (a) es compacto). Podemos suponer que Bg(a)

5 [1U). Seaentonces b« Bgs(u) tal que b ¢ /(t). La funcion

) ; &1

glz) = -— S
fiz)~h
y por las estimativas de Cauchy
B | e(a) sp | g(z) | st f 1 sp - .
flal-h 285 (a) 28 (a)lfezi-bl ~ $ () flz)-nl - bh-u
" &

T oo b=fla) |

Esto demuestra que
20bf(w)l -6

y por lo tanto b -f(a) ¢ Bg »(w). Hemos demostradc entonces que

Bs(uw) NCJU) . CBg (),

y de ésto
Bg y(w) . f(U) U CBglw).

Como % B it
5 Z(UJ ne« ?‘_J(" o

Se deduce que
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Hﬁ’j{”} C ..,

y el teorema esta demostrado.

Nota En particular, 7(Q) es abierto en ¢  El onterior teorema es ob-
viamente falso para las funciones & -derivables de 2 en 1R . Tomese

por ejemplo

f(x) 1
0 ; |-x |

I
—

Enfonces, fR) =[6. L1,
2

Teorema 19 (Principio del Méximo). Sea @ un abierto conexo de ¢,

y sean [~ ¢ {Q),no constante, v

\ snr tiz) .

Entonces /(=) M pvparatodo z - Q.

Demostracion. La afirmacion es obvia si M = + ~ . Supongamos entonces
M <+ oy SO L By (0). Es claro que /(1) C U= By (0) . pero co-

mo /(0] es abierto, también f(Q) ¢ v Esto demuestra el teorema.

Corolario 1 Sea ! un abierto conexo y acotado de ¢ y sea je ( (Q),

la cual es continua sobre Q, tal que
| f(a) | = sup | f(z)]|.
A Q 3 i

Entonces, si / no es constante, a < F ()~ Q-Q. Por lo tanto

f fle . (1.6)
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Demostracion. N6tese en primer lugar que v existe, pues O es compac-
I | (z) |( a) |

para todo ZEn. Por 10 tonto, " ",(0). Como

@ 1= 1111%(Q) il
el corolario  est6 dernostrodo.
Coro/ario 2. Sean N un abierta conexo de c. Il C (0). Si existe
a EO tal que 12 IS n@ | para todo =z tn, entonces / es cons-
tante.
Coro/ario ‘L Sea N un abierto conexo de C, Enton ces, para todo con-
junto compacta K 12,
para todo |+« I) (0). Si

o

Yy a e K ,entonces / es con stante.
Nota. La relaci6n (1.6) del corolorioc les falso si N no es ocotado.
Ejemp/o 1.L Sea

n=!(x.y) | xy)EIR-. 2 |y | < g

z

Esf6cilverque 1;,(12)=1(\,,\)1 y~ /2 . )eo [i z) ee .En-

tonces

[x
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y par 10 tanto
e, (m

Es foci | ver, sin embargo, que

il | le |~ X E y~
X(X) oc +

y por [0 tanto que

2. Familias Normafes

El siguiente teorema es un resultado fundamental del ondli sis complejo.

Definimos primero

Definicion 21. Sea H ;; em, =r Una familia T ~K se dice

.
110rma | en H si sati sface una de las dos condiciones siguientes : (1) De
toda sucesibn 11 - ~I se puede extraer una subsucesién linkl ~ 11, 1
10 cual converge hacia le J uniformemente en compactos de Q. (2)
Si lin | es una sucesibn en 1 tal que lim sup lin @ | =+ « para

17 -+ co

un punta a [l . entonces il sup I[tx) | = ~ o para todo x En.

1--+0.J

Teorema 2. L (Mantel). Sea 1 ~ () (0) Y suporlgase  qtle para todo com-

pacta Ken  existt ‘llla COrlstante mk-> O tal qle
p 11 s wmk (2.1)
It K

Enfonces ~f es normal en  tyen)  Clurumente  bajo las hipotesis

del teorema, la condicion  de normalidad  (2) no puede darse. Par otra par-
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re, la condiei6”  (2.1) es cqlivalente  (jla siguienle: existt'  ay> 0
tal e I/l « - m« para toda /[ « 1" : es decir, ~fes 'ma jami -
lia 'mij'orllletnellte acotada en compuctos  O,Si"lple,'cnle, acotada  para
la topologia ~ +.  ‘“ibtese tambiin  C;'u la condieibn  de normalidad (1)
es eg~ivalente  a la afirmacién  de Wle ~f es relativamente compana

g em, RrRwm, -

Demostracion del teorema 2.1. En efecto, si :f es uniformemente  aco-
tada en compactos, demostrare.mos que 1" es continua. Para ver esto
sea a E Q. Entonces, porn todo z cU, U es una vecindad convexa de

a. ytoda I+ 1I',
lizy - l@ = I I'gy dt,
p

donde o - [azl. Se tiene entonces (p = Iip),
i|iZ) - |ra) [~ sui 1 1@ [ o
Up p
0 sea, .
[l - I(a IS sup 11" Ilz-al,
| Ep
Y esto, para toda | c ~f. Pero, si suponemos que U= Br () y 'lue
H, (@ ~ Q, tomando 5> r tal que B/a) ::Q ,
v < ) |J~1-Ll ° o
- m i11-t| |T-S| s

donde ™s'> 0 'es tol que

sup | Liz) 1S mg
|z-a\=s'

para toda | E!' . Sidamos E" 0 Y tomamos

279



0.8

min | - M's ..

se tiene entonces
f(z) - fla) | s ¢

para todo /- 't ytodo = tal que | z-a| < 5. lo cual prueba la equicon-
tinvidad de ¢ . Por otra parte, es claro que para todo = 2 existe

M, -0 tal que
sup fi=)| < M
™% ?

Las condiciones del teorema de Ascoli-Arzeld estdn entonces dadas. Es-

to demuestra el teorema.

Ejercicios
1. Demuestre que las siguientes series tienen radio de convergencia 1 :

~ Tw b

LN M N\ z » z
W ¥

n=o =l g1 2

Demuestre que la primera diverge en todo punto de §,(0) = 1z | |z| - 1§

que la segunda converge en §,;(0) -1 1],y que la tercera converge en

\I””

2. Demuestre que > :” no converge uniformemente en B ;(0) .
" i

o~
: . -1 ! ¢ 1 ,
3. Demuestre que la serie 2‘; %’i—?j;— 2" converge uniformemente en
n= n i
. Fn’

B,(0), mientras que la serie derivada EI Z’-}- no converge unifor -
N

memente en B .'”” Z

P 1 . ’ ) i
4 Si > a,(z-a) hene radio de convergencia p 0 . cual es el ra -

LU
dio de convergencia de las series
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~

< 2n ;‘“ " i 5 I

~ d,(z-a) <~ dz,lz-a) > a,” (z-ua) ?
=6 n=y T n=o

5. Cual es el desarrollo de Taylor, en la vecindad de « 0 de f(=) F

Cual es su radio de convergencia ? Cudl el desarrollo de Taylor de

flz) (1+z) ., w0 n o= IN

alrededor de z =07 Cudl es su radio de convergencia ? Cual el desa -

rrollo de

flz) = (1 4 zJH . VE ! w0l W ¥4
en la vecindad de = -0

6. Sea f: IR . IR definida por
s a I -

; A G

f(x) e I-1% x| |

f(x) 0 , el i

Sea g: R . IR definido por (/" denota a la IR -derivada de orden »
de f):

i 2
o= Ly o)

woo o n'

Qué es g7 Calcule A - tx|glx) - fix) |, Qué se puede decir del
desarrollo de Taylor de una funcién 7:Q + IR . () abiertoen R, lo

cual admita IR -derivadas de cualquier orden ?

7. Una funcién f: Q » ¢ . () abiertoen ¢ 6 IR . se dice IR-analitica
(analitica real), si para todo punto @ = ) existen una vecindad abier -

ta U de a= fa; . a,) en O yuna serie de potencias
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si

10 cual converge a | en todo punta k e U. Demuestre que 10 serie
Su(x,y) converge uniforme y absolutamente en todo compacta k de u.

Demuestre que si N ~ R .

/ (k) x) Tf _}1i an (x -a) n-k ,| (

n=k  (n-kJ!

n)(a) n i1 an

para todo x e U Y que 10 convergencia es uniforme en compactos de U.
Demuestre cdernos que 10 serie L on (z_a/I converge a | en (a-d, a;
d), donde d= dta, en), vy que 10 convergencia es absoluta y unifor-

me en compactos de dicho conjunto. Sea A ~ N . Demuestre que si A

tiene un punto de acumulacibn en N, que si [l a=0, Y que si N es
conexo, |I' 0 en N. Suponga que I: N =17 . Que se puede decir de
los av Es | una aplicacién abierta de 1 en IR cuondo / no es

constante? Vale el principio del maximo? Que acerca del teorema de

Montel ? Demuestre que si |: 1 ~ C es IR-analitica, Q abierto en
I? « existen un chierto O' de C y uno funcién C-analitca |. Q s C,
tales que
8. Sea | C 3y y supéngase que
Ix) E 1I?

para todo x e ¢ 1?2, 1?). Demuestre que los coeficientes de Taylor de |

en a:0 son todos reales y que

liz). [Iz) ZEBR(O).
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10.

1

12,

13,

Concluya que si = < By(0) y f(z) = 0. también f(z) -0 Si ademas

flix} € iR para todo ~¢(-R,R) . demuestre que
fl=z)= = f(z)

para todo 2z ¢ B ,(0)

.Sean fe QO (M., a<Q, R0 tales que

o0
. = g H -
fz) & a,(z-a) , zcBpla),

Demuestre que para todo 0 < + < R,

2 i 2 e
" 3 X
[ | fla+re ')] | A€ = > a, | r

1

3

Sea [« (Q (C) y suponga jue existen M -0, A - 0. tales que

A
| flz) | < M(T+ |z| )

para todo z « €. Demuestre que / es un polinomio de grado » ~[Al-

mayor numero natural < |
Sea fe &) Demuestre que si |/ I entonces [ es constante.

Sea /< O (¢) . Demuesire que si Ref es constante, / es constante
Que si Im/es constante, / es consiante. Que si Ref< 1, | es
constante. Que si Im/- 0,/ es constante. Si Iw/(z) 0 para todo
z¢ ¢, [ es constante, Si Rej(z) #0 paratodo z: ¢ . [ escons-

tante.

Sea O un abierto conexo de ¢ y sea ac . Suponga que existe

>0 con B.(a)C (), ytalqueso p=c.la) entonces
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[ _,f_fz_}_ d

p (z _ﬁ.}H

=4 noo IN .
Demuestre que /(z) = 0 para todo z« Q.

Sea O un abierto conexode ¢ .Sea /. (), j70, Z=1z|f(z) Ol
(i) Demuestre que 7 no tiene puntos de acumulacion en Q .
(ii) Si Kk es un subconjunto compactode @ . KNZ es finito.

(iii) Z es a lo mas enumerable.

Sea f: R » R definida por
1

2
flx) = e 1% . x| < 1,

fx) - 0 : x| > 1.

(1)
.r‘ {

Demuestre que para todo » IN y todo xR . v existe. De-

muestre que / no puede ser IR-analitica.

Sea ©-B,;(0) .y suponga que f.g = O (U) yque f(z) 70, g(z) /0

para todo =z« U. Demuestre que si

-f-nfl'..-"u.i = & {1/ n)
/ £

entonces existe una constante ¢« ¢ tal que

b
]

para » 1.

f(z) cpe(z)

para todo z - U

Supéngase que [+ O (U'), U~ By(0), esta dada por
R P

= "
Tk = X TaLE" z e U



18.

19.

20.

SEU n k‘
§ (z 3
ntE =) “k =
Si 0<r R. ysi z,| < r. demuestre que
: , [ f il Wyl
S, (z,) 2-" | -;”*)-, pE_C oy N
il p 2” ¥ & = Zu

donde p- ¢, (0) .
Sea /- C (D). 0< Q. y supéngase que B,(0) ¢ Q,

Demuestre que

2 I I-zza
(1 =z, ) flz) = = | f(z) dz
w1 -
(7] f
donde , ¢ ,(0). Concluya que
o 27 e
2 (
(1=lz " | fz. )1 < -4 '™ a0 .

]

Sea f.g - C (), y supéngase que 0¢Q . BR!{(J}_ 0. By (0)_Q.

Sea p ‘w,(0). ¥ supongase que

o o
n L
f(z) > 5 Z glz) S b” z
n 7] n=ia
la primera para z B, (0). la segunda para z - B, [(0) Demuestre
que |
! /(=) £ s L
= - et _;"J dz > a, b, z
<7 P z = "o

para |z | < R; R,
Sea j¢ Q). Bajo que condiciones puede / tener un minimo

localen O ?.
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21.

22.

23.

24.

25.

286

Sea 0 un abierto conexo Yy acotado de C. Sea I!1/1~ e(O). tal que

Win (.t(O) para todo 121.  Supongase que IlI' le crf2).  unifor-
memen te en 1, (0O) , puntua Imen te en O, Dernuestre  que I ~I wuni-
formemente en compactos de O y que | I"(n) .

Supongo se que O es un conjunto abierto, conexo Yy ccotcdo, que

E 0w), vy que

lim  sup.! 1(7,) < W

tt-vco

para toda suces ion z7 til, zn' z e F/O)~. Demuestre que

sup lIz)! < M

z (N
Sea N un cbieto conexo de C. 1) H, (@ - N. Supongose que |
es no constante Y que ,; es constante en Ir(lJ). "Yemuestre que

| se anulo en al menos un punta de f. Demuestre oderno s que exis-

[0}
te Zo ¢ I3 tal que

n
A [tz +(z-z )
| o o

n>

es analftica en una vecindod de zo'

Sea Il ¢ o (O) 10 cuo | converge hocia I O ., C en todo punto z cO,

Demuestre gue exi ste un subconjunto obierto W~ 0, denso en O,

tal que Il: tl (0"). (Indicacion: use el teorema de Baire para demos-
trar que si - - Slpi INl. para tada bola B~ O. existe B~ B tal
que i B es ocotado en 13).

sea |. ti(n), Demueste que 1/ ™ ae(I) y 12'" Img!!) son JR-ana-



liticas.

Sea |. Q -, IN. ormonico. Demuestre que / es I/(-analitica.
Sea /: N C ormonicc. Demuestre que | es IR-anolltico.

Sea la) wuna sucesion de nurneros reales. Se define el limite infe-

rior de aw par

lim in] an - siy in] ak
1/ -e co i IN k,> i

Sea oo < a< ., ov Demuestre que

a= lim »t «;
1 oo

sl y solo si exi ste una subsuce sion an de a/ tal que

lim
K oes

Yy que rungqun b< a curnplo esto condicion. Supongo ohara que (/ «t«.

Demuestre que a= lim in]an si y solo si

11 00

(i) Para todo EpO existe neIN tal que am> a- E para todo
m> -
(i) Para todo e>0 Yy todo nelIN existe > tal que
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