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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
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JAI RO A. CH ARR IS

CAPITULO X

CONVERGENCIA COMPACTA EN C (0, IRn) y ti(O)

1. Convergencia compacta en C(n, IRn). '::n este numero n sera un es-

pacio topoloqico localmente cornpacto. Por C(H, IRn) entenderemos el IR-es-

pacio de las func iones continuas j : n .... IR, Si K es un subconjunto com-
11

pacto de n definimos

II / II = sup. II / i x} II, x E C en , IR n) •
K x EK

Es inmediatoque si lex) = 0 para todo x , II/II = o . Ademas
K

11/+gIIKS II/11K + Ilg 11K

IIA/11 = lAlli/II, AEIR,K K

Sinembargo II/IIK=O noimplica /=0. Por esta razon JIII
K

noesuna

normasobre C(H,IRn). Diremosque II 11
K

esuna semi-nonna.
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Cuando K recorre la clase de todos los conjuntos compactos de n, las

sem inormas II IIK permiten definir una topologia T C sobre c m, IRn): I a

topologia de la convergencia compacta. Para definir tal topologia procederemos

de la manera siguiente :

Primero: Si / E C( n, IR ), E> 0 Y K es un compacta de n, defini-
11

mos :

EI conjunto UK, E ( /) se denominara fa pseudo- bola abierta de base K, ra -

dio E, Y centro t . Luego diremos que un subconjunto V de C (n, IRn) es

una vecindad de i . si v contiene alguna pseudo - bola de centro en l . Es

decir, si existen un compacta K ~ n, y E > 0, tales que :

Notaremos .~ (f) al conjunto de todas las vecindades de / anteriormente de-

finidas. EI conjunto ~ (f) tiene las siguientes propiedades, cuya demostraciOn

es inmediata

(VI> Si U E~ (f) Y v.2 U entonces V E- ~ (f) .

(VII) / E- V para todo V E ~ (f).

(VIII> Si U,VE-~(f}·tambien un V~~{f).

<IX) Si U ~ ~ (/), existe W ~ ~ (/) tal que si g E W ,

U E ~ (g) •

(Basta, en (IX), tamar W = UK. E (/) fa cual este contenida en U, Y compro-

barquesi gEUK,E(/) y O=E- 11/-gII
K

, entonces UK,o(g)~UK,E(/»'

Definimos ahora fa topologia T C como la clase de todos los subconjuntos

uSc r n , ~n) tales que U ~ ~ (/) para toda / E- U.
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T eorema 1. t. El conjunto rc tiene las siguientes propiedades :
(1) Toda union de elementos de TC esta de nuevo en tc
(2) Toda interseccion finita de elementos de r c es un elemetlto de T c .

(3) ¢ yew, Rn) pertenecen a TC'

(4) Si K es un compacta de Q, E> 0, Y / E C W. IRn) .

UK. E (/) ETC .

(5) Para que U cste en j3 (/) es necesario y suficiente que exista

v E r C tal que / E V Y V E U .

Demostracion. Inmediata.

Del teorema anterior se deduce inmediatamente que TeeS, en efecto, una topo-

loqi a sobre C (Q , IRn). y que j3 (f) es el conjunto de Ias veci ndades de

/ para tal topoloqia .

Definicion U. Una suce sion ! K ! de compactos de Q se dice exhaustivan

si :

(a) U K = Q.
n= I n

o
Kn S; Kn+1 para todo n EN.

Un espacio topolcqico local mente compacta se dice enumerable al infinito si

admite una suce sion exhaustiva de compactos. Eisiguiente resultado elemen -

tal es bien conocido :

T eorema 1.2. Todo abierto de IRm es enumerable al infinito.

T enemos ahora :

Teorema U. Sea Q localmente compacto, enumerable al infinito. Si I Krt !

es una sucesion exhal,lsiiva de compactos de n, y si r es la topologia so-
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bre C (n) definida como antes, pero usando s610 las seminormas

II / [IK
1'1

Sup II lex) II '
x E Kn

entonces r ' = "c :

Demostracion: Claramente es suficiente demostrar que si s:(j) es el conjun-

to de todos los v ~ C (0, TRn) tales que V) "« (/) para alqun 11 y
n,E:

alqun E > 0, entonces ~'(f) = ~(j). Ahara, es claro que ~'(/)~ ~(f) .

Para demostrar la inclusion reciproc a, basta demostrar que si K es en compacta

de 0 y E> 0, existen 1'1 y 0> 0 tales que "« E(j) 2. "« (/). Pe-
, 11,0

ro si K es compacta, exi ste obvi amente 1'1 E IN tal que K C K . De e sto ,
- 1'1

Sup II/(x) II ~ sup il/(x) II, y basta tamar E= 0 para tener l a afirma-
xE,K xE 1<1'1
cion. Esto demuestra el teorerna.

Teoremza 1A. Sea 0 loealmente compacto, eYl'lmerable ai infinito. La topologfa

r C es metrizable. En otros termirros, existe una metrica d sobre C(O,TRn),

tai ~ue si r d es su topologfa corresporrdiente ,

Demostracion. Sea d definida sobre C (0, lRn) par:

d(/,g) = L
k=l

1 11/- g Ii K'1---- ~-------------
z " l+II/-dlkn

donde ! Kn I escualquier suc esion exhaustiva de compactos de O. Es ob-

vioque d es una metric a sobre C(O,lRn), Escribamos Ilf-glin en lu-

garde 11/-gIIK ' y BE(f) para denotaralabolaabierta de radio E>O
1'1

y centro " G BE{f) para la topologia rd' Para demostrar la coincidencia de

TC y rd es obviamente suficiente demostrar, para / E C(O, TR), que:
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(a) Si E> 0, existen un compacta K de n y 8> 0 tales que

UK,8 (f) ~ BE ( f) •

(b) Si K es un compacta de n y E> 0, existe 8 > 0 tal que:

Dernostremo s primero (b). Sean 0 < E < 1 Y 11 10 suficientemente grande para

que K S KlI• Sea gEe (n, ~m) tal que II f-gll < E. Entoncesn

-~ II f- g Ii <
2 n

II l :g lin-------------1+llf-glln
n

< 2 d(f,g).

Si tomarnos 0 = E/2n+1 se tiene inmediatamente que B8 (f) S "«. E(j). Es-

to demuestra (b) •

Demostremos (a): Sea E> o . Evidentemente exi ste n tal que

l
mr n

II f- s 11m < E/2
00

1 + 11 f-gllm

paratoda g~c(n,IRrl)' Estoporser Ilf-gil II II
Jlf-gllm, 771(1+ fog 771

otraparte,porser ---"----------< Ilf-gil ' se tiene
1 + I i f- g 11m 771

< 1. Por

': 1 II l :s 11m 11 1 I n 11 ---- -------------< l --I f-gll < (l --) Ilf-gil ~llf-gl~·
771=1 2m 1 + 11 f-dlm 771=1 z» m 771=12771. n

Se deduce que
d (f. g) < IIf - g II11 + E/2

y de esto que
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Esto demuestra (a) y completa la demostracion del teorema.

Corolario. Para que un subconjunto j= de C (n ,IRn) sea cerrado para TC'

es necesario y suficiente que se cumpla la condition siguiente : si I In I es una

suceslon de funciones en j=, y si In'" I para T C' entonces IE j=

Demostracion. En efecto, esta es la condlclon necesaria y suficiente para que un

conjunto sea cerrado en uri espacio metrl co.

Nota. Evidentemente,decir que una suceslon I I, I de funciones en c(n, IR }n n

converge haci a I E C (n, IRn) para TeeS equival ente a deci r que In ... I

uniformemente en compactos de n; 0 10 que es 10 mismo, que

para todo K S n, K compacto .

Definicion 1.2. Sea n localmente compacto, enumerable al infinite. Una suce-

slon de funciones I In I en C (n, IRn) se dice una suceslon de Cauchy para

T c. si para todo compacta K de n

Nota. En verdad no es costumbre hablar de sucesiones de Cauchy para una tope-

loqia. EI teorema siguiente [ustiflca, sin embargo, esta terminoloqia.

T eorema 1.5. Para que una sucesicn I In I de C m, IRn} sea de Cauchy pa-

ra TC' es necesario y suficiente que para toda I Kn I ,sucesion exhaustiva

de compactos de n, I In I sea una suc esicn de Cauchy para la metr ica

II log II «,----------------
1 +ll/ogllKn
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Demostracion. Sea E> 0 Y sea n 10 suficientemente grande para que

~ ( 1 il/-gllm - E...., ----. --_.----------) < E. ntonces d(1 g) < III- s 11 + E
m>n 2m 1 + 11/-g11m • -n'

Si lip I es una sucesion de Cauchy para rc- lim d(lp,l) $. E+ lim li/p-
o r.« -000 q p,q-ooo

fq:1 = E. Como E es arbitrario, lim d(lp.l) = o , y lip I es una su-
n ~q-ooo q

cesion de Cauchy para d. Reciprocamente

11 f - I lin____ '-P... ~ < 2 n d (I
p

. I q) .

l+ll/p-lqlln

Por 10 tanto, si I Ip I es de Cauchy para d.

lim
p, q -000

o .

Esto i mpli ca que lim i I Ip -I II n = 0 y completa la demo stracion .r.« -000 q

Teorema 1.6. Sea n loealmente com::>aeto, enumerable al infinito. Entonces el

espacio c (n , JRn ies completo para la topologfa de la convergencia compac-

ta. Es decir, si I In I es ilna sucesion de Cauchy !Jara rc' existe I en

c( n , JRn) tal que In -01 en compaetos.

La demo stracion resu Itara inmedi atamente de los dos lema 5 sigui entes

Lema 1.1. Si I In I es una suce sion en c( n, JRn) y In -01 en compactos,

entonces I<;C(n,JRn).

D'emostracion. Sea K una vecindad compacta de a En. Para x E-K •

111(a) ·I(x) II $. t11(a) -Ik(a) II + Illk(x) -I(a) II + IIlk(a) -Ik(x) II

I Ik (a) - Ik ix) II •
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Si E> 0, para k ~ ko ,ko losuficientemente grande,

de 10 cual,

Como Ik es continua,

Lim
x-+a

Se deduce Que

Lim 11 I (a) - I(x) II = 0
x-+a

y de esto la afirrnacicn.

Lema 1.2. Sea In una sucesion de Cauchy en em, IRn) para "c : Entonces

para todo x En, I In (x) I es una suc eslon de Cauchy en IRn .. y si I: n =.lRn

esta definida pat [Lx) = lim In i x) , In -+ I en compactos.
n -+00

Demostracion. Como

y Ix I es compacto, se deduce Que

y I In (x) I es entances una sucesion de Cauchy en IRn· Sean K un compacta

de 11, E,>O,N,M>O tales que Il/n-lmII
K
< E si n~N y m~M. s:

xE K,

Por lo tanto, si n ~ N ,
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por ser

cuando m ~ M. Como x <;. K es arbitrario ,

para n ~ N. Y la afirmacion resulta de esto .

2. Convergencia compacta en (9 (n) •

Teorema 2.1. e cn) es tm c. subespacio cerrado de em, C) para rC .

Demostracion. Notese en primer lugar que una funcion i e c (n , C) es holo-

morfa en n st y solo si la restrlcclon de I a todo subconjunto abierto convexo

n' S n es holomorfa en n' Sea entonces I In I una sucesion en 0(m y
suponqase que In ....I en compactos de n. Sea n' un abierto convexo de

n. Para demostrar que I es holomorfa en n' basta demostrar que si

pES 1({l') es cerrada,

f I dz = O.
P

Pero si K = 1m p, K es compacto, Y

1
I f I dz - fin dz I.:::: Sup I I(x). In (x) I f I p" (I) I dl

p P xEK 0

de 10 cual,

o = Lim
'n ... 00

I In dz =
p

f I dz ;
P
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Esto demuestra el teorema.

Denotemos por TC a la restrlcclon a a w) de la topologia TC de em, c r .

T'C se denomina la topologfa de la convergencia compacta sobre aW), y es-

ta definida por las seminormas

Sup II I (z) II,
zE K

donde I E a (0) Y K es un subcanjunto compacta de O.

Nota. Claramente TC es la restricc ion a a W) de Td _ donde d es la me-

trica asociada a una sucesion exhaustiva de compactos de O.

Teorema 2.2. tlW) es un espacio mitrico completo. Es decir, toda sucesion

de CWlchy en e (0) para Tees convergente para dicha topologfa .

Demostracion. Como I In I es una sucesion de Cauchy en C (0, C) para T 'C-

In 4 j e c W, C) para T C. Como a W) es cerrado, I E a W) y In ....I

para T~. EI teo~ema esta demostrado.

EI siguiente teorema juqara un papel impartante en el proximo capitulo. Como ve-

remos tambien, mas adelante, implica una interesantisima coinc idencia de topolo-

gias sobre 0(0). Recordamos primero el siguiente lema, demostrado en el ca-

pitulo VI .

Lema 2.1. Sea IE tl (m. Si definimos inductivamente

/0) = I
/k) (/k-l)),

para K~1'J. /k) siempreexistey /k)Ea(O). Ademas,si aEO y

BfJa) £ 0, entonces, para todo b E BfJa).
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k!
27T i

r
I

cECa)

f{z)
--------- dz .
(z_b)k+l

T enemos entonces :

Teorema 2.3. (Weierstrass>' Sea I In I una sucesion de funciones en 0(0) ,

y supongamos que In -> I uniformemente en compactos de o. Entonces
d (k) 'f . t d r\para to 0 k E: N, In converge l.lnllOrmemente en compac os e H.

_ . (k) (k)
Demostrac;ion. Demostremos pnmero que In -> I sobre toda bola.cerrada

B,(a) tal que B,(a) S; O. Una vez hecho esto la afirmacicn resultara para to-

do compacto K S; 0, pues K puede ser recubi erto por un numero finito de ta-

les bolas, y si B 1"'" Bp recubren a K,

de 10 cual la afirmacion. Sea entonces B,(a) S; 0 , y sea s > r tal que Bs(a)

este aun contenida en O. Como B,(a) C Bs(a) , para todo bE B,(a)

In (z)
I (k) (b) = --~~- f ----T-r- dz .
n 27T i Cs(a) i z-b) +

Pero, para z E 1m C s (a), I z - b I ~ I s -, I > 0 .

Por 10 tanto,

k'----
2 7T i

1
---- Sup II (z)-j(z)1 }{27TS}.

Is-'I k+l zE:B/a) n .

o sea:

Sup I/n(k)(b)-/k)(b) ,., :s __~!S__ tl fill
k 1 «: B,(a).bE B/a) IS-TI +

Como
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tambien

y el teorema esta demostrado.

. 00

Definicion 2.1. Una serie l f de funciones en C(D IR) D abierto en
n= 1 n ' n>

IRm ' se dice convergente para T C' si la sucesion

es convergente para, Tc. Claramente se tiene, entonces, el siguiente corol ario

del anterior teorema :

Corolorio. Sea {In! una sucesion de funciones en ('J(D), y suponqase que la
00

serie l In converge uniformemente en compactos hacia IE ('J (D). Entonces,
n=l

para todo k E IN, la serie

~ f (k)
n =1 n

converge uniformemente, en compactos, hacia /k).

Tarnbien se tienen, evidentemente, los siguientes resultados:
00

Teoremo 2.4. Para que unaserie l f de funciones en c W, IRn) sea
. n=l n

convergente para Tc es necesario Y suficiente que la sucesion

sea convergente a cero para ic cuando (m, n) ....00 •

00

Teo rem 0 2.5. Sea D' abierto en c, l In una serie de funciones en ('J(D)
n=l

Entonces, si ~ f converge en compactos de D, la funcion
n ""1 n
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00

g(z) ~
n=1

t. iz)n

es holomorfa en n.

Teorema 2.6. Sea ~ In una serie de funciones en c W, IRn). la cual es con-
n=1

vergente en compactcs. Entonces, la sucesion lin I es convergente, en com-
pactos, a o .

Teo rem a 2]. Sea ~ I una serie de funciones en c W, IR) convergente en
n= 1 n 00

compactos, y sea p EO- 51 «n . Sea I '" ~ In' Entonces
n-1

00

J I dz = ~ J In dz ,
p n=1 p

Si, por otra parte, o ~ 52(n),.

00

J I dz " dz = ~ J In dz " a .
or n=1 a

3. Convergencia simple y convergencia absoluta. Convergencia abso/uta en com-

pactos.

Sean un espacio topoloqico localmente compacto, enumerable al infinito .

Definicion 3.1. Una sucesion de funciones In ~ c(n, IRn) se dice simple-

mente convergente en n, si existe una funcicn I: n ....Rn tal que

Lim In (x) = I(x) •
n ....00

para todo x (;:n •

00

Una serie ~ I se dice simplemente convergente en n
n=1 n

es convergente en n.

00

si la serle ~ In (x)
n=1
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, eorema 3.1. Si una sucesiOn 0 una serie de funciones es convergente en com -
pactos, entonces es simplemente convergente.

Demostradon. Inmediata.

Definicion 3.2. Si para todo compacto K de n

ees convergente, ~ In se dice absolutarnente convergente en compactos.

Teorema 3.2. Si una sucesion 0 una serie de funciones es absolutamente conver-
gente en compactos, entonces es absolutamente convergente.

Demostracion. Inmediata.

Teorema 3.3. Si una serie de {J.Lncioneses absolutamenteconvergente entonces

es simplemente convergente.

Nota. Notese que si I In I es una sucesicn de funciones en ern, ~n) tal

que lim I In (x) t = I(x) , no es posible concluir que exista el limite simple
n ...oc

de IIn I .

Teo rema 3.4. Si I In es absolutamente convergente en compaetos entonces

es umformemente convergente en compaetos.

Demo stradon: CI.ara .

4. EI Teorema de Liouville y el teorema fundamental del algebra.

EI lema 2.1 del NQ2 tiene una importante consecuencia.

Teorema 4.1. (Estimatlvas de Cauchy>. Sean IE (9(0) Y a En. Entonces,

para todo T > 0 tal que Br(a) ~. n ,
1 I/n)(a) I < M(r)

n l r n
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donde
M (r) = Sup II(z) I •

[z-al = r

Demostracion: En efecto ,

1 (n) 1---- I (a) = -----
n! 2rri

[I z)
f ------~-- dz
c (a) (z - a) n +

r

De esto,
1 (n) 1 1--, [I (a) I .:s Sup I I (z)l·

n, 2rr Iz-a] <r Tn

1
f d I)

o
Tn

Esto demuestra el teorerna.

T enemos entonces :

Teorema4,2, (Liouville), Si Ir;() (C) y si existe M > 0 tal que II(z)I.:sM
para todo z E: ~, entonces I es constcnte en c .

Demostracion, En efecto, para todo T >0 y todo a € e ,

I t' (a) I < M tr) < _M_
T r

Por 10 tanto,

I j'(a) I == lim I j'(a) I .:s tim
T .... 00r ....00

M = 0,
T

de 10 cual j'(a) = 0, Esto demuestra el teorema.

Como consecuencia del teorema de.Liouville es posible dar una demcstracion

del teorema fundamental del algebra. Recordarnos que por un polinomio en e se

entiende una aplicacion I: e ....e de la forma

m
[I z) = L

n =0
a Z

n
n mE:/N.

Es claro que e [z 1 c () (e), donde e [z 1 = I I : e ....e I es un pol inomio
I
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en C I, y que C (z] es un c- subespacio de () (C). Es ademas faci I de

ver (Ejercicio 8 ) que si f E c[ z] , 5610 hay dos alternativas para f: que

[I z) '" a para todo z EC , 0 queo

lim If iz) I = + oc •

I zl->+oo
En el segundo caso se dice que f tiene grado 2: 1. Se tiene entonces

Teorema 4.3. (T eorema fundamental del algebra). Si t e c [ z] tiene grado

2: 1, existe entonces a Ectal que f(a) = o.

Demostracio/l. Supongamos [I z) f. 0 para todo z E C, Y sea g i z} '" 1/[Lz) .

Como lim I f( x} I = + 00, necesari arnente g es acotada en C. Como ade-I z I ....+00
mas g E () fC), entonces s , y por 10 tanto f. son constantes. Este absur -

do demuestra el teorema.

5. E qui con tinuiclaa.

Definicion 5.1. Un subconjuntoS: s; em, IRn) se dice equicontinuo en un

punto a En si, dado E > 0, existe una vecindad V de a, tal que

Ilf(a)-f(x)ll< E

pa-a toda f C s: y todo x C V .

En otras palabras, s: es equicontinua en a sl.para todo E> 0, es posible

encontrar una vecindad V de a tal que

o 10 que es 10 mismo, que, para todo E> 0 ,
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es una vecindad de a.

Definicion 5.2. Si 5 es equicontinuo en todo punta a EO, diremos 5 es

equicontinuo en 0, 0 simplemente, que 5 es equicontinuo.

Como e (0, IRn) es, cuando 0 es enumerable al infinito, un espacio me-

trico, para que un subconjunto 5.s em ,lRn) sea relativamente compacto,es

necesario y suficiente que de toda suceston I I I c 5 se pueda extraer unan -

subsuces lon I I I tal que f ....IE e(o ,~) para "c: Sea 5 unnk nk n

subconjunto rei ativamente compacta de e (0, lR ) . Entonces, para todo a EO,n

5 (a) = ! I(a) I IE 5 I es relativamente compacta en~n' En efecto, si an =

In (a) E 5 (a) y si Ink es una subsucesion de In convergente en compactos

hacia I an es una suasucesicn de a convergente hacia a = [i a) . Por
k n

otra parte

Teorema 5; t. Si 0 es localmel1le compacto.y 5 es relativamente compacto ,

5 es eq'~icontinuo .

Demostracion. Sean a EO, E> O. Sea E' = E/3. Sea K una vecindad

compacta de a. Claramente existen 11"'" In en 5 tales que I UK, E,(lk)

k = 1 , 2, ... , n I es un recubrimiento de 5. Como cada Ik es continua en

a, existe una vecindad Vk de a tal que Ik(x) E BE.(lk(a)) si xE Vk .
n

Sea V' = fl. Vk. Si xE V', Ik(x) E BE' (fk(a)) para todo k=l,2,., .n:
k=l

Sea ahora IE 5 arbitrario. Entonces lEU K, E' (fk) para alqun k. De es-

to, 111(x)-lk(x)ll< E' paratodo xEK. Ahora,
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Por 10 tanto,

111(x) -I(a) II < 3 E' = E

si x E V = v'n K. Esto demue stra el teorema.

Reciprocamente rveanse antes los ejercicios 25 y 26) :

T eorema 5.2 . (Ascot i - Arzela ). Si 0 es 1m espacio localmente compacto, Y

si ~ es un sl~bconj'mto de c (0 '~m) tal que
I) ~ es eql.licontinuo .

2) Para todo a EO, ~ (a) es relativamente c'ompac.toen IRm (es decir,

acota do en IR m)' entonce s ~ es relati vamente compacta en c (0, IR m )

para TC .

Demostracion . Como, para todo x f 0, ~ (x) es relativamente compacto en
o

es por 10 tanto compacto en IT IR = R (T eorema de Ty-
xEO m m

IRm• IT ~ i x)
x E

chonofO . Sea entonces
....II ~ (x)

x (;;0

definida por ¢ (I) == (I(x»x EO' Evidentemente ¢ es biyectiva. Recorda-

mos ahora que para cada punto (j(x» x E 0 los coniuntos

forman urr sistema fundamental de vecindades de (I(x»x EO' Veamos que ¢

es continua cuando se da a ~ la topologla inducida por rc' Escribamos

Sea: K = I aI •••••• an I.. Evidentemente K es compacto y

-1
UK. t:;fI)S ¢ (V (I. a} •...• an' E ).
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De esto , la afirmaclon. Veamos ahora que 1> es abierta, de 10 cual, un homeomor-

fismo. Sean K un compacta de n, E> 0, IE:f. Como :f es equicontinuo I

paracada s c « existeunavecindad V (a) dea talquesi x~V(a),I,II(a)

- I(x) II < E/3 para toda IE:f. Sean "i: ... , an ~ K tales que K f V(al

U V (a2) U ... U V(an). Veamos que

En efecto, si (g(x)) n E v . II g(a) - I(a.) II < E/3 para i = 1,2, .... n,
x E ~£ Z Z

Sea ahora xEK. Se tiene que xE veal) para alqun 1 SiS n , Por 10 tan-

to, 111(x)-g(x) II S 111(x)-I(ai) 11+III(ai)-g(ai)il+llg(a/g(x)11 < E/3+ E/3+ E/3

= E • E sto demuestra que

II I-g II = Sup II [i x) - g(x) II < E ,
xE K

10 cual completa la demostracion .

Nota. Los teorema 5.1 y 5.2, as! como sus dernostraciones, no requieren ninguna

hipotesis adicional sobre n, salvo la de ser un espacio topolcqico localmen-

te te compacto. Lo mismo es cierto del siguiente corolario. Notese primero que si

:f. es compacta en C (n , IRm). :f (a) es compacto en IRm• Se tiene enton-

ces el siguiente coral ario del teorema de Ascol i :

Corolario t. Sea :f f C (n , IRm). Las proposlciones siguientes son equiva-

lentes :

1) :f es relativamente compacta (resp.: compacto) en C (n , IRm)

2) :f es equicontinuo y :f (a) es relativamente compacto (resp. : compacto )

par a to do a En.
En caso de ser n enumerable al infinito, se tiene
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Corolario 2. Si n es local mente compacto, enumerable al infinito, y s:
s c (n , I?n)' las proposiciones siguientes son equivalentes :

1) ~ es equicontinuo, y para todo a E: n, ~ (a) es relativamente com-

pacto en IRm.

2) De toda sucesion I In I S;; ~ puede extraerse una subsucesicn I In ! con-
k

vergente en compactos hacia I E: C (n , IRn) .

Nota. Si en el corolario anterior ~ es cerrado, I E ~ • Esto es asi, por ejem-

plo, si ~ (a) es siempre compacta .

Ejercicios

1 Sea n un espacio local mente compacta el cual es reunion de un numero enu-

merab~e de conjuntos compactos. Demuestre que n es enumerable al infini-

to.

2. Sea n. un espacio rnetrico localmente compacta el cual tiene un subconjunto

enumerable A, denso en n. Demuestre que n es enumerable al infinito.

Concluya que todo abierto de IRn es enumerable al infinito.

3. Sea n un espacio metrico. Demuestre que para todo conjunto relativamente

compacto K S;; n y todo E: > 0 existen aj, ...• an E K
11

K CUBE: (ak) .
k=l

tales que

4. Sea· n un espacio metrico, K S n un conjunto compacto. Use el ejerci-

cio anterior para demostrar que existe un subconjunto K' S K, K' enume-

rab~e y dense en K (Ind. Para todo r> 0, racional, existe un subconjunto

s, de K. finite, y tal que

K C U Br(a) •
- a E 5r
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Sea K' = U 5r) •
r E Q
r> 0

5. Sea n un espacio metrico localmente compacto, enumerable al infinito. De -

muestre que exi ste A S; n, enumerabl e y dense en n. En otras pal abras,

un espacio metrico localmente compacto es enumerable al infinito y solo si es,

separable (es decir, tiene un subconjunto enumerable densol. Demuestre que

un espacio metrico es separable si y 5610 si su topologia tiene una base enu-

merable.

6. Complete los detalles de las demostraciones de los teoremas 1.1,3.1,3.2,

3.3, 3.4 .

7. De ejemplos de

a) Una serie de funciones en C(Q, IRn), simplemente convergente y no

absolutamente convergente.

b) Una serie de funciones convergente en compactos y no absolutamente cone

vergente.

c) Una serie de funciones converqente en compactos y no absolutamente con-

vergente en compactos.

S n n·18. ea [t z) = a z +a lZ + ••• +a E c[z]. Diremos que f tienen n- 0

grado n si y 5610 si an" O. Un polinomio de grade 0 es con stante y di-

ferente de o , EI polinomio fez) = 0 no tiene grado. Demuestre que las pro-

posiciones siguientes sonequivalentes para fE C [zl:

1) lim I fez) I = + 00

Izl-«+oo
2) f no es con stante

3) f tiene grado ~ 1 •
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9. Sea t e.« [z 1. Demuestre que si

[Lz] = a zn + ••• + a = b zm + ••• + b
" 0 m 0

entonces m = n y ok = bk para k = 0,1,2 , ... ,n. Concluya que el gra-

do de un polinomio =I 0 es un nimero ~ 0 perfectamente determinado ( el

cual se denota por deg (I». Demuestre que deg(lg) = de g i] ) + deg(g) , sl
I

I =I 0 =I g. Concluya que C [z 1 es un dominio de integridad.

10. Demuestre que I e" I n ~ 0, n E IN 1 es una base sobre C de c[z 1 •

11. Sean i.s ~ C [z] , {=I 0 =I g. Demuestre que existen polinomios q,r E

C [z1, con r=O 0 de g tr ) < deg(g) , tales que

(Algoritmo de Euclides )

12. Sea lEe [z 1. Demuestre que si I =I 0 y {(a) = 0, existen g E C[z]

y un unlco rnimero n ~ N, n ~ 1, tales que

n, I(z) = (z - a) g (z) .

13. Sea t e c [z 1 , If. O. Demuestre que s! Z (() = I a Eel I(a) = 0 I en-

tonces Z(I) tiene p elementos, donde p S deg (t> .

14. Sean IE. C [zl, {:/ 0, Z({) = I aI_ ... , ap I. Demuestre que

donde n 1 + n.2 + ••• + np = deg (I) •

15. SeaK = z , Q, J?. , C. Denotaremos por K [z] al subdominio de c[ z]

de los polinomios I(z) = on z" + ••• + 00 con ok E K para k =O,I,2, .. .n,

Un polinomio IE. K [z] ; deg (f) > 0, s.e dice irreducible sobre K. si
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no existen dos pol inomios g,h, ° < deg (g) ~ deg (h) < deg (j), tales que

I = g. h. Demuestre que los uniccs polinomios en C [z], irreducibles so-

bre C , son los de grado = I. Si K = Q,IR , c, los unicos elementos de

K[ z], invertibles, son los polinomios de grado 0. (Escostumbre identifi -

car a [i z) = a con a . Entonces K C K [zl y K - I ° I es el conjun-o 0 -

to de los el ementos i nvertibl esde K [ z] ).. Cual es son los el ementos inverti-

bles de K [ z]

1&. Sea IE IR lel . Demuestre que si a E C es tal que I(a) = 0, tambien

I(a) = 0. Concluya que si IE IR [z] es de grado imparl existe a E IR

tal que I(a) = 0.

1 S - 2 27. ea I(z)-az +bz+cEc[zl, a v c , Demuestrequesi b -4ac?O,

L 2- b + b - 4 acZ (j) = 1 ---- -----
2a

- b - J b2 - 4 a c----------------
2a

y que si b 2 - 4 ac < ° ,
-b + i J4ac ~ b 2

I -----------
2a

Z (I) =
_b - i j 4 ac - b 2

----------- I .
2a

Demuestre que, en genera!,

Z (I) = -b + wI1-----
2a

- b + wz
-----

2a

donde wI' w2 son las d05 rakes de b2 - 4ac.

. 218. Sea [I z) = az + bz + c EIR [z]. Demuestre que las proposiciones siguien-

tes son equivalentes:

a) f es irreducible sobre IR .

b) Existe a E C - lR tal que I(a) = ° .
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c) b 2 _ 4 ac < 0 .

19. Demuestre que los unicos polinomios en lR [z 1 . irreducibles sobre lR

2 2sonlosdegrado 1 ylosdelaflllrmaf-/(z)=az +bZ+6 con b -4ac<O.

20. Sea P un conjunto de subconjuntos del espacio topolcqico n. Para cada

A E P Y / E C (il ,lRn) se define

II/II = sup II/(x) II
A xEA

y lueqo

VA E(j)=!gECW,IRn) III/-gil < EI. A
E > 0 •

Un subconjunto V de C (n ,lRn) se dice entonces abierto si para toda

/ E V existen A E P Y E> 0 tales que

VA,E(j) C V.

Demuestre que el conjunto 'p de todos los subconjuntos abiertos deCfil,lRj

es una topoloqia sobre C m ,lRn) para la cual ! VA, E (j) I A E P, E > 0 I

es un sistema fundamental de vecindades. Si P es el conjunto de los com -

pactos de n, 'p = 'C' Si P es el conjunto de los subconjuntos finitos

de n, 'p se denomina la topoloqia de la convergencia simple y se denota

por 'p

a) Demuestre que si ! f ! es una sucesion en C (n lR ) f /E ernn u, n : n " u,

lRn) para 'p si y solo si

para todo x En.
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b) b) Demuestre que una serie de funci ones en C ( n, IRn) converge a tp

si y solo si converge .simplemente .

c) Demuestre que si se da a C (n ,Rn) la topoloqia de la convergencia

simple, I~ aplicacicn

r/!:C(n,Rn) .... n CxxEn
r/! (f) ( I [x) )x E n

donde Cx = {I(x) I IE C m , IRn) I, es un homeomorfismo .

d) Sea ~ un subconjunto equicontinuo de C (n , IRn). Demuestre que so-

bre ~ las topolcqias inducidas porT C y Tp coinciden.

e) De ejemplo de una sucesion de Cauchy en C (n , IRn) para T p la cual

no sea convergente a ninguna I E C (n , IRn ) .

f) Demuestre que si n es un espacio topolcqico separado; finito, entonces

Tp = T •
C

g) Demuestre que si n es un espacio discreto entonces Tp = TC

21.Sea p :cm,IRn) xc<n,IRn) .... Cm,IRn) definidapor p{f,g)=

= 1+ g. Demuestre que p es conti nua para T c. Lo mismo es cierto de

las apl icaciones

IRxc(n,1R )n

(A , I) .... A I

( I, g) .... is :
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.22. Sea 0 un espacio topoloqico compacto", lin I una sucesion de funciones en

C(O, IRn). Sea P = 101 . Demuestre

a)

entonces f -> 0·n para r C si y solo si a ->0n
b)

en IR.

23. Sea 0 un espacio topolcqico localmente compacta enumerable al infinito,

I Kn una suc esicn exhaustiva de compactos de- O. Sea I In I una su-

ceslon de funciones en C(O, IRp)' Sea amn = IIlmll Kn,

Demuestre que si tim allln = 0 entonces In -> 0 para TC De un
(m.n]

ejemplo que muestre que la reciproca es Ialsa.

24. Sea 1 /n I S ern. IR) tal que para T
C

Dernuestre que

lim

para todo compacto K ~ O. Concluya que si p E: Sl (0) y.p =2 .

J w -> J w
11

P P

/11 --> I gn --> g para T. y IIJ '" I dx '+
C

y dy. Demuestre que

J In dx 1\ dy
p

J I dx " dy
P

si In -> I para T
C

y
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25. Sea D un espacio localmente compacto. Demuestre que un subconjunto j

de C (D . IRn) es equicontinuo si y solo si j, su clausura en ern, 1R
1l

)

para T C t arnbien 10 e s .

l n dicaclon : Dados a E DyE> 0 existe una vecindad compacta K de

a tal que II g(x)- graY II < E/2 para toda g ~ j y todo x I:: K. Sea

/E j Y tornese s ~j n Uk, E/2(f) para concluir que entonces

11/(x)-/(aJII<€ paratodo «c s .

26. Sea j f C (U, IRn). Demuestre que j (x) j (x]

ERRATAS

En la demostracion del Lema 4.1, Capitulo V hemos encontrado un error. EI

comienzo de la dernostracion debe cambiarse como sigue: Sea a ~D fijo y

sean a. p ~ s /n) tales que p (0) = a. p (1) = z. Es claro que ... r supr i-

miendo la frase a p -1 - 0 por ser D simplemente conexo. Por 10 tanto ....
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