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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNOONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA
Q)

JAIRO A. CHARRIS

PROLOGO

El propo sito de un curso sobre la teoria de funciones de una variable compleja
puede ser muy diverso. Esa diversi dad de intereses deterrn ina en general la orienta-
cion de un tal curso. La teoria de funciones de una variable compleja es una de las
ramas de la maternati ca que ha tenido el mayor nurnero de aplicaciones dentro de ca-
si todos los ramos de la ciencia : la Ffsica, la Fislco-quimic a, la Estadistic a, la
Ingenierfa, la Biologfa, y recientemente las Ciencias Humanas, se han beneficiado
de sus metodo s. Es asf que muchas veces el interes de un tal curso radica en las
aplicaciones. El hecho de que la teoria de funciones de una variable compleja sea,
a su vez, una de las teorias mas evolucionadas de la matematica, ha dado a ella
una gran autonomia, Sus metodo s, tan altamente elaborados, la hacen, muchas ve-
ces, una teoria matematic a casi independiente de las demas : y este hecho es enfa-
tizado por casi todos los textos sobre el tema, independientemente de cual sea el
proposito  del mismo.

El escribir un texto sobre el tema coloca entonces al autor en una difici] situa-
cion. Primero : es casi imposible mejorar la calidad de los abundantes textos exis-

tentes, cuyo interes especial esta en las aplicaciones. Segundo: es casi imposible
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mejorar las exposiciones de la teorla desde el punto de vista de la autonomiade sus
metodos. Una buena razon para escribir entonces un texto sobre el asunto parece di-
ficil  de encontrar.Pues el llenar los anteriores requisitos es un gran merlto.Tenien-
do en cuenta algunos hechos es sinembargo posible encontrar algunas. En primer lu-
gar, el curso sobre el cual se ha basado este texto ha sido disefiado para estud ian-
tes graduados.Tales estudiantes  han sido generalmente expuestos a un curso ele-
mental sobre el tema, sea desde el punto de vista de las aplicaciones, sea desde el ounto
de vista de presentarles una teoria de las mas perfectas de la matematica, Tales estudian-
tes han entences entrevisto el poder de la teoria desde el punto de vista de sus aplicacio-
nes y apreciado su belleza desde el punto de vista de su autonomia. Esto dio cierta libertad
en la escogencia del punto de vista del curso.En segundo lugar,textos escritos dentro de uno
o ambos de los ideales antes mencionados, existen en abundancia y no parece entonces ne-
cesario uno mas. Pero, creo que hay algo no satisfactorio en tales ideales. La teo-
ria de funciones de una variable compleja, juega, dentro rle la Investigacion materna-
tica actual, un papel, aunque importante, secundario.Esta reservada a ser la sirvien-
te de otras teorias en plena evolucion, aunque ella misma pueda no ser tan intere -
sante al investigador. Es ademas solo un capitulo dentro de una teoria realmente
extensa: El Analisi s Complejo: la teor ia de superficies de Riemann y la teoria de
funciones de varias variables complejas, ramas todas en pleno desarrollo. En la ma-
yor parte de los cursos que se hacen Y de los textos existentes,la relacion 'y apl i-

caciones de la teorja elemental de una variable a la de varias,0 a la de las superfi-

cies de Riemann,es apenas entredicha,y casi exclusivamente desde el punto de vis-
ta analitt co.Pero la mayor compfic acion del anali sis complejo no es analitica sino
topologica, Por otra parte.yo creo que la topologia subyacente al analis is comple-
jo de una variable no es del todo tri -lal. Y en mucho la aplicabilidad de la teori a

a otras ramas de la ciencia se debe precisamente a su relacicn con problemas tope-
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logicos. Pero la autonomia de la teoria ha sido lograda, precisamente,esquivando las
dificultades de la topologia del plano s 0 escondiendo estas dificultades en una u
otra forma. Es por eso que en la topologia he encontrado, 10 que creo, es una buena
razon para escribir este texto. Afrontando directamente algunos de los problemas to-
pologicos del plano, me propongo mostrar el significado  esencialmente  topologico del
anal isis compl ejo de una variable, acostumbrando al estudi ante, en un caso relativa-

mente simple, a un metodo que es imprescindible en el anal isis complejo moderno.

Otro de mis propcsitos es dar una muestra de la enorme Interaccion entre topologia vy
anallsi s, interaccicn que/ desde Riemann, ha "amado profundamente la atencion de

los matematicos y que en los ultimos afios ha tenido resonantes exitos con los tra-

bajos de De Rahm, Atiyah y Singer, etc ..

Si bien la anterior es la [ustificacion del escribir un nuevo texto, otro propo sito
del mismo es dar una exposicicn rigurosa de la teor ia clasica de funciones. El tiem-
po dira si he tenido exito en tal empresa. Es por esta razon que he decidido publicar
este texto en una serie de articulos en el Boletin de Matematicas del Departamento
de Matematicas de la Universidad Nacional vy de la Sociedad Colombiana de Matema-
ticas, t:n cierta forma el trabajo es de indole investigativa a nivel elemental, y cae
entonces dentro del espiritu del Boletin. Como tiene, por otra parte, un cierto sabor
pedaqgogico, el Boletin 10 pondra al alcance de una gran cantidad de mis colegas, de
quien gustoso recibire cualquier criti ca sobre el mismo.

El texto comenzara entonces con una revision de ciertos resultados del calculo
diferencial e integral de varias variables. La seccion sobre calculo integral conten-
dra especialmente un teorema de aproximacion que sera fundamental en 10 que sigue.
Los diez capitulos siguientes estaran reservados a 10 que se conoce con el nombre
de teoria de Cauchy, comenzando con los elementos de las teorias de homologia vy

homotopi a. Esta parte contend ra una introduce ion a la Cohomo Icqi a Complej a de !)e

274



Rahm. En los cinco capitulos siguientes se estudiara la teoria de Weierstrass de las
funciones analiticas, incluyendo desarrollos especiales. El texto flnallzara con una
introducclon a la representacion conforme, la prolongacion analitica y las superfi -
cies de Riemann.

Ouiero agradecer a la Sociedad Colombiana de Matematicas toda la colaboracion
que me ha prestado en la elaboracion de este texto, as! como al profesor Rolando
Saenz quien reviso las versiones iniciales del manuscrito y sugirio muchas mejoras
en el mismo.

Finalmente, quiero dedicar esta serie de articulos a R. C. M. M., por el carifio

y tolerancia que me ha demostrado, y que para m] han sido un estimulo en muchas si-

tuaciones.

Jairo Charris C.

CAPITULO

IntrocJuccion.
En este primer capitulo revisaremos algunas nociones del calculo diferencial e
integral de funciones de varias variables. En primer lugar jntroduciremos algunasnho-

taciones

(@ IN representara al conjunto de los numeros natural es o enteros positivos
0, 1,2,3,
(b) L representara al conjunto de todos los enteros, positivos y negativos.
() @ representara al conjunto de los numercs racionales
Q= Imn |Imnez,n=0 I

(d) R rspresentara al conjunto de los ruimeros reales; Q representara al
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conjunto de los irracionales.

(e) C representara al conjunto de los nurneros complejos

c= la+bilabeER 1, / =21

Los conjuntos Z, Q, JR, C estan provistos de estructuras de anillo para la adi-
cion y multiplicaclon corrientes. De heche, Q,JR, C son cuerpos para tales opera-

ciones. C estara orovisto de la topologia definida por la distancia
dtx. y) = [y
donde |X| = (a2+ bz)t si x= ai-bi, Sobre IN, Z, Q, JR se consider aran las

topologias de subespacio de C, de modo que las inclusiones ™ 5;z5Q fR fC

va/en tanto en el sentido algebraico como en el sentido topologico. Para la metrica

d; JR. Y C son esnaclos metricos completos; JR es, asu vez, el completado de Q

para tal metric a,

{ff Si K =IN=IN, Q R C, Z, men OK) denotara al conjunto de las matri-

ces de orden mx n sobre /K. En lugar de My (K escribiremos  simplernente K,

. n .
en lugar de Allxn(IK), escribiremos X' . Para denotar a las matrices usaremos pa-

rentesis cuadrados

a a a a
11 12 In 1
a a a a
ml m2 mn m
Sobre  Mmxn(/K), especialmente en los casas m=1 0 n =1, usaremos la tope-

Icqgia definida por la metrica,

dca, B) = llas |l

donde
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2 1
A== <? laijl ) - supuesto que A = [ail'l . Para esta metrica y para IK =R, C.
i,/
Mmijw(IK) €S un espacio metrico completo. De heche, un espacio de Banach, si se
considara sobre este espacio la estructura de Ik - espacio definida por las operacio-

nes usuales entre matrices.

Sean ahora 1 un subconjunto abierto de R Y I: N ...k Sea aENn, a-
:[al'az, ,an]T. Escribiremos  I([al' ... anIT) = @l ... ap). Si
lim lI(al'ay,aj+h, .. ,an) -l@laz..ai. an)
h..0. h

existe, 10 denotaremos por Q)I() fa), Y 10 denorninaremos la i-esima derivada oar-
cial de | enel punto a. Si

"

(w.
existe para i=l, 2, .. ,n, diremos que | es Jacobi-derivable (0 simplemente de-

rivable) en el punto a, y escribiremos

Jiy =Jila) = [(}ll)(a) ,(OOU @]

La Ixn matriz Ja(l) = Jla) se denornina la derivada (a-priori) de Jacobi de |
enel nunto a. Si Jla) existe entodos los puntos aEn, es decir ,si | es J-
derivable entodo aEN, diremos que | es Jacobi-derivable (J -derivable) en N,
y denotaremos por J (n, IR) al conjunto de tal es funciones. Si n=1. es claro que
Jla) = rea) . donde rea) es laderivada corriente de | enel punto a. Por esta
razon es costumbre escribir rea) = Jla) aunenel caso n> 1. fl'osotros evita-
remos esta ultima notacion para obviar ciertas confusiones.

Sean N en R, y I: N ...IR,  Entonces existen funcion es li: N ..R - i =

T
=1".2, ... .m, tales que [Lx) = [ji/~), 12(x) 1 _si akn Y Jiadexis-
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te para todo

escribiremos

£% 3200w,

diremos que j es Jacobi-derivable en el punto a, y

= ¥ 3 =
|-] (a) {-lfl (al; o 6'—[1 (a)
fI x X
. 1 n
ijal = .
31, a1,
iy vt )
Ljfm'raj- axf ] ﬂ}r Pl B axn (a)

La mxn- matriz ff(aJ se denomina la derivada (a-priori) de Jacobi de / en el
punto a. Si ]f(a) existe en todo punto 2€Q (esto quiere decir que (-fé (a) exis-
teentodo @€ Q, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n), sediraque f es }-deriéab[e eh
0 Ja, R, ) denotard al conjunto de todas esas funciones. Es claro que JQR,)
es un IR - espacio vectorial.

d f; Gty
Sea [€J(Q,R_). Entonces, denotaremos por 5—‘- a la aplicacibn

*j
af.
—ifﬂ - R ; L<éE<m, 1<j<nm
dx, " il iy
]
af.
a -(——f—’-)(a}
x.
]

Tal aplicacién se denominard la derivada parcial de indice (i,j) de f. Si m=1,
simplemente la derivada parcial de indice ;j de f. Si (@ /ixax}.; es, para todo in-
dice (7j), continua, se dird que f esde clase ¢’ en @. Denotaremos por
erQ IR, ) al subespaciode J(@,R ) de las aplicaciones de clase CI. Su-

pongamos ahota [€ CJ(Q,IRMJ . Si paratodo (7,j),

Ui e . ry,
r?xf

diremos que f es de clase c? en Q, y c(qQ, R, denotara al subespacio de

cleq, R, ) formado por tales funciones. En tal caso denotaremos por
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(()2”/ (xkOXj) a laderivada  parcial de indice k de (()I/()x].). La funcicn

(a21/ oXk()Xj) se denomina tambien la segunda derivada parcial de li de indice
(kj O, ain, la segunda derivada parcial de indlce li.k.i) de |. Por definicion
. 2
~ (M) = -
Oxk 0 X; OXKOXj

y un teorema bien conocido del calculo diferenclal de funciones de varias variables

asegura que si |E c? en, R

a1
Sea ahora a = (a;° "7 an) E INn.  Escribiremos <a> =a +ap +.. + an
sea I: N aelRoe LS iS5 m, Siencada punto aE [l elobjeto
cuya definicion inductiva es (m = Max. lk Iak Fol)
existe, se denominara la <a> derivada parcial de orden ii,a) de | (© la <a>-

derivada parcial de Indices U de li)) Supongamos ahora que para todo indice

a = (al, ... an) E n": con <a>.;; P, los objetos

existen, para todo i, 1.5 i.5 m, y son funciones continuas de M en 1R. En tal
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caso se dira que | es de clase cP sobre 0, y se denotara por cPm, IR) al
IR - espacio de tales funciones. La relacion 0,1) se generaliza en este caso en la

form a

0,2)

donde p es cualquier permutacion de ! 1,2, ,..,n l. ‘':scribiremos finaimente

n cP ., IR)
p=1 m

Claramente C™( 0, IRm) conti ene a 1(5 func iones con stantes. En las proxi mas sec-
ciones veremos que contiene ofra gran cantidad de funciones. Una funclon IE C™(O,IRd

se denomina una func ion suavemente diferenciable, 0, simplemente, suave.

1. Algunos resultados del calcu!» diferencial real.
":1 siguiente teorema, bien conocido, sera utilizado mas tarde.

1 .
Teorema i.i. Sea te ¢ (O, IR,) , donde O es un abierto de IR,  Entonces

~ara todo punto  x EO,

i 1001 =1~)-1100 ~ <o

h~-o0 “in Il

El teorema anterior expresa simplemente que si |E Cl(O, IR entonces | es

IR - deri vable en todo punto x EO, en el sentido de que existe una aplicacion Ili-

neal Lx: IR, ~ IR~ tal que

lim -0
h~o I

Bajo las hipotesi s de! teorema resulta entonces que J/X) es la matriz de la aplica-
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cion Lx'

Nota. si |E J(U, 1R no podemosen  general,asegurar que

) [t xs b) -1(x)-JIx) b
Irm - _— 0

h->0 o]l

ni la existencia de la aplicaclon lineal L,

Otro resultado que sera utilizado en 10 Que sigue es el siguiente, tambien bien

conccido

Teorema 1.2. Si U es un abierto conexo de ®, ysi IE yu, ®r, es tal

70

glle J/ x =o entodo punto x EU, entonc es | es constante en U .

Nétese que si / es constante en U, J/x) =0 entodo punto xE U, aunsi U

no es conexo -

2. Algunos resultados del ca/culo integral.

Sea Il R » R la aplicacibn definida por

si A<t<1
M =
si It~ a.
Evidentemente ME Coo(JR,  60. Sea por otra parte ¢: IRp >R la aalicaclrin
2
¢ (x = x Il
Es claro que DE coo (Rp' JR). Por 10 tanto, si F: IRp - IR es la anlicacicn

Fx) = o 1>, entonces FE COO( IRp,JR t . Ademas, el soporte de F:

SuppF= IXI  Fx).tor= IXIIXI5.I\

escompacto,Y F(x»O en IxlIxj<1\. Porlotanto, f Foodx >0,

IRp
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y si

010y  —pi-®
f Foo  ax
00 <».» supp o Wi 01y oo >0 en XIS

Ademas

Sea ahora N un abierto de IRp Y K un subconjunto compacta de N . Sea

a = dist (K Cn)

Y escojase  me IN 10 suficientemente  grande para que T’JT,< a . Para n2m
x E K, la func lon

t ... 1) On(x-t)

se anula fuera del compacto

Kjm = It | dist(K,t):::: Jim len.
En efecto, si ¢ fxdim Ilx-tll>mh y entonces
onxty = 0.

Para n> m y x EK la integral

esta entonces bien definida, Yy de hecho ,

four on(x t)d = flO) on (x- ) dt = flo) on (x t) dt
IRp KJIm KJin

Para n~ m escribamos entonces, para x E K,
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Como  Jon(x-t) dt = 1

J a® -1t )on x o dt

Klin
de 10 cual
[1n x - [1x . supp [ U» = [Lx) | J 10Nn(x-t) | dt
tE Klip Klin
= supp M) -0 I
t E Klin
. 0
Anora, para E> 0, existe 0> 0 tal quesi Ilx-fl < entonces
iy - 1D | < e
cuando xtE KUl ' Esto debido ala continuidad uniforme de
myzm Y -R'LB- < se tiene entonces
para todo xEK Y n2 "»> 0 sea
Supp [ 'In ) - [1% | < &
XEK
de 10 cual In __ 1 uniformemente en K. Por otra parte, para n 2 m,

I en Kl Si

donde Vv es una vecindad relativamente compacta de K (per 'ejemplo

v=ltldist kK v < 11m )

En efecto, si si ijo

=0

i

In E coo(u,m),

si i),
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——x+ 1 . - lnp— - f tt» |\]~!(;- t) dt |
3

=fllwl Qﬁ+h v '0!![5'_“ —a—Q!!(x—t) |
1 h

]

) I}%‘)R(:.. (crre.1)- J;;E(x-t} |dt
" "

|
-
-l Li B h e.-t)-(d}n dt,Ini<Ihl
Mo R 7008
11m J J

Pero, si E> 0 es arbitrario, existe 0> 0 tal que
AdOn (v ety - S (x-d |< E
. (c+he.-o . -0

si Ihl <o . Para Ihl <0 setiene entonces
In(x+ hej) -[x3 _ f [V _gOn (x,t)dt | < M Em Ollm

h axj

donde M = Supp lu» | vy

tE:Kl/,
mKl,) = f  dt
Kl/m
Se deduce entonces que
din = fl@®) _~on (x-) dt ,
d Xj d xi

]

dt

y de esto la aflrrnaclon. Las funciones In son entonces de clase C™ Yy aproximan
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a | uniformemente en comp actos.

. 1 m T e
Nola. Si Ibo - vy " I"™ v . In] escribiremos

fra [fI o .. ,f|ndx]T

Entonces,

f 11 8kx-t) dt

Nola. Para todos los resultados contenidos en este capitulo el lector ouede

e consul tar el libro de M. Spivack: Salculo en variedades, Reverts. Sarcelona.

CAPITULO"
HOMOTOPIA
1. Curvas.
En 10 que sigue, denotara al intervalo [0, 11 .
In = IxIxeee x I,
n veces

y 0 sera un eSlacio tOlJol6gico-arbitrario.
Por una C'~Tva €N 0 entenderemos una aplicacicn continua y: 1| -0 ;y (0)
se denomInara el extremo inicial de y y y @ elextremo final.

Sean a, b EO. Denotaremos por 5(0; a,b) al conjunto de todas las curvas
con extremo inicial a y extremo final b. Siy (0 =y (1), dremos que y

es una CUrva cerrada. Si y (o) of Y (1), Y se dira abierta.  Si la restri ccion de

0 : .
y a 1= to.t, es inyectiva, la curva se dira simple.
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Fig. 1.1,

“Unacurvaen Q. La flecha indica el sentido del recorrido”’

Es importante no confundir una curva ¥ con el conjunto Imy =iy(r) | t€1 |,

denominado la imagen de y . Una curva es una funcidn, no un conjunto de puntos.
Es posible tener Imy=Imy’ sinqueseay =y’.
Ejemplo 1.1. Sea Q un abierto de R?, ysean a€Q y r>0 tales que

S,(a)= {x|||xall=r}CQ.

Paracada n€2Z, sea c/(a):1 -Q definida por

S@ ) =arrdT

Es claro entonces que

Imc'(@ = Im '(a)
para todos m,n, ma # 0, pero c;”(a) # (@) si m#n. Enparticular
c'(a) essimple siy slosi m=1. Si m>1 y bES (a),{t]Ma)(D)=b |

tiene exactamente m elementos. La curva cf(a) se denomina el circulo de ra-
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dio . centro en a € fndice m,

Sean aES(n; ab) . pE Sen; be). Denotaremos por ap la funclon

ap: 1 ...0
defin ida por
a (2y Si
op Ly =
{D(Zt,l) si ~<t<1
2 -
Puesto que ap(/2) =a.~) =a() =b =pd) =p2-1-) . es claro que ap

esta bien definida y continua. Es decir, ap E S (n; ac),
La aplicacion ap se denomina el producto de a y p. La aplicacion
S(n;a,b) xS(n;b,d S(n; ac)
(@ p) ap
se denomina el prodleto de O,lrvas .
Sea aE SO ;ab) ysea (1:1 ..0 definida por

dlw = a@.

Claramente  «! E sen; b« Yy se denomina la Cllrvainversa de a. Tarnbien

es obvio que aa,lES(n;ab), y a,laES(O;b,b). Notaremos
r:S(n;a,b) w  S(n ;b oa)

a la aplicacion r(@) = -:! .

Notacion. ~ En lugar de S<N; a.a) escribiremos sencillamente ~ SE€N .a) , S(O, a)
denota entonces al conjunto de todas las curvas cerradas de origen a. Denota-

remos per e, ala curva en S(O . a) definida por
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-ea:] n
eart) a
2. Homolopias.
Toda aplicacion continud F:] x] .. N se denomina una homotopia de N.

Definicion ~ 2.1. Sean a,p E S(N ,.ab) , Diremos que a es homotopa a Py

cribiremos a™ P, si existe una hornotopia F, de N, tal que

FO8 = ar Fe o = pey)

FeO) = a para todo  eel ri«, 1y=b, para todo € E]
Fig. 2.1

Es ctaro que para todo €E[0,]l la apficac Idn Fe:q .. N, definida
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Fea@ =TIte,t), esunacuva en 5L, ab) , Adernas, Fa = a, Fp =P . Po-
demos imaginar entonces a Fe como una deforrnacion de a, yescribiremos
a.p si a puede deformarse continuamente en p. Escribiremos F:a -+ p pa-

ra indicar que F es una homotopi a la cual deforma (continuamente) a a en p.

Teorema 2. 1. r~arelacion
R=!(a,p) la "p |
es una relacion de eqgllivalencia sobre s(Q; ab)

Demostracion.  (a) Es evidente que cualquiera que sea a E S(Q, ab) se tiene
que a ™a, pues basta tomar F(e ,t) =a () para todo e E/ para obtener una

homotopia que deforme continuamente a a en a.

(b) Supongamosque «>«, ysea Fa -+p una homotopia de N. Sea G:

[ xI + £l definida por
G(e,b) = FO-e, fl.
Es clara que G es una homotopia de £l y que G 1P + a.
(¢) Supongamos que « -~ p, p™Yy. Sean F, G homotopi as de £l tales que
F:a « p

Sea H: /x/ « £l definida per

F(2e.t) °ses112
H(e,t)=
{ Geer, v 112<e< 1
Puesto que H(~, 14 = FOp = at) = G(O,) para todo t, H esta bien defini-

da y es continua en /xt. Ademnas ,

H(O,t) - F(@O,) art)
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e 10 cual H:

Teorema
Entonces
(a) op
() at

Demostracion.

Entonces

Por 10 tanto,

Je otra parte,

0 sea que
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H(11) = G@i =y

H(e,O) = a, H(e1) =

a .v. Esto prueba el teorema.

w 0. P '
L.oa -1
Sean F: o ...a'; G p ..p,
F(e,2t) 0;:/;; 112
me, o =
G(e,2t-1) E <t<1
F(0'2t) = (8(2y .0 <t<11/2
HO, t) =
{ GO,2t-1) = P (2t 1) V-
HO,t) = ap (I).
F(1, 2t) = o'(2Y)
H(1, 1)
{ G@2ty) =p @ty
H(1,t)=a'p'(t). Ademas  H(e,O)=a;

b,

22. Sean o.o E S(n;ab);p p'E SEN; b,cl.

homotopi as de N

SJ.Ipongase ademas

. Sea

t < 1.

como



es evidente.  Por otra parte
me, 1/2) = K, 1)= b = Gre,0),
10 cual prueba que H esta bien definida yes continua. Con esto hemos demostra

do la parte (a) . Demostremos ahora la parte (b). Sea F: a > o' una homotopia

de N .Sea G: Ix1 ...N definida por
Gretd = ne,l-tJ.

En primer lugar, G es una hornotopia de I. Por otra parte, evidentemente G:

0-1 ...0,-1. Esto demuestra el teorema .

Teorema 2. 3. Sea pES (D .a,b). Entonces pp -1 €S una curva cerrada de ori-

gen a, homotopa a "a :

Demo stracion.

rt. 1

Fig. 2.2

Sea
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ealy (e, v EA
p(2t-e) (e, vy €B
ICE, t)
(e, ) E C
eatt) (e,HE-D
Oonde (vease figura 2.2) ,
A = I(eb0~t~1/2 2t~e~1 |
B = I(etJlO~t~ 1/2 O~e~2t |
C I(e,)11/2~t~1 ~e 22t |
) I(e,t)!1/2 ~i: 1 22t ~e~ 11
Ly -l@on =81 Lz=ieple=121 L3=1Cet)le=2-2t
entonces
0
ea(0) a t o=
P (2t 0 172
(21) <t < 0P 1
FO,) =
P 1(2t 1) 172 ~t~1
ea(l) = a t 1
. ~t <1,
eitd 0~t < 12
P (0) t= 1/2
F@,t = eatt)
p.1() PO , t- 12
ea(t) 172 <t<1
Ademas. F(e,0)==ea(0)==a, paratodo  eEL Finalmente,si (e,tJE-L1,
eio » = ea(td = p(2te) = pro)
Si (et B L2
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FOH =p1/20 = PO =pl2 1/21 +() =pl(0 =P@.0

10 cual demuestra que Festa bien definida y continua, y completa la demostra-

cion del teorema .

Teorema 2.4 .. Sean pESW.:a,b). aE-SW.;b,c), yeSW.;c,d). En-
tonces
p(ay) - (P ay
Demo stracion . u,» u.l)
Of ------ r-—---,-—-,

o, t) ©, t)

Fig. 23
Sea p(.-D ) 0. t) EA
0+1
FQO, v = a(4t-0-1 (0.4EB
~ ] 7 -
y( _le_-o- ), Ie» e ¢

Donde (ver Fig. 2.3)
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A= 1(e, t) a1 ~e 0~8 -1
B = {(e, t) 0~. e -1, a2 ~.0~ a1
c=1(6 v | €< a2
p (41) O~.t$1/4
F(O,t) =. a(4t-1) 1/4 ~ t ~ 1/2
y @2 (2 iy 12 ~/ ~1
'Je esta p(2(21)
p a (2t 0 %/ ~1/2
FO) = 72 2y-1)
y (2t-1)
0 sea que
F(O.) (pa) y i),
Par otra parte,
P (2t o< t< 1
(@) 5
F,Y a(4t-2) 2’|_< t < 3/4
Y (4t-3) 3/4 <t <1
‘Je esta,
P (21)
F(L,b) a(2(2t-1))
lay(2t-1), 1 <t<1
y2(2  t-1}) 2
aseaque rad» = ptoy) (u.



Puesto que Fee, 0) = a , F(e, 1) = d, todo 10 que resta por ver es que

ta bien definida. Ahora, para (e, i) ELg’

F(e,= p( 4t ) = p()=a(4t-(4t-I}-)=a(0)=
y para (e,t) E L2

Fle,) = a(4t-(4t-2).1) Zal) = c = y(t@E-)-2) =Y (0).
2:(4t-2)

~sto rlemuestra el teorerna . Finalmente

Teorema 2.5. Sea p e S(n ..ab). Entonces

Demostracion.

Fig. 2.4

T e,n ~ A
pli:1i)’
Ieb(t)

donde (ver fiqu a 2.4>

es-
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De esto F(O,t) = peb () .

Por otra parte, o
pit) <t<1
rii,» =
|’|(|\] t=1
0sea, ru» =pt. Como FeoO) =a rC6 1)y=b  Ycomo
Me; ty=p( -——1-) =pthy=b=e . (& EL
1+ 2t

se deduce que Festa  bien definida Yy continua. Esto demuestra el teorema .

3. Grupo fundamental de homotopia

En virtud de los teoremas 2.2 y 2.3, la relaclon R=1@p a : p..al sobre

S(D,. a) es compatible con la formacion de productos Yy de inversos. Se tienen en-

tonces aplicaciones
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swi-l , sW~l i 1P~

R R R
S(g= HliLEL
R R

obtenidos de 1 Yde r por paso a los cocientes. Denotaremos por ;lm,a) al

conjunto  cociente

Si P~ SM, a), denotaremos por [p la' 0 simplemente p 1 sino hay lugar a

confusion, a la clase modulo R de p.

Teorem a 3.i. Las aplicaciones.;;, ; definen sobre m (Q, a) una estflicttLra de

grtLpo. Ademds, si p,aESM, a) ,

b 1fal =5 (b L, @) =[p al)
p1t=7([pl) -1
El elemento neutro de ;1 M, a es 1,=[ea

Demostracion. En efecto, en virtud de los teoremas antes citados, T es aso cia-
tiva, pues

Cpl@ [l=apa) Tyl=[(pa) y]

=p@y)l=mp [ay]l =/ (ally]),

yaque (pa)y "'p(ay). Porotraparte, [Pllg=[p1[e l=[pl, puesto

que pea.o,

Finalmente.

pues se sabe que pp.1"™ a : -~sto demuestra el teorema
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Definicion 3.1. El grupo m™ (0, a) se denomina el grupo fundamental de homo-
topfa de O en el punto a.
Supongamos ahara que O es arco-conexo. Sean ab EO Ysea y ES(O ,ab ).

Sea adernas

y*
S(O, b) sm, a
defin ida por
* ]
y  (P=ypy
-1 N
Si pma, yPY yay. Por 10 tanto y define.por paso al cociente, una
aplic acion
Y mm ,b) .. (0, a)
dada por i
Y(PIo) [yp v 1
Ahora. 'y es un homomorfismo, pues
-1 .1
y*(pa)",.(yp Yy )y ay )

como se deduce nor aso ciatividad y por el hecho de que y y ™ ea Por otra

parte, si
yp vyl ey

entonces

Por 10 tanto, y es t.1. Somo ademas ,

L -1 _
yv( Y Py Y "p P ES(D,.a),

de 10 cual se deduce que y es un isomorfismo. Por consiguiente tenemos

Teorema 3.2. Si 0 es 1m espacio topologico arco conexo y si  a bE 0, en-

tonces ;](D, b) ](D, a). Para toda yE S(D, ab) , la aplicacion
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dada por

es un isomorfismo entre estos grupos .

Cuando 0 es un espacio topologico arco conexo O denotaremos por "1CO)
a cualquiera de los grupos ;ICO, a). a EO. EI grupo "IW) se denomina en-

tonc es el grupo f'mdamental de homoto!Jfa de o.

4. Homotopia Suave.

En 10 que sigue 0O sera un abierto de IRp para alqun p;: O. Una aplica-

con 1.0 .. IR, se dice SWVE, o de clase C00. si todas las derivadas parcia-
les

JoX =
J

existen en todo punto de O Y son continuas. Aqui se ha supuesto, naturalmente,

que "0 . R esla aplicacion
fi=priol i=1 2. n
donde pr.Qr(]l ..... X ) = x.  fenotaremospor CooCO,IRn) al IR-espaciode

todas las aplicaciones suavesde 0 en IR,
Definicion 4.1. Una curva p E SCO ..ab) se dice SUAVe, si existen una VeECIn-

dad abierta relativamente compacta V de I, un subconjunto finito F de V 'y

una aplicaclon [l VvV ..0 declase C00 en V-F. tales que:

1) p es la restriccion de pal.

2) f. po: d <+
v _ _ T
Agqul, p'®);: [p'(i)2 o p(t) e p~t 1 Denotaremos por S/0 . ab) al
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conjunto de todas las curvas suaves de S(D ..ab)

Es claro que toda poligonal p pertenece a Slm ..ab), Pecordamos  que

una poligonal es una curva tal que existe wuna partie ion to =0< tl< t2< <t q:l
1

de t, para lacual p ([ t' tji+ 1]) es un segmento de recta. Es claro tambien que

para todo aED, S/D; aa) =S/D .a. Si pES/D ..ab), obviamente

p-lE S/D ..bja). Tambien, si pES/D ..ab), aES/D ..b;c), entonces

pa ES/D ..ac),

Definicion ~ 4.2. Una homotopfa F: /x/ > N se dice suave, si existen una
vecindad relativamente = compacta V de /2, un subconjunto F de 1R? el cual
n,

es reunion de un nurnero finito de puntos Y rectas, Y una apltcaclrin F: Vv -

de clase C00 en V-F, tal es que

a) F .2 =F

by FHF), 0 ldgdt <+ .
v

Aqui, P F 2 n ¢F

B 2
Hrco. o Il = IE:II;)()l-“~ [+ 1 1;1 11

donde F«() t) = [« U .f©O O . PO 4]

Si p,aESl(n ..a.b), diremos que p,a son suavemente homotopas si exis-

te una homotopia suave F de N la cual deforma a p en a. Es decir, FO_) =

p@®, FA» ,aq ,F«), 0)=a, F«)1) = b En tal caso escribiremos
F:p->a
La relacion RS =1 (p,a) I'p,=a | es una rel acion de equlvalencia en Sim,'a,b),

y es claro que
p = a implica p " a

Es decir, Rg es menos fina que la restrl ccion R' a S/n ..ab ) de la relacion
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R. Mas adelante veremos que Ry = R, pero esto no es completamente ftrivial.
Por otra parte, en S1m, a), a ED, R, es compatible con la lorrnacion de in-
versos Yy productos de curvas. Adernas , e«;> eaP "P si pES 1(D "ab ).Por

10 tanto

esta dotado de una estructura de grupo determinada por las leyes

Ipl- lal

!ari

donde Ip | denota ala clase modulo Rs de pES 1(D " a). EI elemento neu-

tro de T( Da) es leg | = l1a

El grupo TID, & se dencmina el grupo de homotopfa Sllave de D en el punto
a, o simplemente, el grupo de homotopfa de D en a. Las demostraciones de to-
das las afirmaciones anteriores son ldenticamente iguales a las de las secciones

anteriores, con la sola observacion obviade que la sllavidad de las hornotopi as

con struid as para tal es demostrac ione s puede romperse sol amente en puntos o rec-
tas (como por ejemplo Lt L,, L3 enel teorema 23 ; LI' Lp en el teorema 2.4,
L en el teorema 2.5) y esto no afecta la suavidad global de las homotopias, sequn
la definicion misma (notese en particular que estos son conjuntos de medida nula),

Por otra parte, si a,bED Y yeS 1(D "a,b) y define un isomorfismo

dado per 1

y(Ip1b)=lypy |
a

y si D es arco conexo, para 10 cual basta que sea conexo, podemos definir
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"1(0) = "1(0, a),

donde a es cualquier punto de 0, y "1(0) se denorninara €l grupo de homo-
topiade 0. Como sw,a)  S:S(0.a) y p=a implica p™ a  podemosde-

finir, por paso a los cocientes, una apf icac ion

dada por

¢({p}) = ol
yes evidente que € es un homomorfismo de grupos. ~o es evidente, sin embargo,
que € sea, ni inyectiva ni superyectiva. Notese que la inyectividad es equivalen-
te a la afirmac ion Rg =R, Y la superyectividad equivalente a la aflrrnacicn  de

quedada pES(O,a) esposibleencontrar aES1(0,a) tal que p..a.Estos

dos resultados no son triviales y seran el objeto de la proxima seccion.

5. Homotopia y Homotopia suave.

En la seccion anterior hemos establecido un homomorfismo

cuando O es un abierto de IRp' para algun p;;:0, y aEO. Nos proponemos

demostrar ahara que ¢ es un isomorfismo.

Teorema 5.1. El homomorfismo  &: »1(0, a) ...;1(0, a) es SlI;>eryectivo. ES

decir, dada pes W, a), existe yes 1<N, a), tal que p .y .
Demostracion. Sea p E5(0, a), vy sea

a In/ di pity , CO)
tE [0,1]

donde dtp w), Cn) esladistanciaentre pet} 'y CO.Como Imp=Ip(t)'tE[O,I]1
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es compacto, a> O. Sea E> 0 tal que 4 E<a Como p es uniformemente
continua, existe una parti cion 0 = t < t1< o0 < tn: 1 de [01 1 tal quesi t,
t'E[ti,ti+1], Ip(H)-p(t)] < E. Sea Yy lapoligonal obtenidauniendopor

segmentos de recta dos puntos consecutivos. Se tiene, para tE[t"t io 1],

S YA

y per l0tanto 1my S n

Fig. 4.1

Ademas, todo punto
Oy ® +@-0)p® .

del segmento [y u), p (t) 1,esta contenido en n. Sea entonces

FOO.O=(0yo+(1-00pw . (4.4)
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Se deduce inmediatamente que F es una homotopia tal que F: p ..y . Como evi-
dentemente y ~S1(D, a), el teorema queda demostrado.
Nota. Notese que si a las hipotesis del teorema aiiadimos que p E-Sl(D, a),

ent nces F, dada per 4.4, es una hornotopia suave. Es decir, p", y .

Lema 5.1. Sea F wuna hornotopia de n, F (0,0 =a, Yy sea p la curva

donde Fpo(t) = F(tO), FIli(®) = F(UY, Fyi(® = Fl, FIO®: F(O,1). Enton-

ces p ™ ea Si F es una hornotopi a suave, y si pES 1(n, a), tambien p" K
Demostracion.  Sea H: 12 ..U dada per ME, t) - (e,t), donde U :(-E, 1+El,
E> 0. Como U es estrellado con respecto al punto (0,0), existe una homotopia

suave G(e,t) tal que G: a ... e00) donde

-1 -d
a: H20 H11H21 H

Ademas. G puede tomarse tal que Im G C 12, Por ejemplo, Gto,t) = €4 (o

Ahora, es inmediato ver que p = Fo a, Y que P =F oH es una homotopla.sua-
ve si F 10es, tal que P: p ."«:

Nota. Notese que bajo las hipctesi s del lema, tarnbien

y suavemente, si p ES1(D .a).

Lema 5.2. Sea n abierto en IRp' P20 vysea pes 1(D, a), a En, tal

que p = "a : Es decir, si existe una homotopi a F: p ~ ea' exi ste tarnbien una

homotopfasuave H:p e tan

Demostracion. Tomese ayE como en el teorema 4.1 y sea k 10 suficiente-
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mente grande para que

[l cuy, e)Fee, v Il < E

donde

(6, t) E 12

Ge, t) = J Fre x,ty- Okixy) dx dy.

Aqui se ha prolongado a F continuamente a una vecindad de 1 x I,

te manera (vease lafigura 5.1):

B IxI
A
(E,.E) C-E 1+ E)
Fig. 5.1
Para ((),e)eB sehatomado  Fre,t)=a. Para ((),e)EA,F(e,td=p(t).
Sean 1 1
a =610 G21 g1l G20
A -1
y" FIO FI1 F)I F20 b=G(0,0).

de la siguien-

Es claro que aES1(U, b) y que a", eb’ Ademas. es tambien claro que p "y,
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0 o
Sea ahora > 10 suficientemente pequefio para que

11G(0,tJ-F(e',t) 1l < 20
si le-el:o, [t.t1:::;0. Sea 0'>0 talque
l)effnase
si 0Ci«§s
a(l.8 ) si 0'<t< 1-0'
1-20'

donde b = G(0,0). Es facil ver que

||J1tt) Ly it) I < ~ o

para todo tE J. Por otra parte, sea S una homotopi a suave de N tal que

S eb ~a . Es facil ver entonces que la funcion L definida por
eam+@-€a t-~[0 01

Le, t) = eS(e Ijzﬁ) +(l-e)a t~[o',l-0",

eaty +a -e) a, t ~ [1-0, 0]

donde art) = (/o) b + (1- t/ 0)a, es una homotopia suave de N, tal que

L ,eq ~ )+ Comotambien H (0, t) = eyet) + (1-e) J () es una homotopia sua-

vede n tal que H' I -~ y, setiene que p a : Esto demuestra el.lema .

Corolario. Sean p,aESq(n,a). Si  posa, entonces p"a.
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Demostracioll. En efecto, p «l = €a doel0 cual, p = eaa =a, Esto demues-

tra el corolario.

Teorema 5.2. El homomorfismo 1 7, (0, @ .. ;1(0, @) esun isomorfismo
Demostracion. Ya hemos visto que 1> es sobre. Para ver gque es inyectivo, no-
tese que si  pES|(0,a) estalque 1>(lpl) = [eal, necesariamente p".eq
Como tambien p = ea' se concluye que Ip 1=1 N [ Esto demuestra el teore-
ma.

Teorema 53. Si 0 €S un N'NEITC conero de ¥ T 0 o1 Y 17,(0)s011

naturalmente  isomorfos

En 10 que sigue, identificaremos 171(0,a) y ;1(0,a), aSl como a 171(n)
con 171(0). Los anteriores teoremas sugieren, por primera vez en este curso,
que la estructura diferenciable de un abierto 0 de IRp esta determinada por su

estructura  topolcgica.

6. Conex;on ‘'simple y contractibilicJacJ.

Sean 0,0 espacios topologico s. Denotaremos por 51 (0) al conjunto de to-
das las curvas en O. Supongase que existe una aplicacion continua tl O ..0O',
Si aESl(O) ysi  p .. tjJoa, es claro que pES;(0Y)., Para aEO, b=t/-r(a),

podemos definir entonces una aplicacidn

por

La aplicacion t-r es compatible con la relacion de equivalencia de homotopia

En efecto, si ap E51(O, a y F: a ..p entonces troF: troa ..tJop.
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Par 10 tanto, [jJ' define, par paso al cociente, una aplic acion

dada par

y se tiene

Teorema 6. 1. La a;Jlicacion j* es 1m hornornorfisrno de ™t (n,a) en ;1 Jj)( a)).

Demostracion. Se tiene
3 [a p)) [ljJaap] .

Pero
[Jaaap =(jJaa) (jJo p),

como se comprueba inmediatamente .

Corolario. Si 0, 0 son areo-conexos, [J es un homomorfismo de ;] (n) en

1(nY)

Es faci [ ver tambien que

Teorema 6.2. Si 1 0 . 0. es un hornornorfisrno, j3* es 1m isornorfismo  de
J(n, a sobre ;]«i'. 9C0 0 Si O Y O. son arco conexos,  1ja*:;1(n) ..

5100 .

Corolario. -Sean 0,0’ abiertos conexos homeomorfos de |||. Entonces

Nota. Al respecto del coro lario anterior, notese que si O, 0" son difeomor-

fos, es decir, si existe una aplicacion biyectiva [jJ: 0 - 0. tal que

[ E coow, IRP)), 3] E co0 (n', IRP),  entonces fjJ induce un isomorfismo

j: "/0) > 1 (nY) dadopor 3 (Cal)=10 aa l.
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Notese, sin embargo, que basta que D, D' sean homeomorfos para tener un iso-

morfi smo entre  17/D) % 171(D ).

Definicion 6.1.  Un espacio topclogico 0 se dice contraible al punta aEO,
si 16N, @ = {le,] | es decir, si ;1€N, a) es trivial. Si 0 es contraible a
algun punto, se dice que 0 es contractil . un espacio topologico  arco-conexo Y

contracti | se dice .Simplemente  conexo

Si 0 es simplemente conexo, ;1(n) ={l | donde 1™rea] , ysi 0 es
abierto en algun /RP, tarnblen 17/0) = {llI. En la proxima seccion necesitare-
mos del siguiente lema, cuya demo stracion omitiremos en este momento, por ser-
consecuencia de un resultado que probaremos mas adelante (sin incluir ningun cir-
culo vicioso, como se cornprobara al dar la demostracion)

Lema de conformidad (C) : Sean 0,0 abiertos simplemente conexos de C, di-
ferentes, ambos de c. Entonces existe uri difeomorfismo tV, en particular, un
homeornorfl srno) ) de 0 sobre 0.

Se deduce entonces que si 0 es un abierto simplemente conexo de C0 fe,

O es difeomorfo (y homeomorto) a cualquier bola abierta  Br(a). En particular,

al disco unidad D= 1lz\ lz!<1 1.

. . P
Teorema 6.3. Sea O un abierto de /R , el cual es estrellado can respecto a
un punta aEO: es decir, tal que para todo he o el segmento [a, hl=

={ th+0- t)a\ o< t<1 | queda contenido en O. Entonces O es simple-

mente conexo

Demostracion. El abierto 0 es conexo y, por 10 tanto, arco conexo. Qastara en-

tonces demostrar que O PS contraible al punto a. Sea p Eo 5l en, a), Y sea
F:IxIl ~ /RP

definida por
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F(B, i)=€Ca+ (1-8) p@ .

Evidentemente ~ F es una homotopia de O. Por otra parte, 'F: p .. ea
Coro/ario 1. Si O es un abierto convexo de /RP (es decir, estrellado con res-

pecto a cualquiera de sus puntos) entonces O es simplemente conexo.

Coro/ario 2. Para todo p, /RP es simplemente conexo ¢

7. Abiertos I-conexos.

Definicion ~ 7.7. Un abieto 0 de C se dice I-conexo si 0 =0- la l, donde
O' es simplemente conexo y aEO".

Sea O unabiertol-conexode C . 0O=0O'lalcon a~0',0' simplernente
conexo. Entonces 0" es difeomorfo a un abierto convexo Vv de C y O es di-
feomorfo a V -lbl, donde bE U. Nos proponemos calcular  17/0). Como
17,(0) ""l(U-1b1), calculemosprimero a "/U-Ibl). Tenemosentonces
Teorema 7.7. Si v €S 'mabierto convexo de c y aEv, 17/ v-l bl) esta

~enerado por c. ), donde e> ° es 10'suficientemente  pequeno para que

BE(b) S V .

En realidad demostraremos un resultado aparentemente mas fuerte.

Teorema 7.2. Si V €S unabierto de c. estrellado con respecto abE v,

n v -1b 1) esta generado por CcE(b), donde BE(b) s v .

Demostracion. Sea entonces V un abierto de C, estrellado con respecto al

0
punto aE v, Ysea E> tal que BeEe(a) S; V. No hay perd ida de genera lidad

en suponer que a = (0,0

En primer lugar, si PES, (V-a,b), donde b= «ca) (0, p eshomOtopa

en V1 ala
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Fig. 7.1

pet) = J ®
Ip ® |

En efeeto, el segmento [p (), P(t)] f. va, y entonees

rie, ty =a-ompm + 0Pt

es una homotopi a entre estas eurvas. Sea ahora 0 > 0 tal que si lt-i- <0 en-
tonees |p ® -Ptt) | < E/4. Sea g =t 1,0 = t, <t - <t,=1 una
particlon de [0,1] tal que |ti+ 1- 4 <o paratodo i =0, 1,2, .. no Defl-
nase

P = P(it, 1-1) t+1)

. 1 - .
Y seaasuvez (Ji el areade *~E(@ eomprendido entre los puntos Pi(0) = p(t)
y pi() =P+ no Como Pi tiene su imagen eomprendida totalmente en este

arco, y dos puntos eualesquiera de este area estan entre sf a una distaneia < E/4.
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se deduce que el segmento [ai(t), Pi(fl] S;u - lal, Por 10 tanto,

F.(8,0 =d -€) a,® + €p.®

es una homotopi a entre estas dos curvas. Podemos entonces reemplazar Pi  por
"t: Para 1S i: n1, sea Yi unode los dos arcos del circulo c~(a), des-
de b hasta el punto inicial de "t : y pongamos Yo = Y, = eb’ Se tiene
v oo 1 1.t
P ™ (Yoaq = U, Y/) v (Yp 1 a1y~ Ahora, cada uno de los fac-
tores Yk ak Yk+1 esta compuesto de tres arcos, y examinando las diferentes
posibilidades (cuando su imagen cubre 0 no a Im c~(a), Yyen que dlreccioni, se
1
deduce que tal factor es bomotopo a eb' c~@) ,0 (ci (a) M = c~l(a). Por 10

tanto, 0 = (ce(@)n = c~(a) para algun nk Z . Esto demuestra el teorema.

Tenemos finalmente

Teoremo 7.3. Si 0 eSlccolUXO, O=0'"lal, aEo0',0"  simple mente cone-

X0, "1(0) esta generado por ce(a) Clulido Be(a) S;0 ,

Demostrocion. Sea . 0 4 u-!bl, donde U es un abierto convexo y

b = [J@ E U, undifeomorfismo. Sea 8> 0 tal que Bp (b) S; U.  Claramen-
te pP= IjJ-1 0 CO(b) genera a "1 m), Por otra parte, si E>0 es comoen el
enunciado y si 8> 0 es 10 suficientemente pequefio, para e'> e, con

Be,(a) S;O, setieneque Impf:,Be,(a). Como Be-(a) esconvexo,p,,"c:(a)

para alqun n~Z. Pero esto implica claramente que cera) genera a "1(0),

Corolor;o. La afirmacion del teorema es val ida reemplazando a "1(0) por"l (0).
Sabemos entonces que si 0 es I-conexo, "1(0) es un grupo abeliano generado

por un iinico elemento. La pregunta es entonces : ~Es "1(0) ™ Z ? Para que es-
to sea cierto es necesario que cera) no sea homotopo a 1. No demostraremos

esto en este momento. La demostracion se dara en el capitulo VI, una vez que ha-
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yamos introducido ciertos conceptos. Enunciamos, sin embargo, el resultado.

Teorema 7.4. Bajo las hipotesis del teorema 6.3, “ICn) y.por 10tanto, ir/n)
. . . 0
son grupos abelianos isomorfos a z. Si E>  es como en tal teorema |,

| cera) | €S 1fua base de “ICn) Y [cE@)] una base de "Icn).

Nota. En general, un abieto N de c se dice N-COneXo, o de conexion finita

n, Si
donde 1"r ....an len' y O: es simplemente conexo.
Ejercicios
1) Sean X,y espacios tcpoldgicos, [, g X .Y aplicaciones continuas. Dire-
mos que / es homotopa a S. yescribiremos /™ S. si existe una aplicacion
conti nua
F:Xxl e Y

tal que F(x,0) = I(x), Ftx.l) = g(x) , x EX. F se dice entonces una homo-

topia de / en g.

a) Demuestre que la relaclon "™ g es una relacion de equivalencia en cxX.
b) Sea X un espacio topologlco, I un subconjunto de IRp el cual es estre-
llado con respecto al punto a. Oemuestre que si / E Cc(X, n), /e ga donde

ga(x) = a para-todo x ~ X. Por 10 tanto

donde [gales la clase de homotopia de ga y R =1Gg) 1 1™ gl .

2) Una aplicacidn I: X ..Y se dice nul-homotopa si existe una funcion constan-
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3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

te S1X-Y tal que I" g. D€ un ejemplo de dos espacios topoldgicos X, Y

y dos funcionescontinuas I, S+X Y, ambas nul-homotopas, y tales que
I~g:

Demuestre que, si en el ejercicio 2 Y es arco-conexo, ¥y si | y S son nul-
homotopas. entonces " it .

Sean 1.S1 x .Y aplicaciones continuas, " g. Demuestre que entonces
1= 1. donde I, I son los homomorfismos de ;;'/X) -+ ;/Y) inducidos por
ly g

Demuestre que si X es un subconjunto convexo de JRp y Y es un espacio

topologico arbitrario, toda aplicacion continua I. X .+ Y es nul-homotopa.
Sean I" six - v, t'"s 1y ..z Demuestre que /01 .S<S 1X «Z.

Un espacio topologico X se dice |- contraible al punto aEx si 'X> (0 '
donde iy, es laidentidad de X y donde gaix) = a paratodo xCX. Si
X es j-contraible- a alqun punto, X se dira |-contractil. Demuestre que si
X es l-contracti al punto aCX entonces "I(X,a) = |1a|. Demuestre

que si X es |- contracti y arco-conexo entonces X es simplemente conexo.

Demuestre que si X es I-contractii  entonces, para todo espacio topologico

Y , toda aplicacion continua |: X + Y es nul-homotopa.

'Jos espacios topolcgicos XY se dicen del mismo tipo de homotopfa si exis-

ten aplicaciones continuas 1. X+ Y, g: Y+ X, tales que go | ..ix" log

-y

a) Demuestre que larelacion x ; Y si X y Y son del mismo tipo de homo-
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b) Demuestre que un espacio topologico es f-contractil siy solo si es del

mismo tipo de homotopia de un espacio reducido a un punto.
c) Demuestre que si X,Y son arco conexosy X = Y entonces :TI(XJ ~ my(Y)

10) Demuestre que todo subconjunto de RP , el cual sea estrellado con respecto a

un punto, es /- contractil.

11)Sea X un espacio topol6gico, Y un espacio topoldgico f-contractil. Sean

f g: XY aplicaciones continuas. Demuestre que [~ £ .

12) Demuestre que si X es contractil, toda aplicacién continua f: X -»Y es

nul-homdtopa.

13)Demuestre que si X es f-contractil entonces X es /- contraible a cualquie-

ra de sus puntos.

14) Demuestre que si X,Y son f-contraiblesy si f: X » Y es continua enton-

ces existe g:Y »X talque fogwiy, gofmiy.
15)Cual es el grupo fundamental de homotopia de s, ={z€C| |z|=11.
16) Cudl es el grupo de homotopia de S, = fx€ Ry | || x[[=11.

1N)Sea 5 ={x€ R, | |I*||=11. Sea Y unespacio topolégico. Demuestre

que si f:S - Y escontinua las proposiciones siguientes son equivalentes:
a) [ esnul-homotopa
b)  / puede extenderse en una aplicacion continua f: R, ;Y.

c) Existen una homotopia F : §,XI-Y ypuntos «€S§  hEY, talesque

F(z,0) = f(z) . z2€S
Flz,1) = b ; zE€S,
Fla,t) = b ; tel,
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