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MEDIAS CUASI - ARITMETICAS HOMOGENEAS

GABRIEL POVEDA RAMOS

1. Se denomina media cuasi v ar itrnetica de dos variables reales x , v , a toda Iunc ion

de ambas que tenga Ia forma

(0) M(x, y) = (1 ( I(x); I(y))

en donde I(u) es una funcion real continua, que admite una inversa (1. Esto sig-

nifica que I debe ser estrictamente monotone (bien creciente, 0 bien decrec ientel en

todo su dominio.

Ejemplos de medias cuasi-ar itmeticas hay muchcs. Mencionamos ocho

a) La media aritrnetica. en la cual [tu) = au + b = z. r1(z) = (z- b)1 a

para todo x , y que sean ruimeros reales

b) La media armonic a, en la cual I(u) = (alu) + b = z, es decir,
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o bien
(1/ M_t) (x , y) = tt/; + 1/y)/2

como es tal vez mas conocida. Esta media esta definida para toda pareja de ruimeros

reales, ninguno de ellos nulo .

c) La media qeometrica , para la cual feu) = log u + b = z, 0 sea

u = log-l(z-b) = r1(z) :

M
O
(X,y)=r1(logx+logy +b) =r1(logxy+b)

. 2
log -1 log yxy

que esta defin ida para todo x y todo y estrictamente positivos.

d) La media cuadratic a, aquella cuyo cuadrado es igual al promedio aritmetico de

los cuadrados de las variables. En este caso,

f(u)=au2+b=z, esdecir, u=V(z-b)/a':

M2 (x, y) = r 1 (ax
2

+ b; ai + b ) = ["1 ( a

=J x
2
; i

x2 + y2

2

Para que esta media quede definida unlvocamente y goce de la propiedad

mfn (x,y) .:S M (x, y) .:S max (x, y )

que todas deben satisfs cer, su dominio esta restringido a los valores no negati-

vos de ambas variables.
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e) La media potencial de grade k I siendo k un ruimero entero. En este caso,

[(u) = auk+ b=z I 0 sea u = f/(z-b)/a':

defin ido un Ivocam ente para todos los va 10 res no negativos de x, y . Es obv io ,

por su construccion, que esta media potencial tiene como casos especiales a la

media aritmetica (k= 1), ala cuadratica (k= 2) ya la armonica (k=-l).

No es tan obvio, perc es facil demostrarlo, que ltm Mk(x,y) = jry". es de-
k->o

cir, que tambien incluye la qeometr ica como caso limite, para k -> 0 .

f) La media logarltmica, en la eual [(u) = a e" + b = z, 0 bien,

u = log(z-b)/a = (l(z) :

1 aex+b+aeY+b)=j-1(a eX+eYL (x ,Y) = r (....::.....;;-.:.-:;....:...-.;;...:.-..:..-
2 2

+ b) = log eX + eY
2

o tambien eL(x,y) = (ex + eY)/2.

g) La mediacos eno-hiperbolica, en la eual j(u) = a. cosh bu+ c = z. Por mete-

dos muy elementales, que no repetimos aqui. se puede despejar u :

C(X.Y) = r' (a cosh bX; cosh by + c)

Para que sea univo ca esta media, se define para variables x , Y no negativas
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(nul as 0 mayores que cero J.

h) La media sene - hipe rbdlic a. S (x , y) , en la cual I(u) = a, senh b u + c , Y cu-

ya expres ion puede e I lector encontrar por si solo.

Ya se puede observar que estos ultirnos tres ejemplos no pueden formularse como ca-

so especial de la media potencial de grado k.

2. EI problema de calcular y analizar medias se presenta con mucha frecuencia en

Fis ica, en Meteorologla, en Econornia. en Demografla, en Hidrologla y, en general,

en donde son frecuentes las aplicaciones de la estadlstica. Par 10 comun, se trata

de calcul arias para med idas de valores (fis icos, econornicos, financieros, etc.) que

se expresan per un ruirnero real y una unidad de medida. La media en cuest ion puede

ser de natura leza tal que, al cambiar la unidad de medida de las variables, viendose

as! multiplicado el ruirnero que las m ide por un cierto factor, la media se vea multipli-

cada 0 no por dicho factor. Por ejemplo si x , y son dos longitudes medidas en

pulgadas (I pulgada = 2.54 em), cuando se las exprese en centimetres elIas y su me-

dia aritmiiica se ven multiplicada por 2.54; y 10 mismo ocurre con la media qeorne-

trica, con la cuadratica y con otras; perc esto no ocurre con la media logarltmica, ni

con otras.

Surge pues la pregunta de saber cuales son las medias cuasi-ar itmeticas que cum-

plen, en general, la propiedad

V(x,y). M(tx. ty) = t , M(x,y)

que se l lama prop iedad homoginea .

3. EI objeto de esta nota es resolver el anterior problema. Es muy elemental, perc
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sucede que, despue s de buscar en mucha literatura de la Estadfstica y del Analis ls ,

el autor no 10 ha visto resuelto explicitamente. Por esta razon el autor hubo de ha-

cerlo cano se mostrara enseguida. Ade mas, este rnetodo contiene algunas aplicacio-

nes interesantes de ciertos resultados de la teoria de las Ecuaciones Funcionales ,

que se justifica divulgar algo mas.

4. Problema. Identificar la clase de funciones reales feu) que atribuyen a la me-

dia cuas i-ar itmetica

(0) M(x,y) = r' (f(x) + fry))
2

la propiedad homoqenea, es decir, tales que para todo ruirnero real positivo t, sea

M [tx , ty) = t . M (x, v)

4. La condi cion de homogeneidad es, sequn las definiciones cJadas

(1) r' ( fUx); f(ty)) = t.r1 ( j(x) ; f(y))

Escribamos [Ltx) = gt(x) = u , por 10 cual r1(u) = tx , g;l(u) = x, de don-

de

(2) -1 ( /s, u) = (1 t) feu)

Sustituyendo en (l) :

t r' ( f(x) + fry)
2

y dividiendo por
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= r' ( [(x) + f(y»)
2

que, sequn (2) , puede escribirse en la forma

Api icando la inversa de go! (0 sea gt)

(3) s, r1 ( [(x) ; [(y))

en donde gt[ es el "producto funcional" 0 composici6n funcional de s, con

[:
s t [(u) = s t I [(u) I = h (u ) •

Si escribimos [Lx) = u , fry) = u , es decir, x = r1(u) , y = [-l(v) , la

ecuaci6n (3) nos da :

gt r1(u) + gt r1 (v)

2

o bien

(4) h (u) + h (v)

2
h (u;V)

La anterior es una ecuaci6n funcional muy conocida que Ileva el nombre de

Ecuaci6n de Jensen. Se ha demostrado (1) que la un ica soluc ion continua de es-

(1) Ver por ejemplo, J. Aczel, Theory and 'Applications of Functional Equations.
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ta ecuac ion es la expre sicn general

b t u) '" au + b , siendo a.b constantes arbitrarias.

Esto es ,

s, r' tu)
y, puesto que x = t:' iu) :

g/x) = a i t) , I(x) + bet)

en donde ait) y b (t) se han hecho depender de t, ya que as! ocurre con gt'

Recordando la definicion adoptada para g,:

(5) [t tx) :: ai t) . I(x) + bet) .

La ecuacitin (5) es equivalente ala (1) que da la condicion de homogeneidad pedida .

5. La ecuacion (5) as! como su solucion. son muy familiares para los que se ocupan

de la teoria de ecuaciones funcionales. Pero como esta disciplina parece no estar

muy divulgada en nuestro medio, daremos aqui el procedimiento para resolverla

Sea la ecuaclon funcional

(6) F(xy) :: cry) Pt x) + H(y)

en donde F, C, H son indetermina:las. ':n x == 1, tend remos

F(y) '" Cry) F(l) + H(y)

y restando (7) de (6) :

F(xy) - F(y) = cry) [ F(x) - F(l) ] ,
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y sumando y restando F(l) a la izquierda obtenemos

Fl xv} - F(J) - F(y) + F(J) = G(y) [ Fi x} - F(l)]

Indi quemos con [t x) = F(x) - F(l) Y podremos poner

[Lxv} - j(y) = G(y) j(x)

o sea

(8) j(xy) = G(y) j(x) + j(y).

Ahora bien, evidentemente j(xy) = j(yx) , 10 cual, por la ecuac ion (8) conduce a

G(y) j(x) + j(y) = G(x) j(y) + j(x)

en donde

(9) [G(y) - 1 1 j(x) = [G(x) - 1] I'v! .

En este punto debemos hacer una distinc ion :

a) Si G(y) es identicamente igual a 1 (G(y) == 1 ), la ecuacion (8) toma la forma

(l0) [t x y) = j(x) + j(y)

que es una ecuacion funcional Ilamada ecu ac ion logarltmica de Cauchy porque este

demo stro que la unica soucion continua de (10) es

j(x) = logax, sfendo a real positivo arbitrario .

Recordando la definicion de j(x) se tiene
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y como F(l) puede fijarse arbitrariamente ,

F(x) = togax + C,

Sustituyendo en la ecuaci6n original

F(xy) = G(y) Ptx) + H(y)

toga (xy) + C = 1 (logaX + c) + H(y)

H(y) = toga y

Resumiendo: Si en la ecuaci6n (6) se tiene G(y) "= 1, la unic a soluci6n continua es

siendo a una constante real positiva, c una constante real, y ambas arbitrarias (in-

dependientemente ).

Por otra parte :

b) Si G(y) no es ident icarn ente igual a 1, esto significa que hay algun punto Yo

donde G(yo) =11 , yen el cual la ecuaci6n (9) se expresa

(G (Yo) - 1) j(x) =( G(x) . 1 ) ]fyo)

l(y )
lex) = a [ G(x) - 1 ]

G(yo)-1

y siendo j(yo) / [G(yo)· 11 unaconstante arbitraria A, de la ecuaci6n anterior

resu Ita

j(x) = AG(y) . A
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y sustituyendo en (8), se obtiene

G(xy) = Gt x) G(y)

La soluci6n de esta ecuaci6n es debida a Vincze y su unica forma continua es

G(x) = xk, siendo k un ruirnero real arbitrario.

Esto nos d a para J{ x) :

F(x) - F(l) = J{x) = Axk

F(x) - Axk + F(l)

y s iend o F(l) = c arbitrario,

F(x) = Axk + c.

Sustituyendo F(x), G(x) como han sido hal ladas, en la ecuaci6n propuesta (6), se

encuentra enseguida

H(x) = e(l - xk)

Resumiendo: la tinic a so lucien continua de la ecuaci6n

Fl xy) = G(y) F(x) + Hl y) , con G(y)'" 1 ,

es el sistema de funciones

Fl x} = A x k , Gi x) = x k , H(x) = c ( 1 - x k) •

En donde A, c, k son constantes rea les arbitrarias, mutuamente independientes .

6. '1olvamos ahora ala ecuaci6n (5)' Sequn acabamos de veri si art) '" 1, entonces

su tin ica sol uci6n continua es el sistema de funciones
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j(x) = loga x+ c , btt) = loga t , a t t) = 1

Muy facilmente. el lector puede comprobar por si mismo que estas funciones satisfa-

cen la ecuaclon (5), Entonces la media que buscamos sera

-1 -= I (log a V x y + c)

es decir, la media qeomettica.

7. Si en la ecuac lon (5), ait) J 1, la uni ca sol ucion continua de (5), como hemos

visto, es el sistema

I( x) = Ax k + C , a( t) = t k , b( t) = C (1 _t k )

Siendo A, k, C constantes reales arbitrarias. Tambien es facil verificar que, efec-

tivarnente, estas funciones satisfacen identic arnente la ecuaclon (5). Aqui no hemos

dernostrado que 10 hagan elias exc lusivamente, perc esto ultimo tarnb ien es c ierto, si

es que necesitamos que I (x) sea continua en x y monotona en todos los reales po-

sitivos.

En estas condiciones, tenemos

como se vic en el ejemolo e) del #1 de esta misma nota.

Estos resultados pueden resumirse en el s iguiente teorema
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8. Teorema. De todas las tredias Cl,lUsi-aritmiticas de la forma (0), solo la media

potetICialdegrado k(kER*)

y la media geomitrica

Mo(x,y) = lim Mk (x , y) = V x Y
k ...o

son homogineas. Esto incluye las medias aritmiticas, ClUldraticas yarmonica,

como casas especiales de Mk(x, y).

9. Este es un resultado importante en la fisica, la biologfa, la economia y demas

ciencias en donde valga el principio de homogeneidad dimensional y, por 10 tanto, el

Teorema "Pi" de Buckingham - Vaschy referente a las leyes naturales entre magnitu-

des sujetas al princ ipio de invariancia ante cambios de un idades. Pero este es otro

tem a que esperamos tratar despues.

* '" '"
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