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ZUBIA

7-30 Logroio 1988

EL PROBLEMA DE DIRICHLET
Y LA MEDIDA ARMONICA**

José Luis Rubio de Francia*

JOSE LUIS RUBIO DE FRANCIA
(1949-1988)

Con motivo del «Curso de Metodologia
en Historia de la Ciencia» celebrado en
Logrono entre los dias 9 y 12 de diciembre
de 1986, coordinado por Luis Espanol, y
organizado por el Instituto de Estudios
Riojanos, José Luis Rubio de Francia
impartio una conferencia titulada «El proble-
ma de Dirichlet y la medida armonica».
Debido a su enfermedad, José Luis no pudo
hacer una redaccidon definitiva ni revisar el
trabajo. El texto ha sido elaborado, con la
inestimable ayuda de J. L. Varona, a partir de
una grabacion de su conferencia y de unas
notas manuscritas por él mismo, y se ha
procurado respetar en todo lo posible el
estilo coloquial, su peculiar manera de
ensenar y divulgar las Matematicas.

La muerte de José Luis a la edad de 38
anos ha truncado una gran carrera matemati-
ca. El fue una de las personas que mas ha
impulsado la Matematica en Espana en los

* + Catedratico Matematicas, Dpto. Matematicas, Universidad Auténoma, Cantoblanco, Km. 15.

28770 COLMENAR VIEJO (MADRID).

** Entregado el 11-XI-1988. Aprobado el 28-XI-1988.
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J. L. RUBIO DE FRANCIA

ultimos anos. Su principal actividad se centrd en el Analisis de Fourier y su contribucion en
esta area ha merecido un destacado reconocimiento en la comunidad matematica, publicando
sus investigaciones en revistas de prestigio y siendo invitado habitual en los congresos
internacionales de su especialidad. Durante los ultimos anos colaboro en la formacion de un
buen numero de estudiantes en las Universidades de Zaragoza y Autonoma de Madrid,
consolidando una importante escuela de Analisis de Fourier.

Su pasion por las Matematicas y su deseo de divulgarlas hizo de él un excelente profesor.
Su admirable comportamiento humano queda reflejado en su trabajo; queria transmitir sus
conocimientos a los demas y somos muchos los que nos hemos beneficiado de sus ideas y de
su profunda formacion matematica.

Su desaparicion supone una importante pérdida para la comunidad matematica y, aun
mas, para todos aquellos que pudimos disfrutar de su amistad.

JJ.G.H.

INTRODUCCION

Es para mi una satisfaccion estar aqui entre otras razones porque ésta sigue siendo mi
casa. Aqui tengo amigos y, de hecho, aqui estuve afincado profesional y fisicamente durante
un ano. Asi, por estos motivos de familiaridad, amistad y anoranza, cuando recibi la invita-
cion para participar en esta reunion, inmediatamente me senti inclinado a decir que si.
Realmente, yo no sabia muy bien sobre qué hablar porque de historia no conozco practica-
mente nada, y desde luego no lo suficiente como para atreverme a disertar. De manera que mi
Unica alternativa era hablar de matematicas, sin mencionar para nada la historia. Como el
nombre de Rey Pastor, aunque no fuese obligatorio, servia de nucleo alrededor del cual
desarrollar el curso, yo, con una vision un tanto providencialista de mi vida, decidi comenzar
por coger de mi estanteria el libro de «Introduccion a la Matematica Superior»' en el que Rey
Pastor redacto sus seis conferencias del Ateneo. Este libro lo lei en primero o segundo de
carrera y realmente me resulto fascinante porque descubri muchas cosas que no sabia,
contadas en un lenguaje que si bien no todo €l era accesible para mi en aquel tiempo, si era
bastante comprensible. Lo abri por la mitad y examiné su contenido con la intencion de
hablar en funcién de éste. En la pdgina en que salio abierto —bueno, no exactamente en ella,
pues debo confesar que la cosa no es tan providencialista y tuve que pasar tres o cuatro
paginas— aparece lo que €l llama funcion de linea. En esos momentos no recordaba lo que
Rey Pastor entendia por funcion de linea y busqué los parrafos que lo aclaraban. Voy a leer
algunos de estos parrafos, donde se habla del concepto de funcion y de su importancia:

Dado el primer paso.. la Matemdtica, que a pesar de la autonomia lograda en el siglo XIX
emancipdndose de las Ciencias naturales, no desderia el contacto con éstas, antes bien, de sus
aplicaciones se preocupa, y en ellas inspira con frecuencia sus generalizaciones, aspira a lograr mds
grande exactitud y a extender su campo de influencia, intentando servir a todas las Ciencias en que
interviene la cantidad.

Propdsito tan ambicioso exige una ampliacion de sus recursos, abordando resueltamente el
estudio de las funciones de infinitas variables; y esta generalizacion puede hacerse en dos direccio-
nes, segiin se considere un conjunto numerable de variables, o un conjunto continuo.

1. Julio Rey Pastor: “Introduccion a la Matematica Superior. Estado actual, métodos y problemas”,
Biblioteca Corona, Madrid, 1916, pdg. 118 y ss. Reeditado en 1983 por el Instituto de Estudios Riojanos.
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EL PROBLEMA DE DIRICHLET Y LA MEDIDA ARMONICA

A continuacion, empieza a hablar de lo que son funciones de linea y dice:

(;Qué es una funcion?.. Es un nimero variable que depende de otro niimero variable. Por
ejemplo, el drea de un circulo depende exclusivamente del radio... Pero, ;y el drea de un recinto
cualquiera? También ésta depende del contorno, mas no de su longitud, no del perimetro, sino de la
forma total de la curva...

Ahora bien, dar una curva es dar todos sus puntos, cada uno de los cuales puede venir determi-
nado por un par de niimeros... De otro modo: la curva puede venir dada por su ecuacion.. y = f(x);
pero ésta equivale a infinitos datos; pues dar una funcion f(x) arbitraria, es dar los infinitos valores
de y correspondientes a los infinitos valores de x de un cierto intervalo. ...

Un ejemplo fisico: Dado un disco metdlico, para hallar la temperatura estacionaria en un punto
interior, basta conocer la temperatura en el contorno; mas no en uno ni en varios puntos, sino en
todo el contorno. He aqui, pues, un niimero que depende de los valores de una funcion en todo un
continuo de puntos, esto es, otra funcion de linea.

De manera que, segun este texto de Rey Pastor, lo que él llamaba funcion de linea es lo
que hoy nosotros llamariamos operador o, en el caso al que se refiere en concreto Rey Pastor,
puesto que los valores no son otras funciones sino numeros, llamariamos funcional, algo que
depende de un conjunto de funciones y toma un valor numérico. Este concepto, y mds aun el
problema fisico concreto que ¢l menciona, el de hallar la temperatura estacionaria en el
interior conocida la temperatura en el borde, es un problema sobre el cual puede ser bonito e
interesante dar una pequena vision acerca de lo que ha sido y estd siendo en estos momentos.
De manera que decidi, tomando esto nada mas que como una excusa, hablar sobre el proble-
ma de la medida armonica, o de la solucion a este problema fisico que menciona Rey Pastor.
Asi que ahora empezamos a hablar de Matematicas.

EL PROBLEMA DE DIRICHLET

Si tenemos un dominio abierto y acotado (nos limitaremos a R? por sencillez) que estad
rodeado por una curva de Jordan, y para cada punto s de la frontera conocemos la tempera-
tura estacionaria p(s) y queremos saber cudl es la temperatura en un punto interior z del
dominio (ver Fig. 1), un razonamiento fisico bastante sencillo permite hallar la ecuacion del
calor. Que la temperatura u(z) sea estacionaria quiere decir que la derivada de u respecto al
tiempo es cero, lo cual se traduce en que la solucion, que ha de ser continua en todo el
dominio incluida la frontera, debe satisfacer en el interior la ecuacion de Laplace, Au = 0.
Ademas, nuestra funcion debe acoplarse a los datos que conocemos, es decir, debe cumplir la
condicion de contorno u = ¢ en la frontera. Este es el famoso problema de Dirichlet, que
también responde a muchos otros problemas fisicos. Por mencionar uno entre los mas obvios,
el céalculo del potencial gravitatorio o eléctrico en el interior de un dominio cuando se
conocen los valores de ese potencial en la frontera es un ejemplo fisico que cae dentro de este
modelo matematico:

Problema de Dirichlet: Dado D dominio abierto acotado en R?, I" = 0D curva cerrada simple

(de Jordan) y ¢ funcién continua en I', hallar u funcion continua en D =DUT tal que
u=@enlyAu=0enD.
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Figura 1

Supongamos que elegimos un punto z, del interior del dominio y queremos hallar la
temperatura en ese punto z, olvidandonos de momento de los demas. Nos fijamos en todos
los posibles datos que pueda tener la funcion, de manera que a cada dato que nos den —cada
funcion continua @ en el borde— le asociamos el valor de la temperatura u en el punto
interior z, fijado (¢p—u(z,)). Esa correspondencia, que seria una funcion de linea en la
terminologia de Rey Pastor, es lo que ahora se llamaria un funcional definido sobre la clase
de todas las funciones continuas en I'. Y ese funcional verifica tres propiedades: es lineal; si
@ es positiva la temperatura en el interior también es positiva; y si la temperatura @ es
constante en todo el borde entonces esa misma constante es la solucion en el interior.

Vistas las tres propiedades que verifica esta correspondencia podemos invocar un
teorema, ya conocido pero que Rey Pastor probablemente no estimo oportuno citar, que es el
Teorema de Representacion de Riesz, que puede aplicarse en condiciones mucho mas genera-
les cada vez que tenemos una situacion de estas caracteristicas. Si K es un compacto y
tenemos un funcional T del conjunto de las funciones continuas sobre K en R (en este caso K
es la frontera del dominio) verificando las tres propiedades anteriores (la tercera es ahora
T(1) = 1), el Teorema de Riesz permite asociar a este funcional una tnica medida de probabi-
lidad en la frontera de manera que el valor T¢ viene dado por la integral de ¢ respecto a esa
probabilidad. En términos probabilisticos es la esperanza de ¢ con respecto a esa probabili-
dad. Mas exactamente:

Teorema de Representacion de F. Riesz (1909): Sea K compacto, T: C(K)—R lineal, T1 =1,
Teo =0V @=0. Entonces, existe una unica probabilidad p en K tal que T = fK(pdp =E(p).

En el caso, por ejemplo, de la temperatura, o del potencial, esto no es sorprendente ya
que significa que la temperatura en el punto z, es, de alguna manera, un cierto promedio de
las temperaturas en el contorno. La expresion «un cierto promedio» quiere decir que el peso
con el cual se va a promediar dependera del punto porque es también fisicamente muy claro
que, si el punto z, esta muy cerca del borde, la temperatura en una parte cercana del contorno
va a influir mas que la de una parte del contorno que esté lejos. Luego debe ser un promedio
ponderado en el cual influirdan mds los puntos mas proximos. Aunque esto es bastante
impreciso, si que es importante entender la solucion al problema como un promedio aplicado

10
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EL PROBLEMA DE DIRICHLET Y LA MEDIDA ARMONICA

a los valores frontera. En nuestro caso, el Teorema de Representacion de Riesz afirma que
existe una unica medida de probabilidad w,, = w,,, en I' que depende de z, (y del dominio
D), tal que la solucion al problema de Dirichlet es

u(zy) = fl‘(p(s)dwzu(s) = E, (),

donde E, () es, en términos probabilisticos, una cierta esperanza de la funcion ¢ en la
frontera influida por z,.

Asi, cada punto z, del interior del dominio tiene asociada una medida de probabilidad
w,, en la frontera, que es por definicion la medida armonica en la frontera correspondiente al
punto interior z,. EI problema es hallarla o conocer sus propiedades tanto como sea posible.

El ejemplo mas sencillo, muy elemental, es el disco unidad (por dilatacion y traslacion se
podria tomar cualquier otro disco del plano), de manera que la frontera es la circunferencia
unidad del plano complejo. Si el punto z, es el centro de la circunferencia, entonces es bastan-
te obvio que no hay puntos privilegiados, no hay puntos del contorno cuya temperatura
influya mas porque todos estan a igual distancia. De manera que si hubiera justicia, y en el
mundo fisico en estos sentidos suele haberla, la temperatura en el centro deberia ser el
promedio de las temperaturas en el borde. Y asi ocurre:

2, =0, do, = dt, u(0) = 2/ Fe(eh)dt

Si el punto z, es un punto arbitrario que no tiene por que estar en el centro, el promedio
aparece con respecto a un cierto nucleo que se llama nucleo de Poisson y que depende de z,
mediante la expresion:

zy€ D, dw,, = P(z,,0)dt, W(zy) = 2 FP(z,,t)p(eM)dt

donde P(zyt) = (27) '(1-1z,1*)/1zy-€"1* es el nucleo de Poisson. Este es un ejemplo bien
conocido en el cual la solucidon es muy satisfactoria.

Para dominios mas generales el problema es que se puede decir respecto de la medida
armonica, de su existencia, de sus propiedades, etc. Este problema, como es bastante clasico,
ha sido estudiado desde hace mas de siglo y medio por métodos muy distintos. Aparte de
cosas muy concretas aplicadas a modelos bastante concretos, existen seis métodos generales,
por lo menos que yo conozca, para abordar el problema, de los que puede decirse que
ninguno es mejor que los otros. Todos tienen sus pros y contras, unos llegan a ver mas donde
los otros ven menos y viceversa. Alguno de ellos es aplicable solo en el caso del plano, pero la
mayoria se aplican en todas las dimensiones con mas o menos dificultades, a veces con las
mismas dificultades. Estos métodos son: 1) el de la aplicacion conforme, 2) el del movimiento
browniano, 3) el de los operadores integrales, 4) el de las funciones de Green, 5) los métodos
variacionales basados en el principio de Dirichlet, 6) el de Perron, que consiste en el uso de
funciones que se llaman subarmonicas.

Mi objetivo inicial era describir un poco estos seis metodos; pero por cuestion de tiempo
me limitareé a hacer una breve exposicion de los tres primeros.

Los métodos en si son clasicos, de manera que su descripcion no va a aportar nada que
sea excesivamente reciente; sin embargo ésta es un area muy activa en la cual hay problemas
interesantes, fascinantes, todavia abiertos. Para dar una idea de su vitalidad quiero mencionar
tres resultados recientes, sobre los que hablaré mas adelante. Estos son el resultado de
Makarov (1985), sobre la dimension de la medida armonica, y los resultados de Dahlberg y

11

— 409 —



J. L. RUBIO DE FRANCIA

de Calderon, sobre el potencial de capa doble y sobre la equivalencia entre medida armodnica
y longitud en la frontera en dominios de Lipschitz, que son del ano 1977.

A continuacion voy a describir brevemente algunos aspectos de los tres primeros
métodos que he senalado para el estudio de este problema.

METODO DE LA APLICACION CONFORME

El primer método, el de la aplicacion conforme, esta basado, como su nombre indica, en
el Teorema de la Aplicacion Conforme de Riemann, que es algo que solo existe en el plano y
no existe, por lo menos en version tan satisfactoria, en mads variables. Si D es un dominio
acotado simplemente conexo y U designa el disco unidad, entonces se puede establecer una
aplicacion conforme, es decir biyectiva y que ella y su inversa sean analiticas en el sentido de
la variable compleja, entre U y D. Ademas se puede prescribir que la imagen del origen sea
cualquier punto interior que nosotros fijemos. De manera que si lo que queremos estudiar es
la medida armonica inducida por el punto z, conviene que la aplicacion conforme transforme
el 0, porque el O es el punto mas sencillo del dominio U, en el punto z, (ver Fig. 2):

FFlA) g A

—_—

F-l

Figura 2

Teorema de la Aplicacion Conforme de Riemann: Sea D CC un abierto simplemente conexo,
D # Cy z, € D. Entonces, existe una aplicacion F : U = { Izl < 1} <> D tal que F(0) = z,, y
F, F! son analiticas.

Pasando de un dominio a otro mediante F y F™!, como la composicion con aplicaciones
analiticas conserva las funciones armonicas (funciones que satisfacen la ecuacion Au = 0), el
teorema anterior permite convertir el problema en el dominio D en un problema en el disco
unidad, en el cual ya hemos visto que la solucion es conocida y sencilla. Eso nos dice que la
medida armonica correspondiente a z, de un trozo de la frontera A (ver Fig. 2), que puede ser
mucho peor que un arco aunque esté dibujado de esa manera, es la medida armonica corres-
pondiente al punto 0 y al dominio U del trozo correspondiente en este camino de ida y vuelta
mediante la aplicacion conforme. Y como éste esta calculado antes como su medida de
Lebesgue normalizada, esto resuelve el problema en este caso. Asi tenemos la medida
armOnica para un conjunto cualquiera. El valor de la solucién del problema de Dirichlet en
un punto z, también vendria expresado de la misma manera que para el problema de
Dirichlet en el disco, solo que componiendo la funcion . Esta estaba definida en la frontera

12
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EL PROBLEMA DE DIRICHLET Y LA MEDIDA ARMONICA

de D y al componerla con F tenemos la funcion definida en la frontera del disco. De manera
que sin mas que escribir

wz(A) = #F(A)l, u(z,) = &[F@oF(et)dt

obtenemos la medida armdnica correspondiente a z, y el valor de la solucidn del problema de
Dirichlet en z,, que son los mismos que en el primer ejemplo que citdbamos, solo que todo
hay que componerlo con la aplicacion conforme F o su inversa F~'.

Este es un método elegante y sencillo de resolver el problema para un dominio simple-
mente conexo general. Y es bueno en cuanto a garantizar de una manera comoda y rapida
que la solucion existe. Por otra parte, ya estaba escrito en el Teorema de Representacion de
Riesz aunque no lo hemos enfatizado, la solucion cuando existe es unica, por el principio del
maximo de las funciones armonicas, de forma que no hay nunca problema de unicidad.
Como deciamos, este método garantiza la existencia, dice muy poco o practicamente nada
sobre lo que queremos saber, sobre como es la medida armonica. Nos da una descripcion
aparentemente explicita, pero realmente no lo es ya que F no se conoce apenas, es demasiado
complicada como para poner nuestras manos sobre la medida armoénica y decir que le pasa a
ésta. Asi que éste no es un buen método en general, salvo para dominios sencillos en los que
la aplicacion conforme se puede manipular de una manera explicita. En esos dominios si que
da la solucion de una manera muy sencilla, pero para un dominio general es un mal método
para estudiar la medida armonica.

Pasemos entonces al segundo método que es probablemente el mas divertido, el que
consiste en el movimiento browniano.

METODO DEL MOVIMIENTO BROWNIANO

Vamos a tratar de describir muy brevemente lo que es el movimiento browniano en el
plano. Generalmente se suele describir el movimiento browniano empezando en el origen,
pero aqui lo vamos a hacer empezando en un punto z, del plano, porque es el punto con
respecto al cual se quiere hallar la medida armoénica. El movimiento browniano viene dado
por una coleccion de variables aleatorias {B},, bidimensionales, o sea, B, es un punto del
plano que depende de un espacio de probabilidad (Q,P) que no hace falta explicitar. Se
pueden hacer construcciones muy diversas. Y que verifican las siguientes propiedades:

1) La primera variable aleatoria es constante, es el punto inicial z, c.s., que quiere decir
«casi seguramente» o «salvo un conjunto de probabilidad cero», que podemos despreciar.

2) Si tomamos tiempos crecientes, t;<t,<t;<..<t,, y consideramos los incrementos
Bt,-Bt,, Bt;-Bt,, etc., esos incrementos son independientes, son variables aleatorias indepen-
dientes. Luego explicaremos que quiere decir eso desde el punto de vista practico o desde el
punto de vista de la interpretacion del movimiento browniano.

3) Si tomamos la variable aleatoria t+h menos la variable aleatoria t, es decir, segun la
interpretacion que veremos mas adelante, el vector que mide la diferencia entre donde esta la
particula en el instante t+h y donde esta en el instante t, fijados t y h, obtenemos una distribu-
cion normal, es decir, no hay direcciones privilegiadas; una distribucion normal cuya media
es 0 y cuya varianza es h, justamente el tiempo transcurrido entre los dos instantes de
medicion.

Esquematicamente, podemos escribir:

Movimiento browniano: Es una coleccion de variables aleatorias bidimensionales (B,
sobre (R, P) cumpliendo

i) By =z, cs.

ii) Bty-Bt;, Bt3-By,, .., Bt,~Bt,_; son independientes (t, <t,<t;< ..<t).

iii) By,~B, es una distribuciéon normal de media O y varianza h.
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(Como puede imaginarse uno el fenomeno fisico que pretende describir este modelo
matematico? El movimiento browniano pretende describir un camino que yo le llamaria
erratico y anarquico, de una particula en el plano que hace lo siguiente (las tres propiedades
que vamos a describir ahora se corresponden con las tres propiedades matematicas mencio-
nadas antes): Primero parte de z,. Segundo, una vez que ese camino, de alguna manera, llega a
un punto z y luego tiene que seguir a partir de alli, sigue a partir de él como si empezara de
nuevo; o sea que el movimiento browniano a partir de entonces es otro movimiento brownia-
no exactamente igual que el anterior salvo que empieza en z. De manera que la particula
sigue en cada momento sin acordarse de como y por que llegd alli. Por eso el movimiento es
erratico y anarquico. Eso se corresponde con el hecho de que los incrementos son indepen-
dientes, lo que le pasa a la particula a partir de t, no tiene nada que ver con lo que ha hecho
entre t; y t,, es absolutamente independiente. Y la tercera propiedad es que se mueve sin
direcciones privilegiadas. Eso viene expresado por el hecho de que la distribucion es normal;
es decir, cuando una particula llega a un punto no se acuerda de por donde ha venido y puede
empezar a andar en cualquiera de las direcciones con igual probabilidad en todas ellas. Lo
Unico que mide la varianza es, mas o menos, cual es la esperanza que tenemos de que después
de un tiempo h la particula esté en una determinada bola.

Entonces, B, representa la posicion de la particula en el instante t que, repito, es una
variable aleatoria, de manera que no se puede decir «estd aqui», sino lo que dice B, es «la
particula en el instante t esta en esta zona con una cierta probabilidad». Y la correspondencia
entre [0,00) y C que lleva t a B, es un camino, también aleatorio, claro, que es cada uno de los
posibles caminos que puede seguir la particula. Ahora bien, uno no se puede plantear cual es
la probabilidad de que la particula siga un camino concreto porque seria cero, pero se puede
preguntar cual es la probabilidad de que el camino que siga la particula sea de tal manera. Por
ejemplo, ;cual es la probabilidad de que el camino se cruce consigo mismo una vez?, ;cual es
la probabilidad de que el camino, después de salir de z,, vuelva al circulo de radio 1 alguna
vez?, ;cual es la probabilidad de que el camino se vaya hacia el infinito?

A pesar de lo erratico que es, el proceso es continuo, o sea que la aplicacion t—B,, el
camino aleatorio, es, casi con seguridad, continua en todos los puntos. Y también casi con
seguridad es no derivable en ningun punto. El que sea no derivable no es raro, porque si al
llegar a un punto la particula sale de alli sin acordarse de por dénde vino y si tuviese la
inmensa suerte de que el camino de llegada hubiese tenido una tangente, una derivada por la
izquierda, como no se acuerda de por donde vino, puede seguir en cualquier direccion, luego
mucha casualidad seria que fuese a seguir en la misma direccion por la que vino. De forma
que la probabilidad de que sea derivable es cero en cada punto. Pero no solo eso, sino que
con probabilidad uno el camino no sera diferenciable en ningin punto y por ello el camino es
mucho peor de lo que estd dibujado en la Fig. 3, el camino no se puede dibujar tan malo
como es.

Existen modelos fisicos, modelos de la naturaleza, que se ajustan bastante bien a este
proceso, y de hecho parece ser que por eso fue por lo que Brown empezd a estudiar este
fenémeno, aunque su fundamentacion matematica es de este siglo. Por ejemplo, parece ser
que las particulas de polvo que uno ve suspendidas experimentan un movimiento browniano.
Quiza no en el espacio porque, aunque poco, la gravedad puede influir, pero si su proyeccion
sobre un plano. También, segin dicen los biologos, ciertos organismos unicelulares, algunos
tipos de vorticelas, experimentan un movimiento tan erratico y aleatorio que el movimiento
browniano lo describe con bastante exactitud.

En principio, no parece que esto pudiera tener relaciéon con la distribucion de las
temperaturas ni con el potencial, qué son cosas bastante bien definidas y deterministas, que
no tienen nada de errdticas y andrquicas. Veamos entonces qué conexiéon hay con la medida
armonica.
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Figura 3

Dado un punto z, en el interior del dominio, vamos a empezar el movimiento browniano
en z,. Hay una segunda propiedad que no habia citado y es que el limite superior, casi con
seguridad, es infinito (lim sup,_, /B, = + o c.s.). Esto traduce el hecho de que el movimiento
browniano no se queda en una region acotada, sino que sale. Tampoco es que se vaya hacia el
infinito, sino que va y vuelve muchas veces. Entonces, el viajero browniano que hace este
movimiento alguna vez tendra que atravesar la frontera. Y nos fijamos en el punto por el que
atraviesa la frontera por primera vez, punto al que llamamos Hy, (ver Fig. 4). Naturalmente,
H,, es una vez mds una variable aleatoria porque el camino que va a seguir no es un camino
seguro, sino un camino con una cierta probabilidad de que sea éste o el otro. De manera que
H,,, que existe casi con seguridad por la propiedad segunda que hemos citado antes, es una
variable aleatoria cuyos valores necesariamente tienen que estar en la frontera. Por tanto si
tomamos un conjunto A podemos plantearnos cual es la probabilidad de que el punto en el
que el movimiento browniano toca la frontera pertenezca al conjunto A. Esto define una
cierta medida en I'.

Figura 4

Por ejemplo, supongamos que estamos en el caso mas sencillo que sabemos tratar: el
disco unidad y z, el origen. Por la propiedad iii), que era el hecho de que no habia direcciones
privilegiadas, la probabilidad de que el movimiento browniano alcance un intervalo es la
misma de que alcance ese intervalo girado. Es decir, la medida que describe la probabilidad
de que Hy, pertenezca a A es una medida invariante por rotaciones. Y una probabilidad sobre
la circunferencia que sea invariante por rotaciones es equivalente a su longitud normali-
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zada para que su longitud total sea uno. De modo que, en el caso del disco empezado el
movimiento browniano en el origen, la probabilidad de que el primer punto de alcance esté
en el conjunto A es la medida del conjunto, su longitud, dividida por 2m para que la probabi-
lidad total sea uno. Pero esa cantidad, si recordamos bien, era también la medida armonica de
A correspondiente a z,. Asi que en este caso es muy facil de comprobar que las dos probabili-
dades coinciden. Pero no es casualidad. Esto ocurre en general y es un precioso teorema, uno
de los mas bonitos que relacionan la probabilidad con el analisis, y fue probado en el ano
1944 por Kakutani. Dice lo siguiente:

Dado cualquier dominio D, tenemos una medida definida sobre la frontera del dominio
que nos dice que la medida de un conjunto va a ser la probabilidad de que el primer punto en
que el movimiento browniano corte la frontera esté en ese conjunto. Por otro lado tenemos la
medida armonica con base en el punto z, que nos da otro valor. Esos dos valores son iguales.
Dicho de otra forma, la solucion al problema de Dirichlet viene dada mediante la esperanza
de aplicar los datos del problema de Dirichlet ¢ al punto que es el primer punto de alcance
de la particula. Matematicamente,

Teorema de Kakutani (1944): Dado un dominio D acotado y I' su frontera, su medida
armonica es w4 (A) = Prob(H,,€A) YV ACT. Por tanto, la solucién en z, al problema de
Dirichlet con valor en la frontera @ es u(z,) = frcp(HZO)dP = E[p(Hy)l

Este teorema proporciona un método practico, pero en realidad impracticable, de
solucionar el problema de Dirichlet. Consideremos el dominio D; sabemos el valor de @ en
todos los puntos de su frontera y, suponiendo que ¢ es un potencial eléctrico por ejemplo,
queremos hallar el valor del potencial en el punto z, Pues bien, ponemos una vorticela en el
punto z, y dejamos que se mueva hasta que toque la frontera. En la frontera hemos puesto
una solucion paralizante, de manera que alli se queda parada la vorticela y muere. Entonces,
en el punto en que ha muerto la vorticela calculamos el valor del potencial. Pero eso sélo lo
hemos hecho una vez. Como se trata de una cuestion aleatoria tenemos que hacerlo jun
millon de veces!, para lo cual necesitamos un millén de vorticelas. Hacemos esto un millon de
veces y en cada punto en que la vorticela muere calculamos el valor del potencial. Hallamos
el promedio de esos valores y ése es el valor del potencial en z,.

Este método, aunque parezca un tanto esotérico, es muy util para interpretar cosas, sirve
para hacerse una idea de como funciona la medida armonica. También la interpretacion en
términos de la temperatura conduce a resultados parecidos, pero esta interpretacion en
términos del movimiento browniano es bastante ilustrativa.

Por ejemplo, supongamos que tenemos un dominio como el de la parte punteada de la
Fig. 5 y tratamos de hallar la medida armonica con respecto al punto z, La frontera tiene
cuatro partes: la parte del disco interior, la pequena salida, la parte que rodea al disco interior
y la parte de fuera. De manera que una inmensa parte de la frontera esta formada por lo que
en la figura se llama el conjunto A —la parte de fuera y la otra que estan senaladas por las dos
flechas—. Dicho conjunto A es un subconjunto de la frontera que, en términos de longitud, es
enorme. Se podia haber dibujado mucho mas grande, de modo que el 99% de la longitud de la
frontera estuviera contenida en A. Sin embargo, la medida armodnica de A, si tomamos como
punto base z,, va a ser muy pequena. ;Por qué? Porque, ;cudl es la probabilidad de que un
viajero browniano que empiece en z, alcance por primera vez la frontera en un punto de A?
Tiene que pasar por el callejon, no le queda mas remedio, y la probabilidad de que el
movimiento browniano pase por él es muy pequena. Concretamente, para pasar por el
callejon primero tendria que llegar a la parte del disco interior que tiene amplitud €, y ya
sabemos que la probabilidad de que el movimiento browniano pase por esa parte del disco
antes que por las demas es justo la medida de ese arco dividida por 27. De modo que la
probabilidad de que el movimiento browniano alcance por primera vez la frontera en un
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ACT=4dD

vz (A) < g;

Figura 5

punto de A es menor, no igual sino menor, que &/2m. ;,Por qué menor? Porque incluso en el
caso de que haga lo mas dificil que es llegar al callejon, de lo cual tiene una probabilidad de
€/2m, podria tener la mala idea de volverse por el mismo camino y alcanzar la frontera en un
punto de los de la circunferencia interior. Por eso la probabilidad es estrictamente menor.
Entonces, aunque la longitud de A es muy grande —hemos dicho que, por ejemplo, el 99% del
total de I'— su medida armonica respecto de z, es muy pequena. Como idea general, un
subconjunto de la frontera formado por puntos dificilmente accesibles desde z, para un
viajero browniano tiene medida armonica pequena, incluso si es un subconjunto grande.

Esto en particular quiere decir que las medidas armonicas obtenidas al tomar puntos z; y
z, distintos pueden ser muy diferentes. Por ejemplo, en el dominio de la Fig. 6, que también
tiene una apertura € nada mas, si tomamos como punto base z, y como conjuntos A y B los
indicados en el dibujo, la medida armodnica con respecto a z, de A es muy grande, es casi 1,
porque el movimiento browniano tiene grandes probabilidades de tocar en un punto de A por
primera vez, mientras que la medida armodnica de B es muy pequena. Ahora bien, si tomamos
como punto base z, las cosas son al revés, la medida armonica de B es muy grande y la
medida armonica de A es muy pequena. Sin embargo, a pesar de lo que esto pueda dar a
entender, luego veremos resultados en sentido contrario, en el sentido de que las medidas
armonicas no son tan distintas dado un punto u otro a pesar de todo.

Esta y otras aplicaciones de la interpretacion de la medida armonica en términos del
movimiento browniano ayudan a intuir lo que va a pasar. Probablemente son utiles también
para demostrar cosas, pero para eso hace falta saber mas probabilidad de la que yo sé. Los
probabilistas han obtenido de hecho resultados notables usando movimiento browniano. En
resumen, la interpretacion probabilistica de la medida armonica es muy util, mas que como
herramienta de demostracion, como herramienta de intuicion.

17

— 415 —



J. L. RUBIO DE FRANCIA

-
wzo(A) > 1 o

wzo(B) < 20

£
/‘ / Wzl (A) < o

-
WZI(B} > 1 o

Figure 6

Con ésto paso al tercer método y ultimo de los que voy a describir, que es el método de
los potenciales y de los operadores integrales.

POTENCIALES: OPERADORES INTEGRALES

En este método las cosas cambian un poco mds si uno esta en R? o en R” porque la solu-
cion fundamental del laplaciano en el plano es (2m) 'loglzl, mientras que en el espacio seria
1/1zI. Esto es lo unico que cambia, pero lo demads seria practicamente igual en el espacio.
(Qué significa que la solucion fundamental es ésta? Quiere decir que el laplaciano de
(2m) 'loglz! es cero en todos los puntos fuera del origen, o sea que es una medida armonica.
En el origen no lo podemos calcular en el sentido clasico porque la funcion loglzl no es deri-
vable. Pero lo podemos calcular en el sentido de las distribuciones y la distribucion que resul-
ta es justamente la delta de Dirac (A(2m) 'loglzl = d). Esto es lo que se llama solucion
fundamental del laplaciano o, en general, para un operador diferencial cualquiera, solucion
fundamental del operador diferencial.

La solucion fundamental sirve para resolver ecuaciones como Au = g, que es la ecuacion
que debe verificar el potencial eléctrico dado por una distribucion de carga en el plano cuya
densidad sea g. El tener cargas distribuidas en el plano con una densidad superficial de carga
g significa que g(z) en un punto es, mas o menos, la carga de un pequeno disco alrededor del
punto dividido por el area del disco. Entonces, es un argumento bastante facil de electrostati-
ca, si g (g€C,(R?)) es la densidad superficial de carga, la ecuacion que debe verificar el poten-
cial eléctrico u es u =g. Y una solucion de esta ecuacion viene dada mediante la solucion
fundamental, es decir u(z) es lo que se llama la convolucién en el plano del dato g con la solu-
cion fundamental, que escrito explicitamente es la integral doble:

w(z) = [[g2 % loglz-wig(w)dw,dw,.

Ahora bien, nosotros estamos mas interesados en el caso en que la distribucion de carga
no es una distribucion sobre todo el plano sino solo sobre una curva del plano, concretamen-
te sobre la curva que rodea el dominio. Entonces, si la carga esta distribuida en una curva I'
con densidad lineal g(s) (ver Fig. 7), el potencial viene dado de la misma manera que antes
con la diferencia de que ahora es una integral sobre la linea I':
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U,g(z) = [ % loglz-slg(s)ds.

A esto se le llama potencial de capa simple generado por g. Se le podria llamar potencial
de capa generado por g, pero lo de capa simple proviene de que, como todo el mundo puede
imaginar, también hay un potencial de capa doble. Este segundo es un poquito mas dificil de
explicar, pero ocurre que, aparte de las interpretaciones fisicas, desde el punto de vista mate-
matico, el potencial de capa simple sirve mejor para el problema de Neumann que para el
problema de Dirichlet que estamos considerando. Para el problema de Dirichlet el que es
realmente util es lo que se llama el potencial de capa doble, que ahora explicamos.

o~ .

g(s) S
—*,
D
o\
Z r
Figura 7 Figura 8

El potencial de capa doble fisicamente se traduce en lo siguiente (ver Fig. 8): tenemos
nuestro domino D con su curva I' que lo rodea y formamos otra curva I', alejandonos de la
frontera una longitud € en la direccion normal exterior. De manera que tenemos la curva I' y
la curva T', muy pegadita a ella. Esas van a ser las dos capas. En cada una de ellas tenemos
una densidad lineal de carga g(s)/e, pero con signo positivo en una y negativo en la otra. Con-
cretamente en la capa exterior tenemos una densidad lineal de carga g(s)/e y en la capa inte-
rior una densidad lineal de carga —g(s)/e. Si hacemos tender € a cero, el potencial generado en
el interior por estas capas, una de distinto signo que la otra, es lo que se llama el potencial de
capa doble. Un calculo muy sencillo nos conduce a que el potencial de capa doble generado
por g tiene una expresion parecida, o formalmente similar, a la del potencial de capa simple:

U,g(z) = =[5 .aﬁg_s.).]og Iz-slg(s)ds.
Pero la diferencia es que el término loglz-sl, la solucion fundamental, aparece derivado en la
direccion normal exterior.

Los potenciales de capa simple y de capa doble no es que sean importantes por su inter-
pretacion fisica sino por el hecho de que, si tenemos una funcién continua u en el dominio ce-
rrado (ue C(D) y armonica en el interior, o sea que satisface u = 0 en D, la solucion dentro
puede expresarse en términos de los valores que toma la funcion en la frontera y los valores
que toma la derivada normal exterior en la frontera, que en realidad luego veremos que son
demasiados datos. Concretamente, la solucion en el interior es el potencial de capa doble
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aplicado a la funcion restringida a la frontera menos el potencial de capa simple aplicado a la
derivada normal exterior de ese potencial:

u(z) = U,(ulp)(z) - U,(0u/0n)(2).

Lo que ocurre es que, cuando uno conoce ulp, estd en el problema de Dirichlet que es el
nuestro, y cuando uno conoce ou/on esta en el problema de Neumann, pero no se pueden co-
nocer las dos cosas a la vez. Ademas, no se pueden prefijar: si se quiere solucionar el proble-
ma fijando los valores de ul. y de su derivada normal exterior resulta que eso es fijar
demasiado y el problema en general no tiene solucion pues son demasiados datos a la vez.
Entonces, en particular, para el problema que nos ocupa que es el de Dirichlet, conocemos el
dato ul; pero no du/on. De manera que la formula que hemos encontrado para U(z) no nos
sirve. Y entonces, como lo unico que conocemos es ul. podemos decir: «,Qué pasard si ta-
chamos U, (du/0n) y nos olvidamos de ¢l de momento?» Pues pasard que no es la solucion
correcta. Pero siempre uno puede plantearse: «;cuanto me he equivocado?, ;qué error come-
temos tomando U,(ul;) como solucion?». Lo que queriamos conseguir es una funcion que
fuese armonica en el interior y que coincidiese con unos valores prefijados en la frontera. Si
uno observa la expresion del potencial de capa doble, uno ve que ahi, derivando formalmente,
y esas derivaciones se pueden justificar, lo que resulta es armonico; tanto el potencial de capa
simple como el de capa doble U,g y U,g dan funciones armonicas en el interior. O sea que la
solucion de la ecuaciéon Au = 0 en el interior se verifica para la funcion U,(ul). Lo que ocurre
es que no va a tener los valores frontera correctos. ;Cuales son los valores frontera que va a
tener en general U,g(z)? Unas cuentas sencillas permiten demostrar el siguiente lema:

Lema: lim, U,g(z)=g(s)/2+Tg(s) (s€T), donde T es un operador integral en

2—S

LX(T): Tg(s) = [ (K(s-t)g(t)dt.

Es decir, que si tomamos la funcion g en la frontera y le aplicamos el U,, la funciéon que
obtenemos es armonica pero sus valores frontera no son g, sino que son g(s)/2 mas un cierto
operador integral aplicado a g en s. Aqui es donde los operadores integrales aparecen en juego
y por eso hemos dicho que este tercer método estaba basado en el uso de operadores integrales.

Este método asi, aplicado de una manera tan burda, falla porque no da los valores fronte-
ra correctos, pero eso ya lo podiamos esperar porque hemos eliminado el potencial de capa
simple sin mas, sin pagar nada a cambio. A pesar de todo, hay un proyecto para solucionar el
problema de Dirichlet Au=0en Dy u=¢@ en I' = dD. Tomamos u(z) = U,g(z), pero esta g
no va a ser ¢ porque entonces no obtenemos los valores frontera correctos. Segun el lema an-
terior, la funcion u va a ser armonica y sus valores frontera van a ser g/2 + Tg. Entonces, lo
que tenemos que hacer es aplicar U, a una cierta g que verifique la ecuacion g/2 + Tg = @.
Eso de momento no supone mucho avance porque es reducir un problema a otro. Cuando se
reduce un problema a otro lo que hay que ver es si éste es mas sencillo o mas complicado que
el que teniamos.

Teniendo en cuenta la expresion de T, la ecuacion g/2 + Tg = ¢ es una ecuacion integral
clasica de las que Fredholm y Volterra estudiaron a finales del siglo pasado y principios de
éste. De manera que la teoria de ecuaciones integrales acude aqui en nuestra ayuda. Y en par-
ticular, con una nomenclatura mas sofisticada, lo que se puede probar es que si I' es una cur-
va de clase C?, entonces el nucleo K(s-t) que aparecia en el operador integral es de hecho
acotado (si estuviésemos en dimensiones superiores no seria acotado, pero el resto de lo que
sigue seria cierto). Entonces, el operador T es un operador compacto en L*(T') y por la teoria
de Fredholm, la ecuacion g/2 + Tg = @, donde @ era el dato que nos daban, es resoluble. Asi
pues, a partir de esta , resolvemos la ecuacion por la teoria de Fredholm, calculamos g, a es-
ta g le aplicamos el potencial de capa doble y eso resuelve el problema de Dirichlet. Este es el
método basado en la teoria de operadores integrales, y en particular en la teoria de Fredholm
para operadores compactos.
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Observemos que cuanto mas regular es la frontera, mejor es el operador integral que apa-
rece. Aqui necesitamos dos derivadas, de hecho en términos de derivadas fraccionarias se ne-
cesita un poquito mas que una derivada, una derivada mas épsilon es suficiente, pero como
no quiero decir lo que es una derivada mas épsilon vamos a dejarlo en clase C2. Pero desde
luego el método no funciona si la frontera es de clase C' o Lipschitz. ;Qué quiere decir Lips-
chitz? En vez de dar la definicion expliquémoslo con una figura: Lipschitz quiere decir que
puede tener picos, como tiene la Fig. 9, puntos en los que la frontera no tiene tangente, pero
esos picos tienen que estar en un angulo positivo. Lo que no puede darse es una situacion co-
mo por ejemplo y = ‘/Ix_l que tiene un entrante en el que las dos tangentes coinciden. Esa cur-
va no es Lipschitz, pero cualquier otra que tenga picos con derivadas laterales que formen un
cierto angulo, que no coincidan, que no sean opuestas unas de otras, da lugar a un dominio
Lipschitz.

Cuando T es C! o Lipschitz, el nucleo verifica la estimacion IK(s-t)I<1/Is-tl. Pero aun-
que verifique esa estimacion, la integral f ¢IK(s-t)ldt es infinita en general, o sea que el nucleo
no es integrable. De modo que la integral que definia el operador T no es absolutamente con-
vergente, y hay que entenderla en el sentido de valor principal. Esto es lo que se llama una in-
tegral singular. Por tanto el problema se complica cuando el dominio sdlo es derivable una

Figura 9

vez o en general es Lipschitz, y todo este proceso asi tan obvio no funciona. Sin embargo,
aqui viene el primer teorema nuevo —nuevo quiere decir relativamente reciente— de esta teo-
ria, que es el Teorema de Calderon: Si I' es una curva Lipschitz, entonces el operador que he-
mos llamado T, que es el operador de capa doble actuando en la frontera, resulta estar
acotado en L*(T'), cosa que no es en absoluto obvia (fue un objeto de deseo durante muchos
anos demostrar este teorema). Ademas, dicho operador es compacto y cumple que un medio
de la identidad mas T es un operador invertible en L*(T). Es decir,

Teorema de Calderdn (1977): Si I es Lipschitz, el operador T es acotado en L%(T'), es com-
pacto y ademas I/2 + T es invertible.

Asi, el problema de Dirichlet se puede resolver para un dominio de Lipschitz D tomando
no solo datos continuos, sino algo mas general: tomando datos ¢ que estén en L¥(T') (que @
estan en L%(I") quiere decir que su cuadrado es integrable respecto a la longitud de arco). Por
supuesto eso lo verifica una funcion continua pero también lo verifican funciones mas genera-
les. Asi pues, el teorema permite resolver el problema de Dirichlet para este tipo de funciones
tomando el programa que hemos dicho antes: como el operador I/2 + T es invertible, a la fun-
cion @ le aplicamos el inverso de este operador y tenemos la funcion g; a ésta le aplicamos el
operador de capa doble y obtenemos u. En resumen, u = U,[(I/2 + T)'@]. O sea, el programa
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es el mismo que antes, pero ahora no es en absoluto obvio el hecho de que el operador T es
acotado en L*(I') si la curva T es Lipschitz, y probablemente es uno de los teoremas de Ana-
lisis mas profundos probados en la segunda mitad de este siglo.

Debia haber advertido antes, quiza al principio para salvaguarda, que para hacer la expo-
sicion mas sencilla iba a decir, probablemente he dicho y estoy diciendo ahora, mentiras
pequenitas. Voy a justificarme un poco. Realmente, aunque lo anterior es cierto, no se deduce
del Teorema de Calderon de 1977: el Teorema de Calderon fue mejorado después, ligeramen-
te mejorado. Tal como él lo probd en 1977, la curva tiene que ser de clase C'. Pero bueno,
moralmente el Teorema de Calderon da basicamente el resultado.

Con todo esto he descrito un poco, creo que someramente pero quiza lo suficiente para
dar una idea, los tres primeros métodos y he hablado del primero de los tres resultados que
queria mencionar. ;Cual es el segundo teorema? El segundo teorema es el Teorema de Dahl-
berg, que expongo a continuacion.

EL TEOREMA DE DAHLBERG

Si recordamos como era la solucion al problema de Dirichlet en el caso sencillo, el caso
del disco, ésta venia dada por P(z,,t)dt, que de hecho era una medida definida por una densi-
dad con respecto a la longitud de arco (dt, salvo el 2, es la longitud de arco). De manera que
la medida es lo que se llama absolutamente continua respecto a la longitud de arco, y viene
dada no como una medida extrana sino con una cierta funcion multiplicada por la longitud
de arco. Y eso ocurre también en los dominios «bonitos», por ejemplo en los dominios de cla-
se C2. Uno puede calcular también en términos de potencial de capa doble como es la medida
armonica en términos de la longitud de arco: es una cierta funcion multiplicada por la longi-
tud de arco. En general, para los dominios Lipschitz no se sabia si eso era cierto, ni siquiera si
podia ocurrir que una tuviese medida positiva donde la otra era cero y viceversa. Dahlberg en
1977 probo que la medida armonica y la longitud de arco son equivalentes. Mas aun, si el do-
minio es un dominio Lipschitz acotado, entonces la medida armonica venia dada por una
cierta densidad k(z,,s), que depende por supuesto de z,, con respecto a la longitud de arco ds
en I'. O, lo que es lo mismo, la solucion al problema de Dirichlet con dato @ en la frontera
viene dada como la integral sobre I" del dato multiplicado por la funcion de densidad. Ade-
mas, esta densidad no sélo es una densidad integrable, que tendria que serlo para que la medi-
da fuese finita, sino que es algo mejor que integrable: esta en la clase L¥T') (y de hecho L¥(T)
no se puede mejorar).

Teorema de Dahlberg (1977): Sea D dominio Lipschitz acotado, I' = dD. Entonces,
Vz,€D, dw, =k(zys)ds (ds = longitud de arco en T'). Es decir, la solucion al problema de
Dirichlet con valor @ en I es u(z,) = _[rK(zo,s)(p(s)ds‘ Ademas, k(z,,-) € LA(T:ds).

Observaciones:

1) Esto resuelve en primer lugar el problema de saber si la medida w,, es absolutamente
continua respecto a la longitud de arco, que es la medida de Lebesgue en la frontera. En parti-
cular, si la longitud de un trozo de curva es cero, la medida armonica de ese trozo es cero. Es
decir, designando a la longitud de arco mediante la medida con barras, tendremos:

1Al = [,ds =0 = w,(A) = 0.

En vista de que con la figurita de los dos circulos (Fig. 6) hemos mostrado que la medida
armonica varia mucho de un punto a otro, uno podria pensar si este problema depende del
punto z, de base que tomemos, porque a lo mejor la medida armonica es absolutamente con-
tinua para un punto y no lo es para el otro. Pero el problema de la continuidad absoluta es in-
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dependiente del punto que elijamos. Por supuesto, la expresion de la medida armodnica varia
si uno tiene un punto u otro, pero el problema de que €sta sea o no absolutamente continua
respecto a la longitud de arco es independiente del punto elegido porque se verifican estas de-
sigualdades:

Vzo,z, € D, 3 C(z4,2,) > 0 tal que C(z,2)) < wy(A)w, (A) < C(z0,2,)", ACT.

Es decir, si se toman dos puntos, el cociente de las medidas armonicas respecto a esos
dos puntos, para cualquier conjunto, esta mayorado por arriba y por abajo por sendas cons-
tantes que solo dependen de los puntos, pero no del conjunto. En particular, si la medida ar-
monica de un trozo de la frontera es cero para un punto, es cero para cualquier otro punto y
viceversa. Estas constantes pueden ser enormes si 10s puntos z, y z, estan muy alejados o son
dificilmente accesibles entre si dentro del dominio, pero para cada z, y z, existen estas cons-
tantes. A este tipo de desigualdades se les llama desigualdades de Harnack, y de hecho se
cumplen no solo en estos casos, sino para cualquier funcidon armonica: la desigualdad de Har-
nack dice que si tomamos una funcion armonica en z, y otra funcion armonica en z, su co-
ciente verifica lo anterior. Y lo que sucede es que w,(A) depende de una manera armonica de
z cuando z varia, por eso también se llama medida armonica. De manera que estas desigual-
dades de Harnack muestran que el problema de la continuidad absoluta no depende del pun-
to elegido.

Este problema de la continuidad absoluta estaba planteado, se sabia que no dependia del
punto elegido, y estaba sin resolver en los dominios Lipschitz. Dahlberg lo resolvié y por ello
recibio el premio Salem, premio que se da cada ano en honor de Salem, por una donacion,
por un legado suyo. Y es un asunto curioso lo que ha ocurrido después. Dahlberg es un mate-
madtico sueco que entre otras cosas ahora disena coches para la casa Volvo, pero aparte de
eso sigue haciendo matematica —vamos a decir fundamental— tremendamente dura. Ademas
sabe un monton sobre computadores, y sin duda por ese trabajo y por los demds que ha he-
cho merecia el premio Salem. jSin embargo el resultado era conocido! Mejor dicho, el resulta-
do estaba escrito, pero no era conocido. Gente que trabaja en teoria de potenciales ha
descubierto mas adelante que un matematico del Este, oscuro y desconocido, tenia escrito es-
te resultado esencialmente con demostracion parecida. Quiza no daba tantos detalles, pero en
particular probaba la continuidad de la medida armonica con respecto a la medida de Lebes-
gue. No solo estaba publicado, sino escrito en un libro, libro que aparentemente nadie leyo,
pero estaba alli antes de que Dahlberg probase el teorema. Eso fue un descubrimiento a pos-
teriori que demuestra que a veces uno se puede equivocar, pero sobre todo demuestra que la
comunicacion entre el Este y el Oeste en materia cientifica no es tan buena como debia ser,
por lo menos en matematicas. Y me temo que en lo otro mucho menos porque las matemati-
cas es lo mas inocente dentro del capitulo de las ciencias.

2) La segunda observacion es que de hecho la medida armonica y la longitud de arco son
equivalentes, es decir que no solo hay una implicacion de que si la longitud de arco es cero la
medida es cero, sino al revés también: IAl = 0 & w ,(A) = 0.

3) Y la tercera observacion es que el teorema afirma algo mas: afirma que el nucleo
k(z,,~) esta de hecho en L*(I'), con lo cual la integral frk(zo,s)(p(s)ds no solo esta definida pa-
ra funciones continuas @, sino que, si ¢ esta en L¥I'), aplicando la desigualdad de Schwarz
también esta bien definida. Luego el Teorema de Dahlberg, al igual que el resultado de Calde-
ron mencionado antes, también permite solucionar el problema de Dirichlet con datos en la
frontera no solo continuos, sino incluso con datos en L*(I') que es mas general.

Este es pues el Teorema de Dahlberg, del ano 1977, que es el segundo de los teoremas
brillantes obtenidos en este area, un area ahora mismo bastante activa, porque el problema en
general no esta resuelto. Los teoremas de Calderon y Dahlberg son los dos hitos en dominios
de Lipschitz que constituyeron una de las extensiones naturales de la teoria que se buscaron
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durante los anos setenta: cuando ya se conocia desde hacia bastante tiempo que si la frontera
era C? todo iba muy bien, uno se planteaba que pasaba cuando la frontera solo es C' o Lips-
chitz. Y ésas fueron las respuestas.

Pero puede haber fronteras mucho peores. De hecho, el Teorema de Makarov, que es el
tercer teorema que vamos a explicar, se refiere a este caso.

EL TEOREMA DE MAKAROV

Si la curva de Jordan, que es la frontera del dominio, es rectificable —rectificable no quie-
re decir que tenga longitud finita, lo cual puede no ser cierto aunque la curva sea acotada, si-
no que localmente tiene longitud finita, o sea que uno puede escribirla como union de trozos
con longitud finita, aunque la longitud total sea infinita— entonces existe en ella una medida
natural, que es la longitud de arco, y con respecto a ella se compara la medida armonica. No
todos los dominios tienen esa medida natural en la frontera: los dominios pueden tener una
frontera muchisimo mas grande en el sentido de la teoria geométrica de la medida como aho-
ra voy a explicar.

Para no entrar en demasiados detalles, un ejemplo de dominio de éstos, con frontera muy
grande en el sentido de que su medida se mide en algo mas que en longitud es lo que se llama
el copo de nieve de von Koch. No esta dibujado con mucha precision (ver Fig. 10), pero voy
a explicar como se construye. La construccion es parecida a la del conjunto ternario de Can-
tor y de hecho el conjunto ternario de Cantor es otro ejemplo de conjuntos de este tipo, pero
es en la recta y aqui nos vamos a ocupar de conjuntos en el plano. Esto es lo que se llama un
fractal, o sea un conjunto de dimension fraccionaria. Este modelo concreto se construye a
partir de un tridngulo equilatero. Empezamos quitando el tercio medio de cada lado y sobre
¢l construimos otro tridngulo equildtero con base en el trozo que se ha quitado y obtenemos
una estrella. Ahora, en cada uno de los tres tridngulos que acabamos de construir y en los
otros tres que ya teniamos, en los seis picos que quedan ahora iguales, hacemos la misma
operacion que en el dibujo solo esta hecha en uno de ellos: se quita la parte del centro y se
construye otro triangulo equilatero. Esto tendriamos que hacerlo en cada uno de los seis que
tenemos y en cada uno de sus dos lados, o sea que me saldrian otros doce picos nuevos. Lue-
go en cada uno de todos los que resultan quitamos la parte del medio y seguimos haciendo lo
mismo. Y continuamos indefinidamente. El dominio éste va aumentando, poquito pero va au-
mentando. Finalmente, la union de todo esto es el dominio D, y su frontera es la curva de von
Koch.

Figura 10
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Esta curva no es rectificable y de hecho su dimension es mayor que 1: es log4/log3. ;Qué
quiere decir que la curva tenga esta dimension? Entendiendo por dimension 1 lo que tiene
longitud y por dimension 2 lo que tiene area, dimension o con o entre O y 2 es lo que tiene
medida de Hausdorff finita. Vamos a explicar lo que es la medida de Hausdorff. Para que uno
se haga una idea, la medida de Hausdorff en R?, si o« <2, se define de la siguiente manera:

IAl, = inf {ZiIQiI“"2 :A C VR, Qcuadrados} (0 < a=<2).
(Esto también es una mentira, por eso en un rapto de arrepentimiento he puesto el simbolo
«=y para decir que no es igual, que mas o menos se define de esta manera, pero la definicion
es un poquito mas larga).

Recordemos como se define el area, la medida de Lebesgue. Supongamos que o fuese 2;
entonces la definicion estaria bien. Se cubre el conjunto por cuadrados Q, (el drea del cuadra-
do esta claro cual debe ser, es el lado al cuadrado), entonces tomamos el infimo de la suma de
las areas de los cuadrados que contienen a A, y esto da la medida de Lebesgue de
A (IAlL=1Al).

Si, tras hacer el cubrimiento por cuadrados, en vez de tomar aqui como medida el area
del cuadrado tomamos como medida la longitud de su lado, entonces se obtendria una medi-
da que es la medida de Hausdorff de orden 1. Y si esa medida se le aplica a una curva rectifi-
cable nos da su longitud. Esto es una manera comoda de definir la longitud de cosas que
pueden ser mas generales que las curvas rectificables. Si o = 1, |Al, es la «longitud de A», que
se le llama «longitud» porque es la medida de Hausdorff 1, y en los casos en que nosotros ya
conociamos una nocion de longitud, como en los casos de curvas rectificables, coincide con
esa nocion.

Pero esta definicion vale para cualquier o, y en particular nos permite definir medidas de
Hausdorff de cualquier orden a intermedio entre 0 y 2. Entonces, ;como se define la dimen-
sion? Pues se define asi:

dim A = sup { o : 1Al, =0 } = inf{ o : |Al, = 0}

esto es, como el supremo de los o tales que el conjunto A tiene medida de Hausdorff « infini-
ta o también el infimo de aquellos en que tiene medida cero.

Es decir, dado un conjunto, hay siempre una cortadura; se empieza desde cero con las
medidas de Hausdorff de orden o« muy pequenas y esas medidas valen infinito. Si el conjunto
tiene medida de Lebesgue cero, entonces se puede empezar a bajar y a lo mejor también tiene
medida cero para algunos «. Pues bien, el supremo de un conjunto y el infimo de otro coinci-
den, y eso define una cortadura. Este supremo e infimo comun es lo que llamamos dimension,
y es el o para el cual se puede hablar de la a-medida de Hausdorff de A.

Por ejemplo, si tomamos una curva rectificable, que es un caso intermedio, y calculamos
su medida de Hausdorff o para o<1, nos da infinito, porque o es demasiado pequena. Es simi-
lar a si queremos medir la longitud de un cuadrado: la longitud de un cuadrado es infinita, o
la medida de Hausdorff uno de un cuadrado es infinita. Pero el cuadrado lo que tiene natural-
mente es area, porque tiene dimension dos; asi que cualquier medida de Hausdorff & menor
que dos que le apliquemos nos va a dar infinito. Entonces, la dimension de un conjunto es el
numero o para el que tiene sentido hablar de la medida de Hausdorff de ese conjunto, lo cual
no quiere decir que sea finita. La d-medida de Hausdorff de un conjunto de dimension d pue-
de ser cero, infinita o finita: pueden ocurrir los tres casos, pero es la medida natural del con-
junto.

Los unicos casos en que es sencillo interpretar esto son los casos en que o es igual a dos,
que da el drea, y en que o es igual a uno, que da la longitud, si bien hay toda una sucesion de
casos intermedios. En particular el conjunto es tanto mayor cuanto mayor es su dimension,
mayor por lo menos en el sentido de la teoria geométrica de la medida.
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De modo que el conjunto que hemos llamado «copo de nieve de von Koch» tiene algo
mas que longitud, la medida natural de medir en la frontera no es la longitud; tampoco es el
area, porque no llega a tener area —no es como la curva de Peano que llena todo un area— pe-
ro llena algo mas que lo que es la medida unidimensional. Llena una medida d-dimensional
donde d es log4/log3. Por ejemplo, el conjunto de Cantor tiene dimension log2/log3, que es
menor que uno como debe ser, porque esta en la recta. Y asi se puede definir la dimension de
conjuntos que se llaman fractales, como el de la Fig. 10; fractales porque tienen dimension
fraccionaria.

Entonces uno puede plantearse, en dominios de éstos tan «feos», ;donde esta soportada la
medida armonica? Es dedir, la frontera puede tener dimension mayor que uno, pero /estara la
medida armonica soportada en toda la frontera o solo en una parte?, ;qué dimension tendra
la medida armonica? Para ello hay que explicar qué se entiende por dimension de la medida
armonica. Decimos que la medida armonica w,,, tiene dimension d si existe un conjunto
ACT=0D de dimension d que soporta toda la medida, es decir que w,,,(A)=1, con lo cual
en el resto vale cero. Ademas, si este d es el mas pequeno que se puede elegir: no puede ha-
cerse lo mismo con otro d’<<d.

Por ejemplo, en el caso de un dominio de Lipschitz o de un dominio con una curva recti-
ficable, ya hemos visto que la medida armodnica es equivalente a la longitud de arco y
entonces el conjunto soporte puede ser toda la curva sin mas, y ésta tiene dimension uno. Por
consiguiente, en el conjunto de los dominios de Lipschitz o en el conjunto de los dominios
cuya frontera es una curva rectificable la dimension de la medida de Hausdorff es uno.

El Teorema de Makarov se refiere al caso en que D es un dominio simplemente conexo
cualquiera (por ejemplo, el copo de nieve), y la frontera puede tener cualquier dimension de
Hausdorff. Se pueden construir ejemplos a medida, con la dimension que uno quiera. Si uno
dice «yo quiero dimension 5/3», uno construye un ejemplo de un dominio cuya frontera tiene
dimension 5/3, hay para todos los gustos. Pues bien, incluso en estas condiciones tan genera-
les, la dimension de la medida armonica siempre es uno. En resumen,

Teorema de Makarov (1985): Sea D simplemente conexo, I'=0D y z, € D. Entonces, dimw,,,=1.

Este es un teorema notable que asegura que, a pesar de que la frontera puede ser mucho
mayor, la medida armonica siempre esta soportada en un conjunto de dimension de Haus-
dorff uno. Luego, la medida de Hausdorff de ese soporte de la medida puede ser finita o no,
pero es de dimension uno.

Y esto, (cOmo se interpreta en términos del movimiento browniano? Esto quiere decir
que realmente, en términos de la teoria geométrica de la medida, la medida armonica esta
concentrada en un conjunto relativamente pequeno. Es como si dijésemos que un conjunto
del plano que tenga longitud, que tenga dimension de Hausdorff uno, es un conjunto pequeno
dentro del plano. Aqui no estamos en el plano porque la dimension no es dos, pero en un es-
pacio de dimension log4/log3 algo que tenga dimension uno es una cosa muy pequena, algo
parecido a un segmento dentro de un cuadrado. De manera que el conjunto en que la medida
esta soportada es pequeno. Y eso jpor qué?, ;como se puede explicar en términos del movi-
miento browniano? Hay una cantidad enorme de frontera, que es la que da toda la dimension,
que esta perdida por aquellos recovecos del copo de nive y que es muy dificilmente accesible,
el movimiento browniano casi nunca llega a ellos. Donde llega de verdad es a los puntos
«buenos», a los puntos que estan medianamente accesibles. Y esos puntos a los cuales el mo-
vimiento browniano llega con una cierta probabilidad positiva tienen dimension de Hausdorff
uno. Esta es la interpretacion.

En resumen, si I' por ejemplo es la curva de von Koch, la medida armonica tiene soporte
en A, que es un conjunto despreciable desde el punto de vista de la medida geométrica, des-
preciable porque tiene dimesion inferior a la del conjunto total. Pero el conjunto I'-A, aun-
que grande, es dificilmente accesible para un viajero browniano que empiece en el punto z,,
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Habria que decir quiza que este teorema de hecho ha sido ligeramente extendido: no solo
vale para dominios simplemente conexos sino practicamente para cualquier dominio del pla-
no. En particular para cualquier dominio acotado del plano, aunque no sea simplemente co-
nexo. Pero esa es una extension que ya no es debida a Makarov.

Por otra parte, los problemas correspondientes a este Teorema de Makarov en dimension
superior estan abiertos. El Teorema de Dahlberg y el Teorema de Calderon son teoremas
n-dimensionales; los he enunciado en el plano por sencillez pero los métodos dan lo mismo
en todas las dimensiones. Pero aqui el caso n=2 es especialmente sencillo, de manera que lo
que pasa con la medida armonica en dimension superior es un problema abierto. Por ejemplo,
hay una conjetura antigua de Oksendal que dice que la medida armonica debe ser de dimen-
sion n-1, porque n-1 es lo que resulta en los casos sencillos, claro. Si tenemos una hipersu-
perficie en R", cuando la frontera es muy buena, es de clase C2 etc., eso es lo que ocurre. La
conjetura de momento no se ha podido establecer en ningin sentido, y es un problema bas-
tante duro.
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