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RESUMEN. En este trabajo mostramos la representacién hipergeométrica de algunos
polinomios modificados y otros de tipo Sobolev. Finalmente, encontramos la representa-
cién hipergeométrica de los polinomios de Laguerre de tipo Sobolev.
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1. Introduccion

Actualmente, es conocido que un elevado nimero de problemas de la Matematica-
Fisica e Ingenierfa estdn vinculados con la ecuacién diferencial [21]

G(x)y" +7(x)y + Iy =0, (1)

donde A es una constante y & (z) y 7 (z) son polinomios de grados a lo méds 2 y 1,
respectivamente. Entre las soluciones de la ecuacién (1) se encuentran los polinomios
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ortogonales cldsicos de Hermite H,,, Laguerre LY (x) y Jacobi P2 (), los cuales se
pueden definir mediante su representacion hipergeométrica como sigue:

Hgn(x)z(—l)”<1>n1F1 1n 22 |

3
2

n —n

~1)"T 1
Lo = CD Tlratr]) o v |, a>-1, @)
n T(a+1)
a+1
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—nn+a+B+1
2 (o + 1) R
Pa7ﬂ = n F 1oz ) >_17
w (@) (n—|—a+ﬁ—|—1)n2 1 5 a, B
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respectivamente, donde ,. Fs denota la serie hipergeométrica ordinaria [16, 18, 21] definida
mediante
at, ..., ar k
(a1)y, -~ (ar)y, 2
+Fs = -—r & 3
: z Z (1), - (bs), k! )

bi,...,bs k>0

siendo
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[ G+p, k=1,

0<j<k—1

(2)g = 1, (1), =k,

el simbolo de Pochhammer (-),, también llamado en inglés “shifted factorial” [22]. Ade-
més, en (3), {a;};_; y {b; };:1 son nimeros complejos sujetos a la condicion que b; # —n
conn € N\ {0} paraj =1,2,...,s.

Dentro del marco de los polinomios ortogonales cldsicos, existen conjuntos de polino-
mios que surgen al discretizar la ecuacién (1) considerando una red uniforme, aproximando
las derivadas de primer y segundo orden adecuadamente, obteniéndose de este modo la
siguiente ecuacidn en diferencias de segundo orden

o (x) AVy(z) + 7 (z) Ay + Ay (z) = 0,

donde o (x) = 6 (x) — 7(x) /2, 7(x) = T(x) y Ay V son los operadores forward
(Af(z) = f(x+ 1)+ f (x)y backward (V f (z) = f (x)+ f (x — 1)), respectivamente.
A la ecuacidn anterior se le denomina ecuacion en diferencias de tipo hipergeométrico'y
entre sus soluciones se tienen los conocidos polinomios ortogonales cldsicos de variable
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discreta, los polinomios de Charlier C# (z), Meixner M** (z), Kravchouk K2V (), y
Hahn hf{vﬁ’N (x), definidos en [3, 23] mediante

—n,—x
Ch (x) = (—p)" 2Fo —u |, w>o0, )
n —n, —T
Ml’“(%)f%zﬂ 1—pt ], v>0, O<p<1, (5
a y
- nN| —n,—
Kﬁ’N(I)E%QFl p |, 0<p<l, n<N-1, (6
(N —n)!
-N
—r,a+pB+n+1,-n
o 1-N), (B+1), e ’
n 1-N,B+1
a,f > =1, n<N-1,
respectivamente.

El propésito de este trabajo es mostrar la representacion hipergeométrica de algunos
polinomios modificados y otros de tipo Sobolev, resultados alcanzados por otros autores.
Ademds, se expondra un método ya desarrollado por Alvarez Nodarse y Francisco Marce-
11an en [1] para conseguir la representacion hipergeométrica de los polinomios de Laguerre
de tipo Sobolev conseguidos en [7] y [11].

2. Representaciones Hipergeométricas

En esta seccidn se van a presentar algunos resultados propuestos por algunos autores.
Ademds, se desarrollard una demostracion para obtener la representacion hipergeométrica
de los polinomios de Laguerre de tipo Sobolev, conseguidos en [7] y [11], teniendo en
cuenta una férmula de conexidn similar a la utilizada por Bavinck en [6, eq. (2.13)] asi
como el método desarrollado por Alvarez Nodarse y Francisco Marcelldn en [1].

2.1. Polinomios ortogonales discretos modificados y de tipo Sobolev

Del articulo [2], se conoce que los autores consideraron los polinomios ortogonales
modificados de tipo Charlier C#* (z), de tipo Meixner M;*#* (x) y de tipo Kravchouk
KPN:A (), 1os cuales son ortogonales con respecto al funcional lineal % sobre el espacio
lineal de los polinomios con coeficientes reales, definido mediante

(%,P)={(Z,P)+\P(0), z€N, \>0,

donde .Z es un funcional de momentos cldsico asociado a los polinomios ortogonales
discretos definidos en (4)-(6). Ellos demostraron que éstos polinomios se pueden escribir
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mediante su representacion hipergeométrica como sigue,

—n,—x, 1+ A"

ChA (z) = (—p)" 3k -t ],
xA;!
(). —n,—x,1+zB,;!
M'r’?lh)\ (1‘) = ( _nl)n 3F2 1_,“_1 )
. v, zB,*
Y 1
n -n,—x,1+xD_
(7p) N! ) ) n 3
K£1N7)\ (1’) = (N — )| 3F2 p ! )

—N,xD;!

respectivamente, donde

n

n! (1+ MKer§_; (0,0))’

’un (1 — u)ry_l (7)71
nl (14 AKerL, (0.0))

y
b p"(L—p) "
" (N =n)lnl (14 AKerX_, (0,0))
siendo
_1ynt
Kerj,_; (z,0) = ( 13! VG @)
et
Ker) | (z,0) = (=) (nl ) VM (),
1—n
p
Kerﬁ_l(z,o):( n!) VEPN (2).

Por otro lado, los autores en [4], consideraron los polinomios ortogonales de tipo Hahn

(D" (N-DIM(a+B+n+1)T(B+1)
(N—n—-1DIT(a+p+2n+1)
—na—$7a+5+n770+1771+1
X 5Fy 1 |, v, definido en [4, eq. 8],
1_N56+1a70771

hz,ﬁ,N,/\,p (z)

ortogonales con respecto al funcional lineal % soportado sobre el intervalo [0, N), definido
mediante

(U, PQ)=(#,PQ)+AP(0)Q0)+pP(N-1)Q(N—-1), zeN, Xp>0,
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donde .7 es un funcional de momentos clésico asociado con (7), definido como

Fla+N-z)T(B+1+2x)
I'(N—-2)T(1+x) ’

(. PQ)= >  P)Q()

0<z<N-1

a, B> —1.

Recientemente, en [14] los autores consideraron la sucesion {Qﬁ}nzo de polinomios
ortogonales con respecto al siguiente producto interno sobre P

(P = / " p (@) q(2) A (@) + A Ap(e) Ag(e),

donde \ € R y ¥(® con a > 0, es la bien conocida distribucién de Poisson de la teorfa
de probabilidad

—a T

(n,) _8 a -
A\ (z) = o z=0,1,2,...,

Entre los resultados obtenidos en esta contribucion cientifica, los autores consiguieron la
representacion hipergeométrica de los polinomios Q7 (z), ver [14, eq. 21].

2.2. Polinomios ortogonales continuos de tipo Sobolev

Hoy en dia existen muchos resultados vinculados a estos tipos de polinomios, entre los
que destacan, los que a continuacién se presentan.

En [5] los autores determinaron la ecuacién diferencial de segundo orden de los
polinomios

on—3 (a+3),_5m(0)
n+a+pB+1),

—n,n+a+B+1,680+1,8+1,8+1,8+1
X 6F5 5 ’

o+ 3)607ﬁ1762a/83

PT?VB7A17Bl7A27B2 (33)

ortogonales con respecto al producto interno

1
(9, q) z[1p<x>q<x><1fx>“ (1+2) de + Ap(1)q (1)
+ Bip(—1) g (1) + Asp (1) ¢ (1) + By (1)’ (~1),

donde 74 (0) = v, 80515203, vy, estd dado en [5, eq. 50] y los coeficientes — Sy, — 1,
—pP2y — 3 son los ceros de un polinomio de cuarto grado en k, ver [5, eq. 49].

Por otro lado, en [11], los autores estudiaron las propiedades asintéticas de los polino-
mios ortogonales de Laguerre de tipo Sobolev definidos mediante

L3N (@) = L3 (1) - Nl ) 0n ), ®)
L+ N7 (7,7)
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Aquia > -1, yeR_,NecR,y

_ MK, (2,y)

A (o) = =5 55 5 e 12,

donde

T Py () Py (y)

K, (x,
() BE

b)
0<k<n

denota el n-ésimo polinomio kernel. En este caso en particular P, (x) = L% ().

A continuacidn escribiremos estos polinomios en su representacion hipergeométrica.

Proposicion 1. Sean o > —1, v € R_, y N € R. Entonces, los polinomios ortogonales
de Laguerre de tipo Sobolev (8) se pueden escribir mediante la siguiente representacion
hipergeométrica

(—1)"T (n+a+1) By () (¥ (z) - 1)

La,’y,N _
(@) I'la+1) n(n+ a)
—n. 27N (x)
X 2F2 x ) (9)
a+1,E0mN () —1
donde

n(n+a) AT (2)
By (x)

y A2 N () y BN (1) estdn definidos en (12)-(13), respectivamente.

=7, N (r) =

—n+1, (10)

Demostracion. En efecto, a partir de (8) y

Ly (@) Ly (@) — LG (2) Ly (@)
t%/n(g,l) (l’,’}/) _ 1 n n—1 n n
1 IM%ﬂf[ (2~ a)°
L%@NELO(@—L§4@ﬂLﬁ(®} (ver [11, eq. 271,
(z —a)
deducimos la siguiente férmula de conexién
157 (2) = AN (2) L3 (@) + Be ™ (2) L (), (an

donde

AT () =1 - N (L%)(l(lv)) Ly () + (x . 7) (L%;) (7)7 12

L+ N, (7,7) HL3—1H (x—7)

y !/ /

1+ NS () 2oL | (@ =)
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siendo || L%||> = n!T’ (n 4 o+ 1), para n € N, ver [12, eq. 8]. Luego, teniendo en cuenta
(11) y (2) asi como
(—x), =0, si z<k,

obtenemos
n k
Lg,w,N (x) — (71) I (n +o+ 1)A%”Y’N (I) (_n)k .’ﬂi'
I'a+1) oFin (a+1), k
()" 'T(n+0) pyn (1 —n), 2t
+ By N (z) > —
n |
F'(a+1) 0<igh (a+1), k
Por otro lado, usando la identidad
n—=k
(1-n), = " (=1
obtenemos
-n)"r 1 — k
Lz,'y,N (.I) _ ( ) (Tl +o+ )Aoz,fy,N (Z‘) ( n)k i
M'a+1) e (a+1), k!

N (-)"T(n+a+ l)Ba,%N (2) Z (k—n)(—n), 2"

nn+ao)T(a+1) " o5z (at 1), ik

de donde conseguimos

rpr @y = CEOEaED 5 g gy L o

r (a +1) oSt (a +1), k!
siendo N
BaN ()
a,y,N —_n an’Y,N kE—1
0NN () = e (BN (@) k1),

donde 27 (z) estd dada en (10). Luego, realizando ciertos cdlculos deducimos

BN (2) (BN (1)~ 1) (20N (@),

QXN (4) = .
() n(n+ ) (BN () — 1),
Como consecuencia, tenemos
, N =a, N
LN (gy = (L0t ot 1) Bp7 7 (@) (B2 (@) — 1)
Ma+1) n(n+ a)

(-n),  (EN(2), oF
(a+1), @ N (z)— 1), kI

0<k<n

lo cual coincide con (9). O
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Ademas de este resultado, en [12] los autores analizaron algunas propiedades de los
polinomios ortogonales con respecto a un producto interno de tipo Sobolev correspon-
diente al caso general diagonal de los polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev y
obtuvieron una representacion hipergeométrica de tales polinomios, ver [12, Teorema 8§].

Por otro lado, en [7] los autores consideraron la sucesién de polinomios de Laguerre
de tipo Sobolev {Lf,‘jM*N (x) }nZO’ los cuales son ortogonales con respecto al producto
interno

(,q) F(O}Jrl)/ooop(x)ﬂx)xae‘”derMp(O)q(OHNp’ (0)q' (0).

No obstante, fue en [17] que los autores del mismo obtuvieron la siguiente representacion

~ ~ / ~ "
LN (@) = AMNLG () + BV (L) () + OV (L) (@), (4)

donde

Ly (z), s)

A =1eu () AT ()

MN n+ao)(nt+a+t+l
+— )
(@+1)(@+2)\n—-1)\ n-2
B7(1M,N):M n+a« +n—1N n—+a« +%N2 n+ao\/n+a+l 7
n a+1 n—1 (+1) n n—2
(M,N) N (n+a MN (n+a\/n+a+1
On’ = _|_72 )
atl\n—1/) " (a+1)°\ n n—1

A continuacidn, teniendo en cuenta la férmula de conexion (14) daremos el siguiente
resultado.

Proposicion 2. Sean o > —1, y M, N € R,. Entonces, los polinomios ortogonales de
Laguerre de tipo Sobolev (14) se pueden escribir mediante la siguiente representacion
hipergeométrica

LaOMN () — T (n+a+1) BGMY () (9MN (2) — 1)
" B T'(a+1) nl(n+ )
_ )(I)a ,M,N (m)
X ofy xz |, (16)
a+1,e0MN () -1
donde

(n +a) AR ()
By (x)
y ACMN () y B&MN (1) estdn definidos en (19)-(20), respectivamente.

PMN () = — —-n+1,
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Demostracion. En efecto, haciendo uso de la siguiente relacion

v (E5) (@) = nEg () — (n+ 0) L3, (2), (17)

asf como de la ecuacién diferencial de segundo orden

_ " - / ~
o (13) @+ @+ 1-2) (13) (@) +nl3 @) =0, 1s)
deducimos
LGN (@) = AN (2) L (@) + By MY (@) Ly (@),
donde
Ag’M’N (z) = ASL]\/[,N) + n <B7(1M,N) + LHCT(LM,N) _ CT(lM,N)), (19)
€T X
y
BEMN () = _nta (BT(LM,N) n x_a_lcr(lM,N)>. (20)
€T X

Luego, procediendo de forma andloga a la demostracion anterior arribamos al resultado
(16). O

Los autores de [8] consideraron una férmula de conexidn similar a (14) para unos poli-
nomios Jacobi de tipo Sobolev, ver [8, eq. 1.4]. Ademads, los autores de [13] consideraron
una férmula de conexidn similar a (11) para unos polinomios Laguerre de tipo Sobolev, ver
[13, eq. 28]. Por tanto, siguiendo un procedimiento similar a lo expuesto anteriormente, se
puede llegar sin problema alguno a la representacion hipergeométrica de estos polinomios,
lo cual dejamos al lector interesado.

Conclusiones

En este articulo se ha mostrado que la férmula de conexién del tipo (11) es util para
determinar la representacion hipergeométrica del algunos polinomios de tipo Sobolev.
Ademas, formulas de conexidn del tipo (14) se pueden representar sin problema alguno
como (11), tan sélo con tener en cuenta relaciones de la forma (17)-(18), segin el caso en
que se trabaja.

Existen otros articulos donde se determina la representacion hipergemétrica de poli-
nomios ortogonales modificados y de tipo Sobolev, para mas detalles consultar [5, 10],
asf como otros trabajos donde no aparecen, por citar [6, 9, 11, 15, 19, 20]. Lo presentado
en este trabajo, es normalmente analizado y desarrollado por los investigadores que se
dedican al estudio de los polinomios ortogonales, donde atin queda mucho por investigar.

Los autores de este trabajo, deseamos que lo presentado en este articulo sea de gran
provecho para futuras investigaciones, asi como de gran utilidad desde el punto de vista
did4ctico-docente.
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