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RESUMEN. En este trabajo mostramos la representación hipergeométrica de algunos
polinomios modificados y otros de tipo Sobolev. Finalmente, encontramos la representa-
ción hipergeométrica de los polinomios de Laguerre de tipo Sobolev.
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1. Introducción

Actualmente, es conocido que un elevado número de problemas de la Matemática-
Física e Ingeniería están vinculados con la ecuación diferencial [21]

σ̃ (x) y′′ + τ̃ (x) y′ + λy = 0, (1)

donde λ es una constante y σ̃ (x) y τ̃ (x) son polinomios de grados a lo más 2 y 1,
respectivamente. Entre las soluciones de la ecuación (1) se encuentran los polinomios
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ortogonales clásicos de Hermite Hn, Laguerre Lαn (x) y Jacobi Pα,βn (x), los cuales se
pueden definir mediante su representación hipergeométrica como sigue:

H2n (x) ≡ (−1)
n

(
1

2

)n
1F1

 −n x2
1
2

,

H2n+1 (x) ≡ (−1)
n
x

(
3

2

)n
1F1

 −n x2
3
2

,
Lαn (x) ≡ (−1)

n
Γ (n+ α+ 1)

Γ (α+ 1)
1F1

 −n
x

α+ 1

, α > −1, (2)

y

Pα,βn (x) ≡
2n (α+ 1)n

(n+ α+ β + 1)n
2F1

 −n, n+ α+ β + 1
1−x
2

α+ 1

, α, β > −1,

respectivamente, donde rFs denota la serie hipergeométrica ordinaria [16, 18, 21] definida
mediante

rFs

 a1, . . . , ar
z

b1, . . . , bs

 ≡∑
k≥0

(a1)k · · · (ar)k
(b1)k · · · (bs)k

zk

k!
, (3)

siendo

(z)k ≡
∏

0≤j≤k−1

(z + j) , k ≥ 1,

(z)0 = 1, (1)k = k!,

el símbolo de Pochhammer (·)k, también llamado en inglés “shifted factorial” [22]. Ade-
más, en (3), {ai}ri=1 y {bj}sj=1 son números complejos sujetos a la condición que bj 6= −n
con n ∈ N\ {0} para j = 1, 2, . . . , s.

Dentro del marco de los polinomios ortogonales clásicos, existen conjuntos de polino-
mios que surgen al discretizar la ecuación (1) considerando una red uniforme, aproximando
las derivadas de primer y segundo orden adecuadamente, obteniéndose de este modo la
siguiente ecuación en diferencias de segundo orden

σ (x) ∆∇y (x) + τ (x) ∆y + λy (x) = 0,

donde σ (x) = σ̃ (x) − τ̃ (x) /2, τ (x) = τ̃ (x) y ∆ y ∇ son los operadores forward
(∆f (x) = f (x+ 1)+f (x)) y backward (∇f (x) = f (x)+f (x− 1)), respectivamente.
A la ecuación anterior se le denomina ecuación en diferencias de tipo hipergeométrico y
entre sus soluciones se tienen los conocidos polinomios ortogonales clásicos de variable
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discreta, los polinomios de Charlier Cµn (x), Meixner Mγ,µ
n (x), Kravchouk Kp,N

n (x), y
Hahn hα,β,Nn (x), definidos en [3, 23] mediante

Cµn (x) ≡ (−µ)
n

2F0

 −n,−x −µ−1
−

, µ > 0, (4)

Mγ,µ
n (x) ≡

(γ)n µ
n

(µ− 1)
n 2F1

 −n,−x 1− µ−1
γ

, γ > 0, 0 < µ < 1, (5)

Kp,N
n (x) ≡ (−p)nN !

(N − n)!
2F1

 −n,−x p−1

−N

, 0 < p < 1, n ≤ N − 1, (6)

hα,β,Nn (x) ≡
(1−N)n (β + 1)n
(α+ β + n+ 1)n

3F2

 −x, α+ β + n+ 1,−n
1

1−N, β + 1

, (7)

α, β ≥ −1, n ≤ N − 1,

respectivamente.

El propósito de este trabajo es mostrar la representación hipergeométrica de algunos
polinomios modificados y otros de tipo Sobolev, resultados alcanzados por otros autores.
Además, se expondrá un método ya desarrollado por Álvarez Nodarse y Francisco Marce-
llán en [1] para conseguir la representación hipergeométrica de los polinomios de Laguerre
de tipo Sobolev conseguidos en [7] y [11].

2. Representaciones Hipergeométricas

En esta sección se van a presentar algunos resultados propuestos por algunos autores.
Además, se desarrollará una demostración para obtener la representación hipergeométrica
de los polinomios de Laguerre de tipo Sobolev, conseguidos en [7] y [11], teniendo en
cuenta una fórmula de conexión similar a la utilizada por Bavinck en [6, eq. (2.13)] así
como el método desarrollado por Álvarez Nodarse y Francisco Marcellán en [1].

2.1. Polinomios ortogonales discretos modificados y de tipo Sobolev

Del artículo [2], se conoce que los autores consideraron los polinomios ortogonales
modificados de tipo Charlier Cµ,λn (x), de tipo Meixner Mγ,µ,λ

n (x) y de tipo Kravchouk
Kp,N,λ
n (x), los cuales son ortogonales con respecto al funcional lineal U sobre el espacio

lineal de los polinomios con coeficientes reales, definido mediante

〈U , P 〉 ≡ 〈L , P 〉+ λP (0) , x ∈ N, λ ≥ 0,

donde L es un funcional de momentos clásico asociado a los polinomios ortogonales
discretos definidos en (4)-(6). Ellos demostraron que éstos polinomios se pueden escribir
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mediante su representación hipergeométrica como sigue,

Cµ,λn (x) ≡ (−µ)
n

3F1

 −n,−x, 1 + xA−1n
−µ−1

xA−1n

,

Mγ,µ,λ
n (x) ≡

(γ)n µ
n

(µ− 1)
n 3F2

 −n,−x, 1 + xB−1n
1− µ−1

γ, xB−1n

,
y

Kp,N,λ
n (x) ≡ (−p)nN !

(N − n)!
3F2

 −n,−x, 1 + xD−1n
p−1

−N, xD−1n

,
respectivamente, donde

An = λ
µn

n!
(
1 + λKerCn−1 (0, 0)

) ,
Bn = λ

µn (1− µ)
γ−1

(γ)n
n!
(
1 + λKerMn−1 (0, 0)

) ,
y

Dn = λ
N !

(N − n)!

pn (1− p)1−n

n!
(
1 + λKerKn−1 (0, 0)

) ,
siendo

KerCn−1 (x, 0) =
(−1)

n−1

n!
∇Cµn (x),

KerMn−1 (x, 0) =
(−1)

n−1
(1− µ)

n+γ−1

n!
∇Mγ,µ

n (x),

Kerkn−1 (x, 0) =
(1− p)1−n

n!
∇Kp,N

n (x).

Por otro lado, los autores en [4], consideraron los polinomios ortogonales de tipo Hahn

hα,β,N,λ,ρn (x) ≡ (−1)
n

(N − 1)!Γ (α+ β + n+ 1) Γ (β + 1)

(N − n− 1)!Γ (α+ β + 2n+ 1)

× 5F4

 −n,−x, α+ β + n, γ0 + 1, γ1 + 1

1

1−N, β + 1, γ0, γ1

, γn definido en [4, eq. 8],

ortogonales con respecto al funcional lineal U soportado sobre el intervalo [0, N), definido
mediante

〈U , PQ〉 ≡ 〈H , PQ〉+ λP (0)Q (0) + ρP (N − 1)Q (N − 1) , x ∈ N, λ, ρ ≥ 0,
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donde H es un funcional de momentos clásico asociado con (7), definido como

〈H , PQ〉 ≡
∑

0≤x≤N−1

P (x)Q (x)
Γ (α+N − x) Γ (β + 1 + x)

Γ (N − x) Γ (1 + x)
, α, β > −1.

Recientemente, en [14] los autores consideraron la sucesión {Qλn}n≥0 de polinomios
ortogonales con respecto al siguiente producto interno sobre P

〈p, q〉λ =

∫ ∞
0

p (x) q (x) dψ(a)(x) + λ∆p(c)∆q(c),

donde λ ∈ R+ y ψ(a) con a > 0, es la bien conocida distribución de Poisson de la teoría
de probabilidad

dψ(a)(x) =
e−aax

x!
, x = 0, 1, 2, . . . ,

Entre los resultados obtenidos en esta contribución científica, los autores consiguieron la
representación hipergeométrica de los polinomios Qλn (x), ver [14, eq. 21].

2.2. Polinomios ortogonales continuos de tipo Sobolev

Hoy en día existen muchos resultados vinculados a estos tipos de polinomios, entre los
que destacan, los que a continuación se presentan.

En [5] los autores determinaron la ecuación diferencial de segundo orden de los
polinomios

Pα,β,A1,B1,A2,B2
n (x) ≡

2n−3 (α+ 3)n−3 π4 (0)

(n+ α+ β + 1)n

× 6F5

 −n, n+ α+ β + 1, β0 + 1, β1 + 1, β2 + 1, β3 + 1
1−x
2

α+ 3, β0, β1, β2, β3

,
ortogonales con respecto al producto interno

〈p, q〉 ≡
∫ 1

−1
p (x) q (x) (1− x)

α
(1 + x)

β
dx+A1p (1) q (1)

+B1p (−1) q (−1) +A2p
′ (1) q′ (1) +B1p

′ (−1) q′ (−1) ,

donde π4 (0) = νnβ0β1β2β3, νn está dado en [5, eq. 50] y los coeficientes −β0, −β1,
−β2 y −β3 son los ceros de un polinomio de cuarto grado en k, ver [5, eq. 49].

Por otro lado, en [11], los autores estudiaron las propiedades asintóticas de los polino-
mios ortogonales de Laguerre de tipo Sobolev definidos mediante

Lα,γ,Nn (x) ≡ Lαn (x)−N (Lαn)
′
(γ)

1 +NK
(1,1)
n−1 (γ, γ)

K
(0,1)
n−1 (x, γ) . (8)
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Aquí α > −1, γ ∈ R_, N ∈ R+ y

K
(i,j)
n−1 (x, y) ≡ ∂k+jKn (x, y)

∂xk∂yj
, [11, eq. 12],

donde

Kn (x, y) ≡
∑

0≤k≤n

Pk (x)Pk (y)

‖Pk‖2
,

denota el n-ésimo polinomio kernel. En este caso en particular Pn (x) = Lαn (x).

A continuación escribiremos estos polinomios en su representación hipergeométrica.

Proposición 1. Sean α > −1, γ ∈ R_, y N ∈ R+. Entonces, los polinomios ortogonales
de Laguerre de tipo Sobolev (8) se pueden escribir mediante la siguiente representación
hipergeométrica

Lα,γ,Nn (x) =
(−1)

n
Γ (n+ α+ 1)

Γ (α+ 1)

Bα,γ,Nn (x)
(
Ξα,γ,N (x)− 1

)
n (n+ α)

× 2F2

 −n,Ξα,γ,N (x)

x

α+ 1,Ξα,γ,N (x)− 1

, (9)

donde

Ξα,γ,N (x) =
n (n+ α)Aα,γ,Nn (x)

Bα,γ,Nn (x)
− n+ 1, (10)

y Aα,γ,Nn (x) y Bα,γ,Nn (x) están definidos en (12)-(13), respectivamente.

Demostración. En efecto, a partir de (8) y

K
(0,1)
n−1 (x, γ) =

1∥∥Lαn−1∥∥2
[Lαn (x)Lαn−1 (α)− Lαn−1 (x)Lαn (α)

(x− α)
2

Lαn (x)
(
Lαn−1

)′
(α)− Lαn−1 (x) (Lαn)

′
(α)

(x− α)
2

]
, (ver [11, eq. 27]),

deducimos la siguiente fórmula de conexión

Lα,γ,Nn (x) = Aα,γ,Nn (x)Lαn (x) +Bα,γ,Nn (x)Lαn−1 (x), (11)

donde

Aα,γ,Nn (x) = 1−N (Lαn)
′
(γ)

1 +NK
(1,1)
n−1 (γ, γ)

Lαn−1 (γ) + (x− γ)
(
Lαn−1

)′
(γ)∥∥Lαn−1∥∥2 (x− γ)

2
, (12)

y

Bα,γ,Nn (x) = N
(Lαn)

′
(γ)

1 +NK
(1,1)
n−1 (γ, γ)

Lαn (γ) + (x− γ) (Lαn)
′
(γ)∥∥Lαn−1∥∥2 (x− γ)

2
, (13)
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siendo ‖Lαn‖
2

= n!Γ (n+ α+ 1), para n ∈ N, ver [12, eq. 8]. Luego, teniendo en cuenta
(11) y (2) así como

(−x)k = 0, si x < k,

obtenemos

Lα,γ,Nn (x) =
(−1)

n
Γ (n+ α+ 1)

Γ (α+ 1)
Aα,γ,Nn (x)

∑
0≤k≤n

(−n)k
(α+ 1)k

xk

k!

+
(−1)

n−1
Γ (n+ α)

Γ (α+ 1)
Bα,γ,Nn (x)

∑
0≤k≤n−1

(1− n)k
(α+ 1)k

xk

k!
.

Por otro lado, usando la identidad

(1− n)k =
n− k
n

(−n)k ,

obtenemos

Lα,γ,Nn (x) =
(−1)

n
Γ (n+ α+ 1)

Γ (α+ 1)
Aα,γ,Nn (x)

∑
0≤k≤n

(−n)k
(α+ 1)k

xk

k!

+
(−1)

n
Γ (n+ α+ 1)

n (n+ α) Γ (α+ 1)
Bα,γ,Nn (x)

∑
0≤k≤n

(k − n) (−n)k
(α+ 1)k

xk

k!
,

de donde conseguimos

Lα,γ,Nn (x) =
(−1)

n
Γ (n+ α+ 1)

Γ (α+ 1)

∑
0≤k≤n

Θα,γ,N (x)
(−n)k

(α+ 1)k

xk

k!
,

siendo

Θα,γ,N (x) =
Bα,γ,Nn (x)

n (n+ α)

(
Ξα,γ,N (x) + k − 1

)
,

donde Ξα,γ,N (x) está dada en (10). Luego, realizando ciertos cálculos deducimos

Θα,γ,N (x) =
Bα,γ,Nn (x)

(
Ξα,γ,N (x)− 1

)
n (n+ α)

(
Ξα,γ,N (x)

)
k

(Ξα,γ,N (x)− 1)k
.

Como consecuencia, tenemos

Lα,γ,Nn (x) =
(−1)

n
Γ (n+ α+ 1)

Γ (α+ 1)

Bα,γ,Nn (x)
(
Ξα,γ,N (x)− 1

)
n (n+ α)

×
∑

0≤k≤n

(−n)k
(α+ 1)k

(
Ξα,γ,N (x)

)
k

(Ξα,γ,N (x)− 1)k

xk

k!
,

lo cual coincide con (9).
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Además de este resultado, en [12] los autores analizaron algunas propiedades de los
polinomios ortogonales con respecto a un producto interno de tipo Sobolev correspon-
diente al caso general diagonal de los polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev y
obtuvieron una representación hipergeométrica de tales polinomios, ver [12, Teorema 8].

Por otro lado, en [7] los autores consideraron la sucesión de polinomios de Laguerre
de tipo Sobolev

{
Lα,M,N
n (x)

}
n≥0, los cuales son ortogonales con respecto al producto

interno

〈p, q〉 ≡ 1

Γ (α+ 1)

∫ ∞
0

p (x) q (x)xαe−xdx+Mp (0) q (0) +Np′ (0) q′ (0) .

No obstante, fue en [17] que los autores del mismo obtuvieron la siguiente representación

Lα,M,N
n (x) = A(M,N)

n L̃αn (x) +B(M,N)
n

(
L̃αn

)′
(x) + C(M,N)

n

(
L̃αn

)′′

(x) , (14)

donde

L̃αn (x) ≡ (−1)
n

n!
Lαn (x) , (15)

y

A(M,N)
n = 1 +M

(
n+ α

n− 1

)
+
n (α+ 2)− (α+ 1)

(α+ 1) (α+ 3)
N

(
n+ α

n− 2

)
+

MN

(α+ 1) (α+ 2)

(
n+ α

n− 1

)(
n+ α+ 1

n− 2

)
,

B(M,N)
n = M

(
n+ α

n

)
+
n− 1

α+ 1
N

(
n+ α

n− 1

)
+

2MN

(α+ 1)
2

(
n+ α

n

)(
n+ α+ 1

n− 2

)
,

C(M,N)
n =

N

α+ 1

(
n+ α

n− 1

)
+

MN

(α+ 1)
2

(
n+ α

n

)(
n+ α+ 1

n− 1

)
.

A continuación, teniendo en cuenta la fórmula de conexión (14) daremos el siguiente
resultado.

Proposición 2. Sean α > −1, y M,N ∈ R+. Entonces, los polinomios ortogonales de
Laguerre de tipo Sobolev (14) se pueden escribir mediante la siguiente representación
hipergeométrica

Lα,M,N
n (x) = −Γ (n+ α+ 1)

Γ (α+ 1)

Bα,M,N
n (x)

(
Φα,M,N (x)− 1

)
n! (n+ α)

× 2F2

 −n,Φα,M,N (x)

x

α+ 1,Φα,M,N (x)− 1

, (16)

donde

Φα,M,N (x) = − (n+ α)Aα,M,N
n (x)

Bα,M,N
n (x)

− n+ 1,

y Aα,M,N
n (x) y Bα,M,N

n (x) están definidos en (19)-(20), respectivamente.
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Demostración. En efecto, haciendo uso de la siguiente relación

x
(
L̃αn

)′
(x) = nL̃αn (x)− (n+ α) L̃αn−1 (x), (17)

así como de la ecuación diferencial de segundo orden

x
(
L̃αn

)′′

(x) + (α+ 1− x)
(
L̃αn

)′
(x) + nL̃αn (x) = 0, (18)

deducimos

Lα,M,N
n (x) = Aα,M,N

n (x) L̃αn (x) +Bα,M,N
n (x) L̃αn−1 (x),

donde

Aα,M,N
n (x) = A(M,N)

n +
n

x

(
B(M,N)
n +

x− α− 1

x
C(M,N)
n − C(M,N)

n

)
, (19)

y

Bα,M,N
n (x) = −n+ α

x

(
B(M,N)
n +

x− α− 1

x
C(M,N)
n

)
. (20)

Luego, procediendo de forma análoga a la demostración anterior arribamos al resultado
(16).

Los autores de [8] consideraron una fórmula de conexión similar a (14) para unos poli-
nomios Jacobi de tipo Sobolev, ver [8, eq. 1.4]. Además, los autores de [13] consideraron
una fórmula de conexión similar a (11) para unos polinomios Laguerre de tipo Sobolev, ver
[13, eq. 28]. Por tanto, siguiendo un procedimiento similar a lo expuesto anteriormente, se
puede llegar sin problema alguno a la representación hipergeométrica de estos polinomios,
lo cual dejamos al lector interesado.

Conclusiones

En este artículo se ha mostrado que la fórmula de conexión del tipo (11) es útil para
determinar la representación hipergeométrica del algunos polinomios de tipo Sobolev.
Además, fórmulas de conexión del tipo (14) se pueden representar sin problema alguno
como (11), tan sólo con tener en cuenta relaciones de la forma (17)-(18), según el caso en
que se trabaja.

Existen otros artículos donde se determina la representación hipergemétrica de poli-
nomios ortogonales modificados y de tipo Sobolev, para más detalles consultar [5, 10],
así como otros trabajos donde no aparecen, por citar [6, 9, 11, 15, 19, 20]. Lo presentado
en este trabajo, es normalmente analizado y desarrollado por los investigadores que se
dedican al estudio de los polinomios ortogonales, donde aún queda mucho por investigar.

Los autores de este trabajo, deseamos que lo presentado en este artículo sea de gran
provecho para futuras investigaciones, así como de gran utilidad desde el punto de vista
didáctico-docente.
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