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Resumen

La distribucién hiperbélica generalizada ha sido usada por académicos y profesionales pa-
ra eliminar los problemas de colas de distribucién delgadas en finanzas, y por su utilidad
en la modelacién de los retornos de los activos y de las medidas de riesgo de mercado. En
este trabajo, la distribucién hiperbdlica generalizada es usada para encontrar el portafolio
optimo y su riesgo de mercado. Igualmente, se desarrolla un método para la Seleccién de
Portafolio Robusto la cual reduce la sensibilidad del portafolio ante variaciones de los pa-
rametros de la distribucion. Luego de esto, se muestra un esquema comparativo para de-
terminar como la inclusién del nuevo método representa un avance respecto a la teoria de
seleccién de portafolios de Markowitz. Por tltimo, en algunos gréficos se muestra el efecto
de los pardmetros sobre la forma de la distribucion, lo que se usa para generar escenarios de
estrés y portafolios 6ptimos.
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Generalized Hyperbolic Distribution: An Application
to Portfolio Selection and Measures of Market Risk

Abstract

The generalized hyperbolic distribution has been used for academics and practitioners to
eliminate the problems of light tails of distributions in finance, and for its usefulness in the
modeling of the assets returns and market risk measurements. In this paper, the generalized
hyperbolic distribution is used to find the optimal portfolio and its market risk. Likewise,
a methodology to robust portfolio selection is developed to reduce the sensibility in the
optimal weights given the uncertainty in the real value of the parameters of the distribu-
tion. Thereafter a comparative scheme is showed to determinate the advance with the new
methodology with regard to Markowitz Portfolio Selection. Later, in some graphics we can
see the effects of the parameters in the shape of the distribution, and we use this to generate
hypothetical scenarios to build a stress test analysis and optimal portfolios.

JEL Classifications: C15, C44, C61.

Keywords: generalized hyperbolic distribution, portfolio selection, robust portfolio selection,
Conditional Value at Risk (CVaR), Markowitz, worse case Conditional Value at Risk, asset
allocation, risk management, multi-cicle, expectation, and conditional estimation method.

Distribuicao hiperboélica generalizada: uma aplicagao
na selegdo de portfélios e quantificagdo de medidas
de risco de mercado

Resumo

A distribuicdo hiperbélica generalizada tem sido usada por académicos e profissionais pa-
ra eliminar os problemas de filas de distribui¢do delgadas em finangas, e por utilidade na
modelagdo dos retornos dos ativos e das medidas de risco do mercado. Neste trabalho, a
distribuigao hiperbélica generalizada é usada para encontrar o portfélio 6ptimo e seu risco
de mercado. Igualmente, desenvolve-se um método para a Selegdo de Portfélio Robusto a
qual reduz a sensibilidade do portfélio ante varia¢des dos parametros da distribui¢do. De-
pois disto, se mostra um esquema comparativo para determinar como a inclusdo do novo
método representa um avango respeito a teoria de selegdo de portfélios de Markowitz. Por
altimo, em alguns graficos se mostra o efeito dos parametros sobre a forma da distribuigao,
0 que se usa para gerar cendrios de stress e portfélios 6ptimos.

Classificagoes JEL: C15, C44, C61

Palavras-chave: distribuigdo hiperbdlica generalizada, selecdo de portfélio, selecio de port-
folio robusto, valor em risco condicional, Markowitz, valor em risco condicional do pior
cendrio, assinagdo de ativos, administragdo de riscos, multiciclo, expectativa, e momento
de estimacéo condicional.
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Capitulo 1. Introduccion

Los modelos financieros actuales han avanzado significativamente con respecto
a aquellos que partian de supuestos gaussianos, al lograrse incluir caracteris-
ticas importantes de los retornos de los activos, tales como colas pesadas y
asimetrias en sus distribuciones. No obstante, a medida que las distribuciones
se vuelven mas convenientes para este tipo de modelaciones, el costo compu-
tacional también se incrementa rapidamente, por lo que la escogencia de un
buen modelo debe hacerse siguiendo un analisis de costo-beneficio riguroso,
para evitar desgastes innecesarios.

En medio de este contexto se han propuesto modelos bajo distribuciones
de colas pesadas o semipesadas que logran una mejor concordancia con el
comportamiento de los activos financieros, pasando por la t-Student hasta dis-
tribuciones de valores extremos. El problema con la t-Student es que converge
demasiado pronto a la normal, y con las distribuciones de valores extremos,
que su ajuste no es tan bueno como se desea en la mayoria de los casos, por
lo que las distribuciones hiperbdlicas generalizadas (GHD) han elevado su im-
portancia en los tltimos afios, ya que ante especificaciones de algunos de sus
pardmetros se puede tener una amplia gama de distribuciones particulares.
Dentro de esta se encuentran distribuciones que presentan desde colas semi-
pesadas hasta de valores extremos, junto con caracteristicas de asimetria y
curtosis facilmente ajustables a los objetivos de la investigacién que se desee
desarrollar, al tiempo que posee propiedades ttiles para la modelacién de de-
rivados financieros, la cuantificacién de riesgos y las simulaciones financieras.

El uso de este tipo de distribuciones fue introducido por Barndorff-Nielsen
en 1977, en la ilustracién de algunos estudios practicos, pero fue solo hasta
1995 que Eberlein y Keller lograron implementarla a una serie financiera con
un alto grado de precisién, ya que la complejidad que conlleva calibrar los
pardametros y la restricciéon en términos computacionales que existia hasta
entonces, no habia permitido encontrar un algoritmo 6ptimo para tal fin.
Ademas, Prause con su trabajo de 1999 logré derivar aspectos importantes
de esta distribucién sobre la funciéon de maxima verosimilitud, lo que ayudé
a que surgieran algoritmos cada vez més precisos para la calibracién de esta
distribucién probabilistica. Desde entonces ha sido utilizada ampliamente para
la valoracion de riesgo de activos financieros [Eberlein (1998), McNeil (2005),
Breymann y otros (2003)]; en la seleccién de portafolios [Hellmitch, Kassberg
(2009), en modelos de Lévy [Barndorff-Nielsen(1997) y Prause(1999)], y en
muiltiples trabajos de modelacién empirica.
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En el caso particular de seleccién de portafolios, la literatura también ha
dado un salto importante gracias a la nueva generacién de medidas de riesgo
basadas en los cuantiles de la distribucion, tales como el valor en riesgo (VaR)
o el valor en riesgo condicional (CVaR), debido a que la optimizacién se logra
bajo conceptos mas completos de riesgo de mercado que los alcanzados con
el modelo de Markowitz o medidas tradicionales.

Asi pues, el objetivo de este trabajo sera la calibracién de los parametros
de la distribucién hiperbélica generalizada con una metodologia que asegure
una alta precisién, para luego generar un proceso que dé como resultado un
portafolio éptimo! desde un esquema de retorno objetivo. Todo esto con el fin
de hacer comparaciones frente al modelo de Markowitz en términos de de-
sempefio y riesgo, y asi determinar el avance cualitativo que genera la inclusién
de una distribucién de colas pesadas, asimetrias y alta curtosis en el proceso de
seleccién de portafolios. Ademads, se analizaran los alcances de la distribucién
hiperbdlica generalizada en la modelacién de escenarios hipotéticos y en la
conformacién de portafolios 6ptimos bajo diferentes requerimientos del in-
vestigador, los cuales pueden ir mas alla del de minimo riesgo.

Para tal fin, el trabajo estard dividido de la siguiente forma: en la seccién 2
se abordaré la caracterizacién, desarrollo, calibracién y ajuste de una distribu-
cién hiperbdlica generalizada a una serie financiera; posteriormente, se hara el
desarrollo de la metodologia de portafolios 6ptimos a partir de la distribucién
hiperbélica generalizada; en la seccién 4, se simulardn portafolios 6ptimos bajo
diferentes escenarios; en 5, se presentaran escenarios de estrés (stress test) y,
por ultimo, se expondran las conclusiones del trabajo.

Capitulo 2. Distribucion hiperbélica generalizada multivariada
(mGHD)

La distribucién hiperbélica generalizada se encuentra parametrizada de di-
ferentes formas en la literatura.? Una de las especificaciones mas famosas es
la de Prause (1999), cuyos parametros estan definidos en términos de A, o, 3,
1, Ay §, pero en general existen mas de tres tipologias. Para este trabajo se
utilizara la parametrizacion (A, y, y, 11, Z, v), la cual es obtenida por medio de
la distribucién normal media-varianza mixta (normal mean-variance mixture)

1 El término ‘6ptimo’ va a ser entendido en este contexto como el portafolio de minimo
riesgo asociado.

2 Algunas parametrizaciones son expuestas en el anexo 1.
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cuando o ~ GI G*(A, ¥, y) , ya que permite extraer de forma mds intuitiva al-
gunas caracteristicas de esta distribucion.

2.1. Normal media-varianza mixta (normal mean-variance mixture)

Suponga una variable aleatoria que se distribuye de la siguiente forma:

X! =yu+ Wy +\W AZ (2.1.1)
Donde,

Z~N, (0, L)

W € [0, ©) y es independiente de Z
Ae Rdxk

1, v son vectores en R?

Asi pues, se llega a que la variable condicional sigue una distribucién de
este tipo.*

XIW=wo~N,(n+oy, o) (2.1.2)
Donde,
T=AA"S

Por lo que si la variable latente W® se distribuye inversa gausiana genera-
lizada GIG(2, y, y), entonces X debe seguir una distribucion hiperbélica ge-
neralizada (GHD, por su sigla en inglés), donde 1 hace referencia al pardmetro
de localizacién (media), X es el parametro de escala (matriz de varianzas y
covarianzas), y el de asimetria (y = 0, entonces la distribucién es simétrica) y 2,
x> ¥ controlan la forma de la distribucién (peso de las colas y empinamiento).

3 @GIG hace referencia a la distribucion inversa gaussiana generalizada (generalized inverse
gaussian distribution).

4 Ver 2.1.1 Momentos de la variable X%

5 Es por esta caracteristica que la distribucién es conocida como normal media-varianza
mixta.

6 La variable mixta W puede tener muchas interpretaciones interesantes en economia,
en términos de choques que afectan la varianza y la media del modelo normal estdndar, por
ello son interesantes en muchas areas de estudio este tipo de distribuciones.
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2.1.1. Momentos de la variable X?

Dada la forma funcional de X“ se puede llegar a que los dos primeros momen-
tos centrados estan representados de la siguiente forma:

E[X] = p + E[W]y (2.1.1.1)

var [X] = E[cov(X | W)] + cov(E[X | W]) = var(W) yy' + E[W]Z (2.1.1.2)
2.1.2. Funcion de densidad condicional de la variable mixta W

Como la funcién de X | W es gaussiana con media p1 + oy y varianza oZ, la dis-
tribucién W1 X puede ser hallada facilmente utilizando el teorema de Bayes.

fxw (@) fu (@)

o @)= fx () (2.1.2.1)
f ( ) fXW(x CO) fX\W (w)fGIG (a))
wix fx (x) j: fX\w (w)fGIG ((D)da) (2.1.2.2)

Siguiendo la expresién anterior, con un W~ GI G(A, %, y) y con las siguien-
tes formulas se puede llegar a una representacion para f,,, (®):

foc (@ F(Z)E#\/;,—X)GXP{_%(%W‘”)} (2.1.2.3)

1 1 ’ a
faw (@)= Wexp{—a(x—#—wy) (wX) (x—ﬂ—CUJ’)}

(e-) -1y ry1
__e"x” Qlx) _y'=7y
TR F { 20 20

(2.1.2.4)

Donde,

Q(x) = (x =) = Y(x — p) la cual corresponde a la distancia de Mahalanobis.

Asi pues, y utilizando la formula (2.1.2.2) se tiene que
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Q fxw (@) fors ()
fuix (0)=—=—
T [T (0) fu (0)do (2129

Donde,

Q = e ( Zjﬁ
b K (Ve )V x

d (2.1.2.6)
%wl_i_l exp {_%(L(’?}_ Li(ysiy+ t//)wj}

<

) 5 [ \f]‘
Q. = r
2 (2”)11/2’2‘1/2 Ka (M) x

%_[:wk?l exp {—%(—Q(xa))_ X + (7/'2‘17/ +l//)wj}dw

(2.12.7)

Luego de simplificar, la expresién de f, | () queda representada asi:

wlx

wlf%f1 exp {—;(Q(x)_% +(y'=y +y/)w)}

(0]

fw\x: - i )—
-[Uw 2 exp{—;(m+(y'2‘ly+w)w)}dw

(2.1.2.8)

e

Haciendo uso de la funcién (2.1.3.2) en la expresién Q,, entonces es pos-
sible cambiar la integral por la funcién modificada de Bessel de tercera clase
(modified bessel function of the third kind), lo que simplifica el término anterior a:

S exp{—;(Q(?}_Z*‘(?”zlV‘H//)CUj} (2.1.29)

2K d(\/(Q(X)w)(y’Z‘lyw))
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Esta expresion es equivalente a decir que f,,, ((w | x) = & ~ GIG(A — d/2, Q(x)
+x,w+yYEy).

En la ecuacion (2.1.2.9) K, _,,(...) hace referencia a la funcién modificada
de Bessel de tercera clase, la cual es expuesta en el siguiente numeral. Este re-
sultado sera utilizado més adelante en 2.3.1 cuando se vaya a realizar el ajuste
de la distribucién a los retornos financieros.

2.1.3. Funcién modificada de Bessel de tercera clase

Las funciones de Bessel son las soluciones a ecuaciones diferenciales que apa-
recen en las funciones de Laplace en coordinadas cilindricas, principalmente.
La funcién modificada de Bessel de tercera clase viene representada de la
siguiente forma:

1 = 1
K, (x)= 5-[0 o’ exp{—ax(a) +a)1)} dw,x>0 (2.1.3.1)

Cabe resaltar que esta integral no tiene solucién cerrada y que por su es-
tructura genera algunos problemas algoritmicos cuando se intenta aproximar
su solucién mediante métodos numéricos, por lo que hay que recurrir a técnicas
como las presentadas por Slavinsky y Safouhi (2010), en las que se exhibe un
algoritmo recursivo para tal fin.

Sin embargo, se puede hallar una representacion cerrada bajo algunas
especificaciones de las distribuciones hiperbélicas, asi:

Esquema 1. Al sustituir o por x \/% en la funcién de la distribucién hiperbé-

lica generalizada, se tiene que:

K,(x)= %J‘:a)“ exp {—%x(y/w + %)}da)
(2.13.2)

(g e

Esta representacion resulta especialmente titil en casos donde A =1/2, o, 1o
que es lo mismo, cuando se tiene una distribucién NIG, ya que se puede obtener
una representacion cerrada para esta funcién.
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Ky, (x)= /%e”‘, x>0 (2.1.3.3)

Este resultado también es valido para A = —1/2, gracias a que la funcién de
Bessel es simétrica.”

2.2. Funcion de distribucion mGHD

Siguiendo el planteamiento hecho en (2.1.1), y con un X no singular, la siguiente
funcién de distribucion hiperbdlica generalizada conjunta con d dimensiones
puede ser formulada mezclando X | W con W.

£ (2)= ], faow (2l@) fis (@) deo (2.2.1)

Donde f;, (x| ) hace referencia a la expresién (2.1.2.4) encontrada pre-
viamente y f,,(o) es la distribucién GIG(A, , ) expuesta en (2.1.2.3), lo que es
igual a hallar la expresién Q, utilizada en (2.1.2.9).

(:\f—/,l)')f17 ry-1
_("__¢ Qx)_y'=7y
fx(x)—_[o (2”)d/2|2|1/2wd/2 P15, 2
) 2.2.2)

Simplificando, se tiene que

2
fe(x)= (Zﬁ)d/2|2|1/2 K, (M) (2.2.3)

%J.:w“m‘l exp {—%(L(xa)f L a)(y’Z’ly + y/)j}dw

7 Ver Abramowitz (1970).
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WYy

Y al hacer el cambio de variable de ¥ =@ \/ ( - ) y agru-

x+(x—p) 7 (x-p)

par algunos términos, entonces:

(W]M )= pedr
fol) =k 2 [ LRI L ]

) 197K, (Jox) 20 (7= vy

y eXP{—%[\/(Q(xHx)(7’2‘17+w)(y+§j]}dy

(2.2.4)

En la férmula anterior, la expresion

J=dj2-1
1J“ Q(x)+x
20 Ny’ ly+y

corresponde exactamente con (2.1.3.2) luego del cambio de variable y ex-
pandir Q(x), por lo que se puede hacer uso de (2.1.3.2) para simplificar esta
expresion de la misma forma que se us6 para (2.1.2.9).

De esta forma se llega a la funcién de distribucién hiperbélica generalizada.

N KH/Z[\/(ﬁ(x—u)’ Z'l(x—u))(ww’z‘ly)j

fo(x)=A*e ™'z T (2.2.5)

J(x+(x—u)' 2’1(x—u))(w+y’2’1y)

Donde A hace las veces de una constante de normalizacién.

A= (\/%—w)ﬁ1 y* (l// +y’ z—l,y)d/Z—/l
(27r)d/2|2|1/2 Ki (M)

(2.2.6)

Aqui 12| denota el determinante de X y K, (...) hace alusién a la funcién
modificada de Bessel de tercera clase.
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2.2.1. Transformaciones lineales sobre una funcion de distribucion hiperbélica
generalizada

La familia de distribuciones hiperbélicas posee esta propiedad particular que
las hace muy précticas y ttiles para resolver problemas de maximizacién de
portafolios.

Si se supone que X ~ GH,(A, x, v, I, Z, v) y Y = BX + b, donde B es una
matriz de dimensiones kxd, y b € R*, entonces se tiene que Y ~ GH (A, ¥, v,
Bp+b, BXB’, By).

Prueba 1. Transformaciones lineales

La funcién caracteristica de una distribucion normal multivariada es re-
presentada como sigue:

(223

X" =F(e"™)= e (2.2.1.1)

De esta se puede deducir facilmente la funcién caracteristica de la distri-
bucién hiperbdlica, partiendo de la definiciéon de la distribucién normal de
media-varianza mixta.

ot’Et

¢X(t) _ [E([E(ei"X|W)) _ [E[eit’(y+ayy)_2)

(2.2.12)
= ei"“l]-l](@ - it'i/)
2

Donde H(0) = E(e™*) es la transformada de Laplace de la funcién de dis-
tribucién GIG.
De esta forma se tiene que:

¢X(t) — [E(eit'(BX+b)) — eit’b¢X(B;t)
_ eit’(Bwh)lH]( t’'BXB’t _ it’B}/) (2.2.1.3)

Esta propiedad es muy ttil en seleccién de portafolios de inversién cuan-
d
do se supone b = 0, y B como un vector de dimensiones dx1, donde 2, B,

lo cual puede ser visto como los pesos de cada activo dentro del portafolio.
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Asi pues, la funcién de distribucién conjunta de d-activos puede ser re-
presentada dentro de un portafolio como una funcién univariada facilitando
el proceso de optimizacién.

La versioén univariada de (2.2.5) puede ser expresada de la siguiente forma:®

y~GH,(A 1, v, 0", 1, 2o, ®'y) (2.2.1.4)

fra )=(W)lwl(l//+y2/o.z)l/2/1 *
1a\Y \/EO-K’*(W)

Ky wj +7'—22 (2.2.1.5)
/\][ o (W J {ﬂy_u)z

Donde B=o'=(®, ..., 0)y 211 o, =1,y y representa los retornos del
portafolio.

2.2.2. Problemas de calibracion

La parametrizacion (A, y, y, 1, Z, ) tiene la ventaja de que cada uno de sus tér-
minos posee un significado mas intuitivo con respecto a las demds esquemas,
pero presenta una dificultad en su calibracién, ya que:

fGH,(y; A, o, W, 1, 2, v) = fGHy(y; A, 1/ A, Ay, 1, AZ, Ay), con A > 0°

Este problema de identificacién puede generar inestabilidad en el algoritmo
de ajuste. No obstante, esto se puede resolver al incluirle algunas restricciones
a los parametros, como atar el valor del determinante de £ a 1. De esta forma,
se elimina el problema de identificacién sin pérdida de generalidad, pero los
demds parametros del modelo deben ser modificados.

Otra parametrizacién usada comiinmente para evitar este problema, sin
ser tan restrictiva como el caso anterior, consiste en hacer que E(W) =1, 1o que

8 Notese que la calibraciéon de esta funcion es mas sencilla que (2.2.5).

9 Ver ecuacioén (2.2.5).
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permite a su vez que el ajuste del modelo converja méas rapido, sin perjudicar
las caracteristicas de la distribucién.
Entonces, si:

Kio (Vav)
K, (Vaw)

4
E(W)=,|* =1 2221
W)= (2221)

Y se define & =./yy , entonces los siguientes pardmetros se pueden ex-
presar como:

~ Kl+1 (&)
Vv=o — 2222
K, () (2222)
& . K(&)
X=—=0 = 2223
v YK (@) (22.23)

Por lo que ahora se puede pasar a una parametrizacién de la forma fGH (1,
d, 4, Z, y), que no tiene problemas de identificacién, y de la cual se pueden
recuperar los pardmetros iniciales luego de la calibracién de la distribucién
utilizando (2.2.2.3).

2.2.3. Casos particulares de la distribucion hiperbdlica generalizada

Al efectuar algunas restricciones a los parametros de la distribucién hiperbé-
lica generalizada se obtienen algunas funciones especificas, las cuales poseen
caracteristicas deseadas en finanzas.

Distribucién hiperbélica

Si A =(d + 1)/2, entonces se tiene una distribucién hiperbélica d-dimensional.
NIG (inversa gaussiana normal)

Si A = —1/2, entonces se tiene una distribucion inversa gaussiana normal, la
cual es muy utilizada gracias a sus colas semipesadas y a que es de las mas
faciles de calibrar dentro de la familia HGD, debido a que se tiene una solu-

cién cerrada para su funcién de Bessel de tercera clase, tal como se detall6 en
el numeral 2.1.3.
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Distribucion varianza gamma

L >0y y =0, esta distribucién hace referencia a uno de los casos extremos de
la distribucién hiperbdlica generalizada, dado que el peso de sus colas des-
ciende muy lentamente. Esta funcién de densidad también es conocida como
la distribucién generalizada de Laplace o la funcién de distribucion de Bessel.

Distribucion t asimétrica

Coni=-v /2,y =vyywy=0,donde v hace referencia a los grados de libertad
de la distribucién t-Student.

2.3. Calibracién de la distribucion hiperbolica generalizada

En la literatura existe una gran cantidad de métodos de estimacién que po-
drian ser utilizados para la calibracién de esta distribucién, sin embargo, el
mas recomendado por Wolfgang Breymann (2013) es el método denominado
MCECM, el cual es una modificacién al método EM (expectation-maximization).

2.3.1. Método multi-cycle, expectation, conditional estimation (MCECM)
Este método es una extensioén del esquema EM (expectation—maximization),' el
cual es muy 1til en la estimacién de modelos por méxima verosimilitud ante
variables latentes o mixtas, como es el caso de las distribuciones hiperbélicas
generalizadas.

Para la implementacién de este método se requiere un conjunto de obser-
vaciones independientes e idénticamente distribuidas:

Xy, ., X, ~ iid

y un conjunto de parametros representados como sigue:"

0Z=(A,a,1,%7)a=\xy

10 Ver Breymann, W. (2013).

11 Aqui se toma la parametrizacion con d para evitar los problemas de identificaciéon
descritos en 2.2.2.
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Asi pues, el problema de maximizacién quedard definido de la siguiente
forma:

max In (f (x; 0))

Como este problema de optimizacién no es facil de solucionar, dada la
complejidad de la funcién y el alto niimero de parametros que obligan a
maximizar sobre matrices de covarianzas, el problema debe ser re-escrito de
la siguiente manera:

max fy, (x| 0)fW(w)

De esta forma, la funcién no es maximizada directamente, sino como el
producto de dos funciones de distribucién. La funcién objetivo (en logaritmos)
resultante es expresada como sigue:

InL(6;x,,++,X,,@,,,0,) = Zlnfw(x,|wi;y,2,y)+2h1fw(a),;/‘t,&) (2.3.1.1)
pu =

Asi pues, se debe optimizar la funcién de méxima verosimilitud aumen-
tada (2.3.1.1), donde Inf, () representa la funcién de densidad GIG(a., %, ¥)
siguiendo los supuestos de 2.1, y f,,, 1a funcién normal multivariada expuesta
en (2.1.2.4).

lnfw(w)=%m(%)—m(zm(\/W))+(,1—1)1n(w)—i—%w (23.12)

Y al igual que en el método EM donde la maximizacion es realizada en
dos etapas (E y M), acé se debera separar el proceso en dos, dado que en estas
expresiones se tiene una variable latente (0) que no se puede hallar de forma
directa. De este modo, se deberd cambiar esta variable no observada por su
valor esperado a medida que se van generando las iteraciones del método para
aproximar la funcién global a su méaximo. Para ello se definiran las siguientes
variables auxiliares:

e

n[k] o [Eliwi‘xi;g[k]:l,d_[k] = [E|:a)i'l’xi;9[k]:|,§i[k] = [EI:IOgCUi

;6" (23.1.3)
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Estos nuevos pardmetros podréan ser hallados utilizando la funcién de
momentos de la distribuciéon GIG y los resultados encontrados en 2.1.2.

E[x"]= (%]/2% (2.3.1.4)

dE(x“)
doc

E[InX]= =0 (2.3.1.5)

Ya determinadas estas variables, se pueden hallar los valores promedio
que seran utilizados en la funcién Inf, ().

R 13¢

Ak = = Z ni! (2.3.1.6)

FU. n25[k] (23.1.7)
i=1

Luego de realizarse la maximizacién de la primera parte de la funcion de
maéaxima verosimilitud (2.3.1.2), se encuentran las expresiones 6ptimas de (1,
%, v), las cuales son halladas de la funcion normal multivariada descrita en
(2.1.2.4), y cuyos estimadores de méxima verosimilitud son:

,}/[k+1] 1 Z; 161[k](x X; )

. (2.3.1.8)
[k] [k+1]
o1 1,0 (2.3.1.9)
n 5“‘]
skl _ . 25[16] (x lu[kﬂ])(xi [k+1]) n[k]y [k+1] y[k”]r (2.3.1.10)

i=1

Por tdltimo, se debera maximizar la segunda parte de la funcién de méaxima
verosimilitud con respecto a2, @0, lo que es lo mismo, a (A, %, ¥), completando
el cdlculo de 6%, para posteriormente repetir el algoritmo de forma iterativa
hasta que los valores de los parametros converjan a un valor tolerable.
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2.4. Aplicacién a series financieras

En esta seccion se hara el ajuste de la distribucion hiperbélica generalizada a
series financieras y se compararan sus resultados con respecto a la distribucién
normal estdndar. Los retornos financieros que se utilizaradn para este prop6-
sito seran los correspondientes a las series de los ETF sectoriales del mercado
financiero estadounidense de SPDR).!?

Asi pues, los ETF seran: XLE (energy select sector SPDR), XLI (industrial select
sector SPDR), XLP (consumer staples select sector SPDR), XLU (utilities select sector Sp-
DR), XLE (financial select sector SPDR), XLY (consumer discretionary select sector SPDR)
y XLK (tecnology select sector SPDR), con una periodicidad semanal desde 2010.

A= 45 X= 9.63E-24 p= 9
-9.917073
11854582 -6.61749
0.7703476 3.632407
0.4812968 v= 03| -asome
p= 1e02| 0613007 e
0.5475871 < acasi
0.7286373 8.621258
0.8471583 i
0.6902452
XLE Xu XLP XL XUF XLY XLK S&P 500
112287 061193 027164 043578 062878 053335 048865  0.54369 XLE
061193 078194 032503 035654 077883 068179 064470  0.59778 Xu
027164 032503 031880 023177 035858 032854 024184  0.29141 XLP
$= 1603| 043578 035654 023177 054535 039561 032499 02937 033211 XLU
062878 077889 035858 039561 120457 079146 06699  0.69761 XLF
0.53335 0.68179 0.32854 0.32499 0.79146 0.82933 0.65487 0.59387 XY
048865 064470 024184 029376 06699 065487 099723  0.61782 XLK

0.54369 0.59778 0.29141 0.33211 0.69761 0.59387 0.61782 0.54014 S&P 500

Figura 1.1. Parametros de la distribucién hiperbélica generalizada

Fuente: célculos del autor.

Los coeficientes encontrados en este ejercicio y los resultados graficos del
ajuste de la distribucién hiperbélica generalizada a los datos financieros versus
el ajuste de una distribucién normal son presentados en las figuras 2.1 y 2.2.

12 “sppR is a registered trademark of Standard & Poor’s Financial Services LLC (“S&P”)
and has been licensed for use by State Street Corporation. Standard & Poor’s, S&P, S&P 500
and S&P Midcap 400 are registered trademarks of Standard & Poor’s Financial Services
LLC”. (Ver www.spdrs.com).
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En este punto es importante recalcar algunos resultados. El primero es que
la distribucién hiperbélica presenta una mayor curtosis y colas mas pesadas
que la distribucién normal, lo que genera una mejor aproximacién a los cuantiles
de la distribucién empirica de los retornos; del mismo modo, la distribucién
hiperbélica muestra una ligera asimetria positiva (hacia el lado derecho de la
distribucién), hecho que no puede recoger la distribucién gaussiana, por lo
que se logra un avance cualitativo relevante frente a los modelos que asumen

normalidad.
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Figura 1.2. Grdficas de ajuste de las distribuciones

Fuente: calculos del autor.

No obstante, los mayores beneficios estan centrados alrededor de la media

de la distribucién, donde la diferenciacién con la gaussiana es mas significativa.
En cuanto a los datos més extremos, la diferenciacién entre las colas de ambas

distribucién es marginal, pero lo suficientemente significativa para obtener

una mejor valoracion del riesgo.
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Capitulo 3. Seleccion de portafolio

La teoria de portafolios ha evolucionado considerablemente desde el trabajo
de Markowitz de 1952, cuando se publicé su texto “Portfolio Selection”, ya
que, aunque persiste su idea de obtener el mejor nivel riesgo-ganancia de una
canasta de bienes, el concepto de riesgo ha ido modificaindose progresivamente,
al pasar de una matriz de varianzas y covarianzas a medidas mas completas
que dependen de las colas de la distribucién (cuantiles extremos). De igual
forma, las distribuciones que se utilizan, cada vez logran capturar mas hechos
estilizados del mercado, como colas pesadas, alta curtosis y asimetrias, en
una carrera por mejorar los estandares bajo los cuales los administradores de
portafolio deberian tomar decisiones ante mercados cada vez maés volatiles y
eventos mas extremos.

Es asi que bajo los axiomas presentados en 1999 por Artzner, Delbaen y
Heath [ADEH:99] sobre medidas coherentes de riesgo, el CVaR (VaR condicio-
nal) tom¢ vital importancia, dado que cumplia con las siguientes caracteristicas:

¢ Esinvariante ante traslaciones:

Si L es una pérdida aleatoria y I es una constante, entonces la funcién de
pérdida mantiene que

OL+D)=0L)+!

* Subaditividad:

Sean L, y L, dos variables aleatorias (pérdidas), se tiene que

O(L; + L,) < O(L,) + o(L,)

* Homogeneidad positiva:

Si A es una constante mayor que cero, entonces

O(AL) = A(L)

* Monotonicidad:

Si¢(L;) < ¢(L,), entonces debe ser cierto que L, < L,.
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Otras medidas de riesgo, como el VaR, que son muy utilizadas en la ac-
tualidad por su buen desempefio y facilidad, presentan fallas con respecto al
axioma de subaditividad bajo distribuciones no elipticas, porlo que es el CVaR
la medida mas idénea en cuanto a medicién de riesgo de mercado se refiere.

El CVaR esta definido de la siguiente manera:

CVaR,(L) = E[L IL> VaR,(L)] (3.0.1)

Como se puede ver, el CVaR también contiene méas informacién que el
VaR, ya que el valor en riesgo mide un nivel maximo de pérdidas dentro de
un rango de confianza dado, mientras que el CVaR cuantifica el valor prome-
dio de pérdidas cuando la variable aleatoria (pérdidas) sobrepasa dicho nivel
de VaR. No obstante, esto conlleva un costo computacional més alto, como se
verd a continuacion.

3.1. Seleccion de portafolio usando la medida de riesgo CVaR

Si se define R(x) como la funcién (lineal) de retornos del portafolio, donde x
hace referencia al vector de pesos de este, y ¢(x) ala medida de riesgo asociada
a tal canasta de bienes, se tiene entonces el siguiente problema de optimizacién:

minimize  ¢(x)
vet (3.1.1)
subject to R(x)=p

Donde p es definido como el retorno ob jetivo.

Este problema es convexo, siempre y cuando ¢(x) esté definido como el
VaR condicional del portafolio bajo un vector x dado, y la suma de tal vector
sea igual a 1 (no apalancamiento). Ademas, se supondra en un principio que
no se puede tener una posicién corta en tales activos, lo cual es una caracte-
ristica basica en muchos fondos de inversién mutuos, fondos bursétiles y en
la normatividad de la mayoria de los mercados. Asi pues, se tiene la siguiente
representacion:

minimize CV,.R(-xY)
ek (3.1.2)
subject to xeR{x:T"x2p,I'x=1}
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Donde Y ~ GH,(A, %, v, 11, Z, v) y I representa el valor esperado de los re-
tornos de cada activo dentro del portafolio.

Esta representacion es muy ttil, gracias a que al tener un problema de mi-
nimizacién convexa se puede hacer uso de un gran conjunto de herramientas
numéricas para encontrar el valor ob jetivo de la funcién. No obstante, evaluar
el CVaR de una funcion de distribucién tan compleja como la de la hiperbédlica
generalizada conlleva un problema de gran envergadura. Por lo tanto, se de-
berd recurrir al uso de una funcién auxiliar para su aproximacién. Para ello,
se seguira la funcién propuesta por Rockafellar y Uryasev en 1999 [RU:99], en
su texto “Optimization of Conditional Value-at-Risk”, en el cual se demuestra
que optimizar (minimizar) el valor de esta medida de riesgo, sin importar su
distribucién, es equivalente a optimizar la siguiente expresion:

F(x,0)=a+(1-B)" |

yeR"

[~x'y-a] p(y)dy (3.1.3)

Donde B hace alusion al valor del cuantil; x, al vector de pesos; y, al vector
de retornos de los activos; p(y), a la funcién de probabilidad; y o, hace refe-
rencia al valor del VaR.

De esta forma, la funcién ob jetivo queda representada como sigue:

Fy(x,a)=a+(1-B)" [ “(-xy-a)fGH, (y: 4, 2, v, 1, 7)dy (3.1.4)

De igual forma, esta funcién también puede ser representada mediante
simulaciones de la variable aleatoria en vez de utilizar funciones complejas
de distribucion:

Fﬁ(x,(x)=(Jt+ﬁk:[—x'yk—oc]+ (3.1.5)

Pero en este caso en especifico se debe tener un buen mecanismo generador
de datos aleatorios que sigan una funcién hiperbélica generalizada, lo cual
es dificil por la complejidad que conlleva hallar la inversa de esta funcién, al
tiempo que estos algoritmos tienden a tomar mucho tiempo.

Del mismo modo, para hacer el algoritmo de optimizacién mas eficiente,
se hara uso de la propiedad de transformaciones lineales sobre la distribucién
hiperboélica generalizadas, expuesta en la seccién 2.2.2. Asi pues, la funcién
anterior puede ser facilmente simplificada:
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Fy(x,0)=0a+(1 —ﬁ)_lj j(—z —)fGH, (z; A, 2, ¥, x'u,x’Zx,x’y)dz ~ (3.1.6)

n

1 +
Fﬂ(x,a):a+mg{[f(x,9)—a] (3.1.7)

Y el proceso de optimizacion va a quedar establecido de una forma bastante
préctica en términos computacionales:

minimize Fy(x, )

x,0

subject to xeR, {x:T'x2p,'x=1} (3.1.8)

aeR

3.2. Implementacién de seleccion de portafolios bajo una distribucién
hiperbélica generalizada

El problema de optimizacion expuesto en la secciéon anterior puede ubicarse
dentro de la categoria de funciones convexas, lo cual es una gran ventaja dada
la cantidad de softwares estadisticos que permiten encontrar los minimos de
dichas funciones. Esta caracteristica fue demostrada por Rockafellar y Urya-
sev [RU:99] en su trabajo, por lo que el problema logra una gran simplicidad,
unida al uso de la funcién alterna (3.1.6) que mejora el algoritmo y mantiene
todas las propiedades deseadas de la funcién original.

Dadas estas caracteristicas, el proceso de optimizacion fue implementado
en R (software) utilizando la misma base de datos de la secciéon 2.4. Cada uno
de los portafolios fue hallados dejando lapsos de 20 semanas entre si, lo que
serian los tiempos entre recomposiciones de la canasta, y se impuso un retorno
objetivo igual o superior®® al marcado por el S &P 500 en ese periodo.

Asi pues, luego de haberse implementado los algoritmos descritos ante-
riormente, se llegd a que la composicién de los portafolios 6ptimos a través del

13 Cuando se restringe el modelo a un retorno igual al del indice, en mercado bajistas
puede llevar a que la solucion presente un nivel de CVaR mayor que si se estableciera la
restriccion con un mayor o igual, dado que el algoritmo puede encontrar soluciones menos
negativas que el indice. De esta forma, la mejor opcién es maximizar la funcién sujeto a un
valor igual o superior, para que el algoritmo pueda acceder a un conjunto mas amplio de
portafolios, y asi pueda alcanzar mejores canastas.
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tiempo privilegiase a algunos activos como el XLP, mientras que otros apenas
aparecieron por breves periodos, como el XLF.

En este punto vale la pena resaltar que el nivel de riesgo del portafolio
es inferior al del indice y en algunos periodos es inferior hasta al total de los
activos que lo componen, gracias a la diversificaciéon, mientras logra replicar
por lo menos el comportamiento del S &P 500, lo que muestra su pertinencia
y utilidad.

Por otro lado, en cuanto a la utilizaciéon del algoritmo por simulaciones
de la variable aleatoria, este result6 ser mas lento en su implementacion que
la funcién (3.1.6), ya que su convergencia toma un alto ndmero de simulacio-
nes, por lo que no resultd ser 6ptima su implementacién en este contexto. Asi
pues, de ahora en adelante los portafolios 6ptimos seran hallados utilizando
la expresion (3.1.6) en vez de la (3.1.7).

3.3. Portafolio robusto bajo la distribucion hiperbélica generalizada

Como se vio en la seccién anterior, el problema numérico para encontrar las
ponderaciones 6ptimas de un portafolio de minimo CVaR atado a una ren-
tabilidad especifica mejora significativamente haciendo uso de la funcién de
Rockafellar y Uryasev. No obstante, el proceso para hallar los pardmetros
de la distribucién hiperbélica, unido a la complejidad de la funcién fGH,(z;
Ao W, x 1, x" 2x, x” y), usada dentro del proceso de maximizacion, pueden
generar problemas de robustez, o, lo que es lo mismo, a que pequertios cambios
en los parametros puedan llevar a grandes variaciones en el resultado final
del problema. Por esta razén, se introducird a continuacién el establecimiento
de un algoritmo que permita el desarrollo de un modelo robusto de seleccién
de portafolio.

3.3.1. El método del CVaR del peor escenario ("worst case CVaR -WCVaR)

Al desarrollar un modelo robusto de optimizacién de portafolio se debe crear
un rango en el cual se espera esté el valor del pardmetro desconocido, y no un
valor puntual que puede no ser el 6ptimo dado los problemas numéricos que
pueden surgir en el algoritmo utilizado por el investigador. En este sentido,
si el portafolio es 6ptimo bajo el peor de los casos, entonces debe ser 6ptimo
también para los demads escenarios.
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Composicion de portafolios GHD
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Figura 2.1. Portafolios 6ptimos usando la distribucion hiperbélica generalizada

Fuente: célculos del autor.
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De igual modo, y siguiendo a Hellmitch y Kassberg (2009), el nuevo pro-
ceso de optimizacion seguira los siguientes supuestos:

Permita que el portafolio siga una distribucion hiperbélica multivariada 3,
y que Y” sea el vector de retornos del portafolio y x los ponderadores de los
activos dentro de la canasta. Por lo tanto, el WCVaR del portafolio bajo un
nivel de significancia B quedard definido asf:

WCVaR; (x) & sup CVaR(-x'Y?) (3.3.1.1)

Y aligual que el CVaR, el WCVaR posee todos los axiomas de las medidas
de riesgo coherentes expuestas al inicio de esta seccidn, al tiempo que mantiene
la caracteristica de convexidad, lo que ayuda a mantener la simplicidad del
problema, por lo que solo se requiere cambiar la medida de riesgo dentro
del problema de optimizacion.

Para encontrar tal medida se deberdn introducir algunas propiedades
adicionales. La primera consiste en hallar intervalos de confianza para cada
parametro de forma independiente con respecto a los demds, hecho que per-
mite simplificar el algoritmo sin violar los supuestos del modelo, segtin los
trabajos de Halldérsson y Tiitiincii (2003) [HT:03], Tiitiincii y Koenig (2004)
[TK:04] y Kim y Boyd (2007) [KB:07].

Asipues,

9 A {GHd(}\'/ XV, 1, 2/ Y) : (11/ Y 2) E} (3312)

Donde J hace referencia al conjunto de intervalos de confianza de cada

parametro.
LA{peR iy <p<p} (3.3.1.3)
LA{yeR:y<y<y) (3.3.1.4)
I, A{S€R!:3,<3<3,) (3.3.1.5)

Se debe verificar que cada X sea definido positivo, y de ser asi y dado que
cada uno de estos conjuntos son cerrados, entonces se tiene que:

WCVaR} (x) & sup CVaR(-x"Y) A max CVaR(-x"Y?) (3.3.1.6)

De manera que, combinado con el problema de optimizacién original min_,
(x, o), el nuevo algoritmo puede establecerse como un proceso donde se mini-
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mice con respecto a x y o, mientras se maximiza en relacién con los valores de
1, 7y %, que son los que permiten la transformacion entre la medida CVaR y
el WCVaR. No obstante, estos valores de 11, y y £ deben estar acotados por un
conjunto posible de valores que podrian tomar estos pardmetros.

De esta forma, el problema puede ser reescrito de la siguiente forma:

min mdx min Fy(x,0;, ¥, 10,%,) (3.3.17)

xouyE o«

Elvalor max,, ;(F;), por su parte, puede ser alcanzado de una forma muy
simple, dada la caracteristica de convexidad. Ya que Fﬁ(x, oA W, I, E ) es
monotona creciente bajo X, y monétona decreciente en 11y v, entonces se tiene
la siguiente igualdad,

may Fy (%, 00, 4,01, 57) = Fy (2,00, 2V Mo D Vi) (3.3.1.8)

Prueba 2. WCVaR como medida de riesgo en la optimizacién del portafolio

Dado que F p €S una funcién convexa bajo x, o; y mondtona decreciente en 1, y
y monétona creciente en X, se tiene que

T%C maz’n Fy (x, 05, 9,10, 2,7) <

. , (33.1.9)
min mdx Fy (x,064, 2,90, 1, 2, 7) = min Ey (%, 50, 2,0 b s Vi)

Ademas,

mix min, Fy(x, 052, 2, ¥, 1,2,y) 2 min Fp(x,a;%x,w,um,zhigh,mw) (3.3.1.10)

Por lo que la tnica solucién a esta desigualdad es que

mix min Fy (x, 0054, 2,9, 10, %, ) = min Fy (2,02, 2,V i Ziignr Vi) (3.3.1.11)

Corroborada la paridad anterior, ahora se puede incluir en el proceso de
optimizacion.
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mfn WC‘/aRﬂ (x) = mj]’l mjn Fﬁ (x/ a//l/ Z/W/ :ulowl Zhiglﬂ/)/k:w)
. (3.3.1.12)
=min Fy (x/ LA XV M Zhighr%ow)

La expresion (3.3.1.12) sigue conservando la practicidad del problema ori-
ginal, pero ahora para un portafolio robusto, siempre que se mantenga que la
funciéon F, p €S convexa bajo x, a. No obstante, abre una nueva problematica con
respecto a c6mo hallar los valores de 1., ¥jp,r 2 @ 10 que Hellmich y Kassberg
(2009) [HK:09] se remontan a estudios de Kim y Boyd (2007) [KB:07] para su
solucién, en los que se sugiere la creacién de intervalos de confianza con una
desviacion estandar del 10 % para cada parametro. No obstante, en este trabajo
se ira un poco mas alld y se correrd un proceso histérico desde enero de 2000
hasta marzo de 2014 en muestras de 200 semanas para determinar el valor de
estos parametros y asi encontrar estos valores, tal como se podra apreciar en
la siguiente seccién.

3.4. Implementacion de la metodologia de portafolios robustos bajo una
distribucion hiperbdlica generalizada

Los pesos 6ptimos bajo la metodologia de portafolio robusto desarrollada en
3.3.1 dan como resultado una abultada ponderacién en XLy y XLE. Por su parte,
XLK y XLU solo estan presentes por un corto periodo, y XLP, a diferencia de los
demas portafolios, presenta una ponderacién marginal a través del tiempo.

En la figura (2.2) se ve un detrimento en el nivel de riesgo del portafolio
con respecto al hallado inicialmente. Esto se debe a que bajo las restricciones
impuestas para hallar este portafolio, el algoritmo no logra recoger de forma
eficiente la actualidad del mercado y esto lleva a que no sea totalmente eficiente
ala hora de minimizar el riesgo bajo el panorama actual, ya que es 6ptimo en
un escenario hipotético donde el mercado se encuentra en un nivel de estrés
maximo, lo cual no es la constante.

No obstante, este portafolio fue construido para disminuir la sensibilidad
de los pesos 6ptimos ante variaciones de los parametros, por lo que los cam-
bios en los ponderadores corresponden a modificaciones inicamente de A, y
y y. Por lo tanto, la composicién del portafolio durante la crisis permanecié
muy estable, y solo en los periodos de transicién es que se aprecian cambios
significativos, como resultado de su ajuste a un nuevo régimen de mercado, lo
cual es coherente con el proceso de maximizacién que se llev6 a cabo. De esta
forma, se cumple con el cometido inicial de construir un portafolio robusto,
pero se pierde en términos de riesgo con respecto al portafolio inicial.
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Composicion de los portafolios robustos
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Figura 2.2. Portafolios robustos usando la distribucion hiperbélica generalizada

Fuente: célculos del autor.
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3.5. Comparacion de los diferentes portafolios éptimos

Luego de haberse implementado los algoritmos para hallar portafolios 6p-
timos usando distribuciones de probabilidad hiperbdlicas generalizadas, se
generaron los mismos portafolios bajo la teoria de Markowitz para tener un
comparativo entre los tres, y poder obtener asi una mayor claridad sobre los
avances que ha tenido la teoria de optimizacion de portafolios con la inclusién
de distribuciones mas avanzadas y medidas de riesgo mas robustas.

El primer resultado visible es que el portafolio de Markowitz, al igual que
el portafolio inicial, le da una mayor importancia a XLP (consumo) y a XLU (uti-
lities), activos poco volatiles, con los que el portafolio logra mantener niveles
de volatilidad bajos a través del tiempo. También es importante resaltar cémo
el portafolio con la distribucién hiperbélica y el de media-varianza consiguen
con XLP el retorno ob jetivo y el minimo riesgos simultdneamente, alcanzando
en algunas ocasiones hasta el 100 % de participacion.

Asi pues, el tinico portafolio que presenta una composicién significativa-
mente diferente es el robusto, dado que su proceso de optimizacién parte de un
principio muy diferente al de los otros dos, al hallarse bajo una nueva funcién
que permite que el portafolio sea mas estable en su composicién.

Del mismo modo, la similitud entre el portafolio de Markowitz y el ha-
llado bajo la distribucién hiperbdlica generalizada hace que, al estimar los
CVaR empiricos de los datos en el interior de la muestra, estos no sean muy
diferentes entre si, pero si mas eficientes con respecto al portafolio robusto, el
cual presenta una gran brecha en su nivel de riesgo empirico.

Lo anterior es un resultado muy significativo, ya que muestra que, al opti-
mizer un portafolio bajo el modelo de Markowitz de 1952 y el modelo sobre la
distribucién hiperbolica generalizada, el resultado no es muy diferente en tér-
minos de riesgo, como se esperaba, o, por lo menos, en el interior de la muestra.

Este fenémeno se explica porque el proceso de optimizacién sigue estando
centrado en la matriz de varianzas y covarianzas, a pesar de que la distribucién
hiperbélica generalizada permite un mejor ajuste de los datos que la normal,
tal como se puede apreciar en las figuras (2.2), y de que con ello se llega a una
mejor valoracién del riesgo. Por tal motivo, los resultados no difieren en gran
medida de los alcanzados bajo el portafolio de media—varianza, pues este es-
timador (Z) no es muy diferente entre estas dos funciones. Esto muestra que,
pese a incluir otros momentos en el proceso de optimizacién, los efectos de
estos sobre los datos mas extremos no son tan significativos como en los cuan-
tiles mas cercanos a la media, que es donde se logra un mayor avance con el
ajuste de la distribucién hiperbdlica.
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Composicion de los portafolios Markowitz
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Figura 2.3. Portafolios 6ptimo bajo m. Markowitz

Fuente: célculos del autor.
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De esta forma, las dos medidas de riesgo tienden a ser muy parecidas, a
pesar de que se esté minimizando el riesgo de eventos extremos sobre dos
funciones de distribucién diferentes y sobre dos medidas distintas.

El anterior es un resultado bastante importante en este trabajo, y para de-
terminar que este fuera un resultado consistente, se cambiaron los retornos
promedio exigidos para cada portafolio con el &nimo de eliminar la posibilidad
de que los retornos exigidos fueran demasiado altos, y esto llevara a que los
dos portafolios convergieran en términos de ponderaciones para alcanzar tal
nivel de rentabilidad, pero los resultados no fueron muy diferentes a los que
aqui se presentan.

CVaR portafolios
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Time
— Port. DHG = == Port. Markowitz

e e Port. robusto » 5&P 500

Figura 2.4. Comparacién del CVaR histérico de las dif. metodologias

Fuente: célculos del autor.

Entonces, dentro de la muestra los mejores portafolios son el de media-
varianza y el que surge de la distribucién hiperbdlica, gracias a que reaccionan
muy rapido ante cambios en el mercado; posteriormente, esta el portafolio
robusto, el cual tiene mas restricciones y, por ende, tarda més en acomodarse
frente a eventos puntuales, pero ofrece una mayor proteccién fuera de la mues-
tra debido a que tiende a evitar los activos histéricamente con mayor CVaR
(ya que esta restringido siempre al peor escenario). Otro resultado relevante
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es que el portafolio GHD y el de Markowitz logran replicar el desempefio del
S &P 500 a un nivel de riesgo significativamente inferior, mostrando la per-
tinencia de estos modelos, y el portafolio robusto consigue tal objetivo en
algunos periodos.

Capitulo 4. Simulacién de escenarios y portafolios

Los resultados anteriores muestran que no hay un salto cualitativo importan-
te entre la metodologia que utiliza la distribucién hiperbdlica generalizada y
el modelo de media-varianza de Markowitz, por lo menos en el interior de
la muestra. No obstante, el mejor ajuste de la distribucién hiperbélica a los
datos del mercado lleva a avances significativos en la valoracién del riesgo
del portafolio, pues, a pesar de que ambas canastas exponen niveles de ries-
go semejantes, solo bajo la distribucién de colas pesadas se logra una mejor
cuantificacion de las posibles pérdidas de los activos.

Del mismo modo, otro de los avances obtenidos al utilizar distribuciones
hiperbdlicas es que permiten la inclusién de momentos de orden superior, y,
por lo tanto, se puede alcanzar un mejor modelaje de los activos ante diver-
sos escenarios. Esto no es posible con la distribucién normal, ya que esta solo
puede ser estresada a partir del parametro de volatilidad, sin poder aumentar
el peso de las colas, modificar la asimetria de los retornos o su curtosis. De
esta forma, una distribucion como la hiperbdlica generalizada es mucho mas
manejable ante investigaciones puntuales, gracias a sus multiples pardmetros
y a su ajuste a las diferentes series financieras.

Por consiguiente, un investigador podria analizar como casos especificos
del mercado o de un activo podrian afectar el desempefio del portafolio, a tra-
vés del pronodstico de cuanto seria el valor de cada uno de los pardmetros que
componen su distribucién. Estos valores pueden ser facilmente extrapolados
de experiencias o datos histéricos, en una especie de prueba de estrés. De la
misma forma, este algoritmo permite al investigador hallar el mejor portafolio
posible ante un escenario hipotético, lo que le daria una ho ja de ruta desde
el portafolio actual.

Asi pues, aunque los avances encontrados con la distribuciéon hiperbélica
en la optimizacién de portafolios no sean significativos, estas pueden llegar
a ser muy ttiles para los administradores de portafolios e investigadores en
cuanto a simulacién de escenarios y hallazgo de portafolios 6ptimos bajo cam-
bios de régimen en el mercado.
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4.1. Pardmetros historicos

Los pardmetros de los diferentes portafolios 6ptimos encontrados a través
de la historia son de gran interés para el investigador a la hora de analizar
los cambios de régimen en el mercado y las variaciones en las composiciones
de cada uno de los portafolios, por lo que su exposicion a través de series de
tiempo es de gran valor a la hora de evaluar escenarios futuros del mercado.
Por lo tanto, se esbozara el comportamiento de cada uno de estos pardmetros
dentro de las series de retornos de los portafolios 6ptimos encontrados en 3.2.

El valor del pardmetro n del portafolio, bajo la distribucién hiperbélica
generalizada, estd asociado al promedio de los retornos de la canasta de bie-
nes. Este ha presentado un comportamiento irregular a través de su historia
alrededor de 0,006. Cabe resaltar que nunca ha tocado terreno negativo, pese
a presentarse en 2008 y 2010 una de las peores crisis financieras de la historia,
y que su punto mas bajo se encuentra en 2013.

El pardmetro v, por su parte, ha presentado algunos picos muy pronun-
ciados en los dltimos diez afios, donde uno de ellos corresponde al inicio de
la crisis de 2008, después del cual cay6 rapidamente a niveles cercanos a cero.
Esto se traduce en que previo a la recesién las colas de la distribucion se es-
taban haciendo cada vez mas livianas, y cuando empez6 la inestabilidad en
septiembre de ese afio, se vio revertida esta tendencia. El periodo siguiente,
comprendido entre 2008 y 2012, se caracterizé por presentar distribuciones
de colas pesadas, lo que es coherente con lo vivido en el mercado de valores
a nivel mundial.

Por su parte, el valor de y ha sido bastante volatil a través de la historia, y
al contario que los pardmetros anteriores, este alcanzé su nivel maximo en un
periodo cercano a 2008 (a menor valor de este pardmetro, mayor es la concen-
tracién de datos alrededor de la media y menor es su dispersién). La funcién
de y viene dada por el tamafio de las colas y la curtosis de la funcién.

A, aligual que 1, y y ¥, alcanz6 uno de sus puntos mas altos en el periodo
previo a la crisis de 2008 y actualmente se encuentra en niveles superiores al
promedio histérico. En suma, esto refleja que estos pardmetros, previo a la
crisis, le imprimieron a la distribucién caracteristicas de colas livianas a la iz-
quierda de la distribucién (pérdidas), una alta curtosis y un desplazamiento
hacia la derecha, mostrando el buen momento que vivian las bolsas mundiales
entonces. Pero, posteriormente, se puede apreciar que los retornos tendieron
a una mayor dispersion, a reducir el promedio de los valores de los retornos
(menos positivos) y a elevar el tamafio de las colas de la distribucién.
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Figura 3.1. Valores histéricos del parametro n

Fuente: célculos del autor.
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Figura 3.2. Valores histéricos del parametro y

Fuente: célculos del autor.
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Figura 3.3. Valores histéricos del parametro y,

Fuente: célculos del autor.
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Parametro A
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Figura 3.4. Valores histéricos del pardmetro A

Fuente: calculos del autor.

Por su parte, el término de volatilidad mostré un repunte evidente a par-
tir de la crisis inmobiliaria y no paré hasta estabilizarse por encima de 0,02.
Posterior al 2012 la volatilidad ha venido disminuyendo, hasta ubicarse en
niveles histéricamente bajos, comparables con los vistos hace siete afios, pero
superiores a los observados en el periodo previo a la crisis.
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Figura 3.5. Valores histéricos del pardmetro

Fuente: calculos del autor.

Por tltimo, el parametro de asimetria ha estado en terreno negativo en los
dltimos diez afios, hecho estilizado que no se podia recoger con la distribucién
gaussiana. Actualmente, el valor de vy es alto en comparacién con su historia
reciente, lo que refleja el buen momento que viven muchos mercados a nivel
mundial, entre ellos el americano.
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Figura 3.6. Valores histéricos del parametro y

Fuente: célculos del autor.

Asi pues, un portafolio 6ptimo seria aquel que mantuviera un nivel alto
en su parametro 1, y, v, ¥ y A y bajo en X.
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4.2. Portafolios éptimos

Luego de lo encontrado en el numeral anterior, el interés del investigador se
torna en la optimizacién de portafolios bajo criterios de maximizaciéon de p, v,
Y, %y A y minimizacién de X, sujeto a un nivel de rentabilidad objetivo.

En cuanto a los valores de los parametros de y, y y A, estos vienen dados
por el ajuste de la distribucion global de los datos, es decir, estos son para-
metros comunes a toda la distribucién compuesta por los n-activos. De esta
forma, un mejoramiento en el desempefio de un portafolio por medio de estas
medidas solo es posible si se eligen mejores activos dentro de la canasta sujeta
de inversién.

De este modo, en este punto el proceso de optimizacién debe ser entendido
en dos etapas. En la primera se busca maximizar y, y y A, en una etapa deno-
minada como proceso de seleccién de activos; y hay otra llamada proceso de
optimizacién, donde se busca encontrar los pesos 6ptimos de los activos que
configuren el portafolio de menor riesgo dadas unas especificaciones en sus re-
tornos. A partir de este momento, el documento se centrara en la segunda etapa.

4.2.1. Portafolio por minimizacion de varianza

Uno delos principales intereses de un administrador es mantener un portafolio
de bajo riesgo, dadas algunas especificaciones sobre la rentabilidad. El primer
acercamiento que se hizo en este contexto fue la minimizacién del CVaR de
un portafolio que seguia una distribucién hiperbélica en sus retornos; y, mas
adelante, se realizé un procedimiento en el cual se minimizaba la matriz de
varianzas y covarianzas de un problema de optimizacién cuadratico (modelo
de Markowitz); ambos con una exigencia minima de rentabilidad. En este ca-
so se efectud una optimizacién bajo la minimizacién de la matriz X que arroja
la distribucién hiperboélica generalizada, es decir, se replicé el algoritmo de
Markowitz pero usando la matriz de varianzas y covarianzas dada por el ajuste
de los retornos a una distribucién con momentos de orden superior.

El resultado encontrado muestra que el portafolio obtenido bajo el mode-
lo de Markowitz y el expuesto en este numeral son muy parecidos, pero no
exactos. Esto se debe a que la matriz de varianzas y covarianzas obtenida bajo
el ajuste de la distribucién hiperbélica generalizada es ligeramente inferior a
la utilizada en el modelo de Markowitz, dado que la primera logra depurar
efectos como asimetria y curtosis, los cuales son recogidos como ruido en la
estimacion de esta matriz bajo la distribucién gaussiana. No obstante, las va-
riaciones de los dos portafolios no son significativas.
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Figura 3.7. CVaR de portafolios 6ptimos

Fuente: célculos del autor.

Por lo tanto, esta metodologia es eficiente con respecto a la hallada en el
numeral 3.2, debido a que logra conformar un portafolio con niveles de riesgo
reducidos y a un costo computacional muy bajo, pero no se consigue un avance
significativo con respecto al modelo de Markowitz.

4.2.2. Portafolio dptimo con asimetrias

El portafolio anterior es 6ptimo en minimizacién de riesgo y alcanza una alta
semejanza con respecto a la metodologia determinada en 1952 por Markowitz,
pero cae en el problema de dejar fuera de su optimizacion caracteristicas basicas

como asimetria y curtosis. De este modo, para introducir momentos de orden
superior en el algoritmo, se va a incorporar primero una funcion de utilidad, asi:

1
U-=o- Emf (4.2.2.1)
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Figura 3.8. Distribuciones de retornos que se obtienen al variar la aversién al riesgo
del agente

Fuente: célculos del autor.

Donde « hace alusién a la aversion al riesgo del inversionista, la cual no
habia sido tenida en cuenta en el desarrollo de los algoritmos de los portafo-
lios 6ptimos anteriores, ya que solo se minimizaba el riesgo; 62 es el factor de
riesgo del portafolio y a, es la deriva del modelo.

o, ha sido reemplazado cominmente por E[r,], o el valor esperado de los
activos, convirtiendo a (4.2.2.1) en un problema de optimizacién dual.

Asi pues, el problema de seleccién de portafolio queda establecido como:

min-U, 4.2.2.2)
O, lo que es lo mismo,
min—-w'l, + kKw’Z,w (4.2.2.3)

Este problema puede ser resuelto facilmente siguiendo los supuestos de
Goldfarb e Idnani [GI:83] en su texto de 1983, en el cual se minimiza el riesgo
medido por la matriz de varianzas y covarianzas, mientras se maximiza el
retorno esperado del portafolio.
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Luego de realizarse algunas simulaciones, se lleg6 a que entre mas aver-
so es el inversionista al riesgo, la distribucién de los retornos resultante del
proceso de maximizacién presenta una mayor curtosis, ya que en la funcién
objetivo el riesgo pesa significativamente mds que el retorno del portafolio.
En caso contrario, el peso de las colas se eleva y la concentracién de los datos
alrededor de la media se hace menor (mayor dispersién), ya que el algoritmo
permite al portafolio la existencia de retornos extremos en procura de un ni-
vel superior de rentabilidad, so pena de un aumento en los niveles de riesgo.
Este resultado es coherente con la intuicion financiera, pero atin se mantiene
en linea con la teoria de Markowitz, donde solo son incluidos los dos primeros
momentos de la distribucién de los retornos en la optimizacién de portafolios.

De manera que se hara uso del pardmetro y de la distribucién hiperbdlica,
para introducir el concepto de asimetria a este problema (momento de orden
superior).

De este modo, y haciendo uso de las propiedades de transformaciones
lineales vistas en 2.2.2, el problema puede ser reescrito de la siguiente forma:

min—-w'y, + Kw'X,w (4.2.2.4)

Distribucién bajo varios
.

30

Distribucion hiperbdlica generalizada

T T T T T
-0.06 -0.04 -0.02 -0.00 -0.02 -0.04 -0.06

Valores o =y

— k=1 ===k=10 eeee =20

Figura 3.9. Distribuciones de retornos que se obtienen al variar la aversién al riesgo
del agente

Fuente: célculos del autor.
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Donde v es el coeficiente de asimetria de la distribucién.

Al desarrollar este proceso de optimizacion para varios niveles de «, se
tiene que a mayor ponderacién de riesgo dentro del algoritmo (mayor aversién
al riesgo) con respecto al pardmetro at, la distribucién de los retornos se torna
mas simétrica y de mayor curtosis, mientras que cuando y pesa mas (relativa-
mente) dentro de la funcién de utilidad (4.2.2.4), las colas de la distribucion se
hacen més pesadas, sobre todo a la derecha, ya que se desea que una mayor
concentracion de datos de corte positivo estén dentro de los resultados del
portafolio. Asi pues, entre mayor sea el peso de y dentro del algoritmo, més
agresivo va a ser el portafolio.

Este resultado es coherente con la teoria financiera, pues a mayor retorno
esperado o asimetria positiva, mayor riesgo asociado.

Distribucion bajo varios p

20

15

10

Distribucion hiperbdlica generalizada

T T T T T T
-0.15 -0.10 0.05 0.00 0.05 0.10

Valores o = E(x)

—p=1 ---p=1/2 ceeep=0

Figura 3.10. Distribuciones de retornos que se obtienen al variar el pardmetro p

Fuente: célculos del autor.

No obstante, para no tener que elegir necesariamente entre retorno esperado
y asimetria en el parametro at de la expresion (4.2.2.1), se puede construir un
indice ponderado donde se recopilen los dos. De esta forma, se pueden incor-
porar en el proceso de optimizacién todos los momentos que proporciona la
distribucién hiperbélica generalizada, cada uno valorados a la necesidad del
investigador o al gusto del administrador de portafolios.
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I,= pELr] + (1 - p)y, (4.2.2.5)

min—-w’l, + xw'E,w (4.2.2.6)

De esta forma, se puede construir una amplia gama de portafolios 6ptimos
en términos de riesgo, dadas algunas demandas del administrador sobre los
momentos de orden superior de la distribucién de los retornos, lo que genera
un avance importante con respecto a la teoria cldsica, ya que esta solo tiene
en cuenta las medidas de riesgo y retornos esperados a la hora de seleccionar
un portafolio.

Asi pues, la distribucién hiperbdlica generalizada conlleva un avance
cualitativo importante al permitir la expansion de la seleccién de portafolios
a otros momentos de orden superior, los cuales no eran tenidos en cuenta en
la teoria clasica pero que son de vital relevancia a la hora de gestionar inver-
siones de capital.

Capitulo 5. Stress test

En este numeral se va a dividir en dos el concepto de escenario de estrés. En el
primero, se estresard la funcion global de retornos del portafolio para simular
eventos que llevan a un choque generalizado en el mercado, como el vivido
en 2008; y, en un segundo plano, se generaran impactos a ciertos activos o es-
timadores, con el fin de precisar el efecto que puede tener un activo sobre la
composicién global del portafolio cuando este ha sufrido un efecto adverso
importante, sin que esto afecte a la totalidad del mercado —ceteris paribus—.

5.1. Escenarios de estrés global

Para generar escenarios de estrés, dadas la relacion entre los pardmetros y la
forma de la distribucién de los retornos, basta con elevar los valores de ¢, y
reducir las magnitudes de 11, %, y, A y v, lo que es similar al proceso realizado
anteriormente para determinar el portafolio robusto en 3.3.1.

Asi pues, se va a suponer un ejercicio simple en el cual todos los parame-
tros van a variar un 10 % en procura de estresar la distribucién de los retornos
para ver cudnto se modifica el CVaR del portafolio.

Luego de realizado el experimento, los resultados arrojan que el CVaR
original es del 1,15 %, y bajo el escenario de estrés este aumenta hasta 1,37 %,
lo que implica un aumento de 22 puntos bésicos.
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Distribucién de los retornos

Distribucion hiperbdlica generalizada

T T
-0.10 -0.05 -0.00 -0.05
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— Distribucién original = = = Distribucién estresada

Figura 4.1. Distribucién de los retornos antes y después del choque a los parametros

Fuente: calculos del autor.

Esta es una forma muy practica de valorar el riesgo de mercado de un
portafolio ante un evento de crisis. No obstante, el andlisis puede ser llevado
un poco mas lejos, al permitirse generar un nuevo portafolio 6ptimo bajo este
escenario, y asi dotar al administrador de una hoja de ruta, en dado caso que
se llegue a presentar tal situacion.

5.2. Escenarios de estrés sobre activos puntuales

Un ejercicio adicional de estrés se podria realizar modificando los pardmetros
de cada activo dentro de la canasta de titulos sujetos de inversién, para luego
determinar el nuevo portafolio 6ptimo, lo que abre un gran pliego de opciones
para que el analista pueda simular y determinar portafolios ante diversos es-
cenarios, o la opcién de tener diversas hojas de ruta para los administradores
de portafolio ante eventos hipotéticos sobre cada activo.

De esta forma, si se eleva el valor de la varianza del activo con mayor
participacion histérica dentro de los portafolios, su efecto en la composiciéon
podria llevar a cambios muy importantes, y, por ende, le serfa de gran ayuda
al administrador saber cudl seria la nueva composiciéon 6ptima a la que deberia
llevar la canasta de bienes, de presentarse tal situacién. Estos choques sobre
activos particulares podrian deberse a diversas situaciéon de mercado, tales
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Portafolios 6ptimos con 2, , estresado
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Figura 4.2. Composicioén de los portafolios 6ptimos bajo un escenario estresado en XLP

Fuente: célculos del autor.

Portafolios 6ptimos con 67, , estresado (Var - CoV)
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Figura 4.3. Composicion de los portafolios 6ptimos bajo un escenario estresado en
XLP (10 %)

Fuente: célculos del autor.
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como cambios en la estructura organizacional, fallas en la ejecucién del algtin
proyecto o alguna problematica legal o financiera derivada de su actividad
econdémica, sin que esto afecte la totalidad del mercado.

Asi pues, si se toma la varianza de XLP (Sector de consumo de bienes basi-
cos) y se eleva en un 10 % a través de la historia, la nueva composiciéon 6ptima
seria la expresada en la figura 4.2.

En esta se puede apreciar como hay solo una pequefia variacién en la com-
posicién de este ETF en los diferentes portafolios 6ptimos, lo que muestra la
gran importancia de este activo en la canasta seleccionada, ya que su relacién
de riesgo-rentabilidad sigue siendo atractiva a pesar de elevarse su cuantifi-
cacion de riesgo en un 10 %.

Dado este resultado, se elevaron también las covarianzas en un 10% y se
volvieron a calcular los portafolios 6ptimos. Los resultados arrojaron que las
variaciones no son significativas a lo largo del tiempo, salvo en un par de oca-
siones; y en cinco casos su variacién fue nula para los tres escenarios. También
se encontré que las modificaciones mas grandes se dan cuando se eleva solo
la varianza del activo, sin modificar su estructura de covarianzas.

Variacion de XLp dentro de los portafolios
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Figura 4.4. Variacién de la participacién de XLP dentro de los portafolios 6ptimos

Fuente: calculos del autor.
Si se genera un escenario de mds estrés, como elevar la varianza en un

50 %, se puede apreciar un cambio importante en la composicién del portafolio,
aunque se mantiene XLP como el ETF con mayor participacion.
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Y al aumentar la varianza y covarianza de este activo en un 50 %, la com-
posicién dista bastante de los dos escenarios anteriores. Entonces, el nivel de
estrés generado en este escenario hace que la hoja de ruta del administrador
de portafolio sea mds dificil de seguir, dado que, al darse estos choques, la
recomposicién seria mas significativa.

Estos resultados son totalizados en la figura 5.6, donde se aprecia una dismi-
nucién importante de XLP en todos los portafolios, con una mayor sensibilidad
durante 2003 y 2008. También se puede ver como el aumento de las covarianzas
puede mermar el efecto, tal como se presenté entre 2010 y 2012, o incrementar
su impacto como entre 2003 y 2005, lo que es un caso interesante de analisis.

De otro lado, si en vez de elevar la matriz de varianzas y covarianzas, se
simulan unos choques a la asimetria de XLP, los efectos son considerablemente
diferentes. Asi pues, si se hace que el parametro y sea un 10 % mads negativo
que en sus estimaciones reales, las variaciones sobre la canasta total son mas
fuertes que cuando se eleva la volatilidad.

Del mismo modo, si el choque sobre y es un 50 %, el efecto total es conside-
rable, al punto que ya XLP deja de ser el activo mas importante dentro de estos
portafolios, para cederle el paso a XLU (servicios publicos) y XLK (Tecnologia),
y desplazarse a ser un activo secundario que desaparece durante largos pe-
riodos de tiempo.

Portafolios 6ptimos con 62, , estresado
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Portafolios 6ptimos con o7, , estresado (Var - CoV)
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Figura 4.5. Composicion de los portafolios 6ptimos bajo un escenano estresado
en XLP (50%)

Fuente: célculos del autor.

Variacion de XLP dentro de los portafolios
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Figura 4.6. Variacion de la participacion de XLP dentro de los portafolios 6ptimos

Fuente: célculos del autor.
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Port. 6ptimos con y estresado estresado en un 10%
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Figura 4.7. Composicion de los portafolios 6ptimos bajo un escenano estresado
en XLP (50%)

Fuente: célculos del autor.
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Asipues, si un administrador de portafolio conoce esta informacién, posee
una hoja de ruta que lo lleva a tomar mejores decisiones en caso de que algin
escenario de estos se realice, o, por lo menos, lo lleva a conocer a cuéles ries-
gos se podria enfrentar. Sabria que ante un aumento de la varianza del 10 %
en XLP en este contexto, las modificaciones que deberia hacer en su portafolio
serian limitadas, en comparacién a cuando se da un aumento de la asimetria
del mismo activo.

Variacion de XLp dentro de los portafolios
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Figura 4.8. Variacion de la participacién de XLP dentro de los portafolios 6ptimos

Fuente: célculos del autor.

Capitulo 6. Conclusiones

Con la utilizacién de la distribucién hiperbélica generalizada en la optimiza-
cién de portafolios y el uso de medidas de riesgo robustas, no se logra un gran
avance en el interior de la muestra con respecto al portafolio de media-varianza,
ya que las ponderaciones éptimas tienden a ser muy homogéneas entre estos
dos portafolios, pese a que provienen de procesos totalmente diferentes. Es
por esto que muchos administradores de portafolio siguen centrados en la
minimizacién de la varianza, dado que, si son eficientes bajo esta medida,
también lo son bajo las demas.
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Sin embargo, un avance importante que se da con la distribucién hiper-
boélica generalizada es que al utilizar esta funcién de distribucién se tiene una
mejor medicién de los verdaderos niveles de riesgo a los que se expone un
determinado activo o portafolio, puesto que con sus muiltiples pardmetros
se logra un mejor ajuste de lo que seria la verdadera forma funcional de la
distribucién de pérdidas, hecho en el que falla la distribucién normal. Otra
de las ventajas que se obtiene al utilizar esta distribucién es que se pueden
generar diversos escenarios, con los cuales se consigue simular numerosos
choques sobre los niveles de riesgo a los que se expone el administrador y sus
efectos sobre los portafolios.

Asi pues, en la parte de simulacién el avance es significativo, ya que se
pueden generar escenarios de estrés muy particulares, como cambios en la
asimetria, en la curtosis o en el tamaifio de las colas de la distribucion, mien-
tras se mantienen las otras caracteristicas invariantes, o escenarios de estrés
generalizados, como el vivido en 2008, donde todos los pardmetros de la dis-
tribucién sufrieron perturbaciones negativas. Esto permite no solo generar
simulaciones para épocas de estrés (stress test), sino también cuantificar ciertos
impactos ante cambios estructurales de los activos, tales como adquisiciones,
emisiones o nuevos regimenes de mercado.

Ademas, es posible generar procesos de optimizacién para hallar portafo-
lios con ciertas caracteristicas particulares en términos de asimetria, curtosis,
valor esperado y riesgo, lo cual es una extensién a la optimizacion de porta-
folio tradicional, dado que se logra incluir momentos de orden superior a un
costo computacional muy bajo, con resultados de alto interés para los analistas.

Asi mismo se desarroll6 e implement6 una metodologia de portafolios
6ptimos siguiendo el CVaR del peor escenario, bajo la cual se consigue dis-
minuir la sensibilidad de las ponderaciones ante posibles efectos de error de
estimacion de los parametros de la distribucién. El resultado en la practica fue
satisfactorio, dadas las restricciones que se le imponen dentro del proceso de
optimizacién, ya que, aunque los niveles de riesgo aumentaron, la dispersién
de las ponderaciones a través del tiempo fueron bajas, y se elevaron solo en
periodos de transicion en el mercado.

Por tltimo, el tiempo empleado para correr cada uno de los portafolios
histéricos sobre una base de 200 semanas empleando las tres metodologias
(bajo distribucién hiperbdlica generalizada, el portafolio robusto y el de
Markowitz) muestra que el algoritmo mas eficiente es el de media-varianza
con un tiempo promedio muy cercano a cero; luego, le siguen el portafolio
robusto y el portafolio hallado bajo la distribucién hiperbélica generalizada,
debido a que cuentan con estructuras muy similares. No obstante, el tiempo
de los portafolios no gaussianos no es elevado en términos absolutos, al tardar
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en promedio entre 3 y 7 segundos. En cuanto a los portafolios hallados en el
numeral 4.2, sus tiempos fueron equivalentes a los de Markowitz, dado que
siguen el mismo proceso de optimizacién bajo funciones convexas cuadraticas.

Tiempo (seg.) del proceos de optimizacion
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Figura 5.1. Tiempo empleado (en segundos) para obtener cada unos de los portafolios

Fuente: calculos del autor.

Dados estos resultados, una estrategia 6ptima para un administrador de
portafolios podria ser: determinar las ponderaciones 6ptimas bajo el modelo
de media-varianza propuesto por Markowitz, y, posteriormente, hacer el ajus-
te de los retornos de tal portafolio a la distribucién hiperbdlica generalizada
para determinar asi sus niveles de riesgo y los escenarios de estrés de interés
del investigador, obteniendo de esta forma lo mejor de cada metodologia. O
si, por el contrario, desea canastas con caracteristicas més alla de los portafo-
lios de minimo riesgo, puede ajustar el proceso siguiendo las metodologias
expuestas en 4.2, donde puede ajustar una canasta de bienes a momentos de
orden superior.
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Apéndice A
Diferentes parametrizaciones de la distribucion hiperbélica
generalizada™

(A, x, %, i, B, )-Parametrization
A X ¥ I z o
ghyp AeR x>0 ¥>0 peR! T eRT veR?
hyp A=dgt x>0 $>0 peR? ZeR® v €eR?
NIG A=-1 x>0 >0 peR! TeR® yeR?
t A<0 x>0 P=0 peR! TeRE v € R4
VG A>0 x=0 ¥>0 peR! T eRE yeRe
(A, @, p, , v)-Parametrization
A & m b+ ¥
ghyp AeR a>0 peR? T eR* ~yeR®
hyp A=d @a>0 peR? TeR® qeR?
NIG rmi a>0 pueR! TeR® qeRe
t A=-f<-1 a=0 peRf TeRE qeRe
VG A>0 a=0 ueRf TeRE qeRe
(A, e, p, A, 8, B)-Parametrization
A o ) I A
ghyp AER a>0 §>0 peRY AeR® Pe{zeR%:a’-z'Az >0}
hyp A=dfl a>0 §>0 peR! AeR® Be{reRi:a?-z'Az >0}
NIG A=-1 a>0 §>0 peR! AeR® fe{reR':a?-2'Az >0}
t A< a=\/FAB >0 peR! AecRA BeRrd
VG A>0 a>0 §=0 peR! AeR® Be{reR!:a?-z'Az >0}

14 Esta tabla fue tomada de Breymann, W. (2013).
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