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RESUMEN. Este trabajo estd centrado en un procedimiento reciente para transformar
ecuaciones diferenciales, conocido como algebrizacion. Aqui presentamos, por primera
vez en castellano, un articulo con detalles y ejemplos de la algebrizacion de ecuaciones
diferenciales, los cuales se pueden implementar en cursos electivos o avanzados de
ecuaciones diferenciales.
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ABSTRACT. This work delves on a recent procedure to transform differential equations,
the so-called algebrization. We present, for the first time in a paper in Spanish, details
and examples concerning the process of algebrization of differential equations, which
can be used in elective or advanced courses of differential equations.
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1. Introduccion

La algebrizacion es una parte importante de la teoria de Galois diferencial para las
ecuaciones diferenciales. Esta teoria tuvo su origen en los trabajos de los matematicos
franceses CHARLES EMILE PICARD (1856 - 1941) y ERNEST VESSIOT (1865 - 1952); ver
[7]. Una de las aplicaciones importantes de la teoria de Galois diferencial es la introduccién
de aspectos algebraicos, algoritmicos y analiticos a las ecuaciones diferenciales lineales
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homogéneas, como se puede detallar en [12]. En la actualidad, se encuentran aportes sobre
la integrabilidad y no integrabilidad en sistemas hamiltonianos al igual que los grupos de
Galois; ver [8, 9, 10, 11].

En este documento se hace una breve presentacion de dos tipos de algebrizaciones en
el marco de la teoria de Galois diferencial, con un lenguaje mas accesible en relacién con
los textos originales, para aquellos que quieren conocer sobre el tema, pues el lenguaje
utilizado en estos hace un poco dificil la interpretacién y comprension del mismo. El
propdsito de la algebrizacion es simplificar ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDOs) de segundo orden para su posible solucién mediante métodos analiticos. En la
seccién 2, se introduce el cambio de variable independiente, el cual es la base para el
proceso de algebrizacién ver; [1, 3, 4, 5, 6]. Aqui, ademds de enunciar el Teorema (Cambio
de Variable Independiente), se hace una demostracion en detalle, la cual no se encuentra en
las referencias citadas. En la seccién 3, se introduce el concepto, procedimiento y algunos
ejemplos de la algebrizacion forzosa ver; [1, 4, 5]. Para la seccidn 4, se usa el concepto del
cambio de variable hamiltoniano para aplicar la algebrizacion hamiltoniana a la EDO en
su forma estandar o simplificada y, mediante ejemplos, se explica dicho proceso enunciado
en[l, 3,4, 5].

Ambos procesos de algebrizacion parten de una EDO con coeficientes de funciones no
racionales, y mediante la aplicacién de un cambio de variable, se transforma en otra EDO
de coeficientes racionales; es decir, se hallan coeficientes que pertenecen a C(z), de manera
que al cumplir esta condicidn, se aplica la algebrizacion correspondiente. No obstante, los
procesos no son iguales, debido a que para la algebrizacion forzosa, la funcién utilizada
para el cambio de variable debe ser tomada de la expresién que acompaiia a la variable
dependiente, mientras en la algebrizacion hamiltoniana puede tomarse una funcién que
hace parte o no de algin coeficiente de la EDO.

2. Algebrizacion

Este proceso tiene como objetivo realizar la transformacién de una EDO con coeficien-
tes no racionales, de la forma
/ /!
@(xvyay Y 7) =0
en otra EDO con coeficientes racionales

o(z,mr' " 0 =0.

Nuestro desarrollo se basa en el teorema 1 [1, 4, 5, 6] para comprender la algebrizacion
de algunas EDOS, las cuales deben cumplir con ciertas caracteristicas especificas.
Teorema 1 (Cambio de variable independiente). Sea la ecuacion diferencial L., con
coeficientes en C(z) con C un cuerpo de constantes,

d
= — 1

o ey

y C(2) < L la correspondiente extension de Picard - Vessiot. Ademds, sea (K, 0) un
cuerpo diferencial y sea z € K un elemento no constante.

L, = 0%y +ki1(2)0.y + ka(2)y = 0, 0. :
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Haciendo el cambio de variable z = z(x), la ecuacion diferencial (1) se transforma
en la siguiente ecuacion diferencial:

2
0zz

L, =0+ <k1 (2) Opz — ) Our + ka(2) (8,2)r =0, 2)

x

d
Oy 1= e
Dem. Sea la ecuacion diferencial.
02y + k1(2) Oy + ka(2) y = 0, k1, ko € C(2).
Considere el cambio de variable
z=2(z) = dz=2:'(z)dz.

Al sustituir lo anterior en las derivadas, se obtiene
dy dy 1 dy

0=y := dz 2 (z) dz B 2(x) dx
d d 1 dy 1 d 1 dy
2 . _ @ . @ Y9
%y = dz (9:9) dz (z’(ac) a:) C o 2(x) dx (z’(a?) dx)
2 1 (@) dy 1 @
%y = 2'(x) (z/(z))* dx + 2'(x) da?
1 d? 2'(x) d
P2y = dy @) dy

Y puesto que 9,y := % y 0%y = 5272, entonces
1 2 1L e 2'@)
Dy = 7 Oy Oy =

@) @)
Ahora reemplazando estos resultados en (1),
1 9 2" (x)

0zy.

Dey + k1 (2(2)) —— Doy + k2 (2(2))y = 0. (3)

@2 T @@ ()

Multiplicando (3) por (2'(z))?, aplicando el cambio de variable inicial, reescribiendo

las derivadas (2/(z) := 0,2 ; 2”(x):= 02z) y tomando r(z) = (y o z) (), se tiene:
2 93z 2
osr — e Orr + k1 (2) 0z2 Opr + ko (2) (0,2)"r = 0

2
0:z

O2r + <k1 (2) Opz — 9.2

) Our + ko (2) (022)°r = 0.
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3. Algebrizacion forzosa

En esta seccion, estudiaremos la algebrizacién que nos conduce de la ecuacién (2)
ala (1); es decir, el proceso contrario al indicado en el teorema 1; ver [1, 4, 5, 6]. Vale
la pena resaltar que el interés no es encontrar una familia de soluciones de EDO, sino
determinar al menos un caso particular; por ello, se tomard la constante de integracion nula.
El procedimiento se ilustra a continuacion:

1. Buscar la (61,2)2 apropiada en el coeficiente de la variable dependiente r, para que
de ella se obtenga z, 0,2 y 022.

2. Dividir por (8,2)* el coeficiente de variable dependiente r para obtener kz(z) y
comprobar si ky € C(2).

3. Igualar los coeficientes de la derivada de la variable dependiente Or tanto de (2) como
de 1a EDO dada, para obtener k1 (z) y finalmente comprobar si k1 € C(z).

Ejemplo 1.
(a) Aplicaremos el procedimiento de algebrizacién a la siguiente EDO:

1
%r

_ - Q1 2r =0. 4
T g 1) e (e )T =0 “)

Paso 1

Sea (9,2)> = (Inz 4 1)*. Tomando la parte positiva de la raiz: 9,z = Inz + 1, al
derivar se tiene 0%z = % y al integrar se obtiene:

oz) = /(lnx+1)dx

z(z) = z(lnz—-1)+=
z(z) = zxzlnz
Paso 2
Al dividir por (8$z)2 el coeficiente de variable dependiente r en (4), se tiene:
- 1)°
ka(z) = 2TV ) e,
(Inz+1)

Paso 3

Igualando los coeficientes, reemplazando las derivadas y despejando a k1(z), se
obtiene:

02z 1

F(2)027 - 9,z z(lnz+1)
: 1

= ki(z) (Inz—1) = (Inz —1) - ~z(lnz+1)
1 1

k1(z)(lnz —1) — z(mz—1) = “z(nz+1)



“v38n2a03AcostaEtAl3” — 2017/11/30 — 19:51 — page 79 — #5 GF

Lecturas Matematicas, vol. 38 (2) (2017), pp. 75-89 79
simplificando
ki(z)(Inz—1) = 0 siemprequex >0y = #£e
=ki(z) = 0€eC(2).

(b) Ahora hallaremos la solucién de la EDO (4). Reemplazando ki (z) y k2(z) en (1):

Py+(0)dy+(-1)y = 0
Ry—y = 0.

Utilizando la ecuacién auxiliar y = e™*,

m2—1 = 0

m? = 1 {ml =1
mo =1

Entonces,

y1:€Z ylzexlnm

Yo = e ? Yo = 67:clnz

Llegamos a que las soluciones de la EDO son:

y1 =" A Yyo=a "

Ejemplo 2.

(a) Retomando el paso 1 de la EDO (4), aplicaremos la algebrizacién tomando la parte
negativa de la raiz.

Paso 1
Sea (9,z)° = (Inz + 1)°. Tomando la parte negativa de la raiz: 9,z = — (Inz + 1),
al derivar se tiene 022 = —% y al integrar se obtiene:
z(x) = 7/(lnx+1) dx
z(z) = —zlnzx
Paso 2

Al dividir por (8xz)2 el coeficiente de variable dependiente r en (4), se tiene:

7—(lnx+1)277 B
ka(z) = 7(lnx+1)2 =—-1€C(z).
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Paso 3

Igualando los coeficientes, reemplazando las derivadas y despejando a ki (z), se
obtiene:

1
—1 1
“mz-1 - -
f(z) [= (lnz —1)] —(lnz—1) z(lnz + 1)
1 1
B A A ey ryemng s S ey
simplificando
—k1(z)(Inz—1) = 0 siemprequez >0y = #e

=ki(z) = 0eC(2).

(b) Puesto que tenemos el mismo k1 (2) y k2(z), entonces al reemplazar en (1) y realizando
el mismo procedimiento del ejemplo anterior, las soluciones de la EDO son:

y1 = x” A Yo =ax °

Ejemplo 3.

(a) Tomemos otra EDO y realicemos su algebrizacion:

4drlnz + 22 1
2 - a . —_— p—
Gor + 422 Inzx Our 422 lnxr
Paso 1
Sea (3m2)2 = m Tomando la parte positiva de la rafz: 9,z = ﬁ = =
lnz) /2 . . 1 1 .
( 2)77 , al derivar se tiene 8%2 = D T e y al integrar,
1 _1/0d d
2(z) = 5/(11133) 1/2%:, u=Inz ; du:%
z(x) = (lnx)1/2 =Vinz
Paso 2

-1
ko(z) = —222lne — 1 € C(z).

4722 Inx
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Paso 3
Igualando los coeficientes, reemplazando las derivadas y despejando a k1 (z), se tiene:
1 1
1 72(1:2(111.7))1/2 o 422 (In z)3/? dxInx 4 2z
T T g = T
2z (Inx) a(in )17
Simplificando
k() 1 +1+ 1 4rlnx + 2x
Z2)—————— + — =
! 2% (lnm)1/2 z 2zl 4z2Inx
1 4drlnx+2x 2zxlnzx+x
ki (2) 72— 2 - 2
2z (In ) / 42?2 Inx 2z%Inx
1 4drlnx 4+ 2z —4xlnx — 2z
ki (2 /2 2
2x (ln x) / 422 lnx
1
ki(2) ————= = 0
2z (In x)1/2
=ki(z) = 0eC(z).

(b) Para hallar la solucién de la EDO, reemplazamos a k1 (z) y k2(2) en (1),
02y +(0)0.y + (-1)y =
Zy-y =
Al igual que en Ejemplo 1, las soluciones de la EDO son:
Yy =a” A Yya=a""

Ejemplo 4.

(a) Algebricemos la siguiente EDO:

22 In’z 857“ + (xln2x — 3z ln:c) Oyr + 3r = 0.

Como primero expresamos la EDO en términos de (2), siempre y cuando x > 0y

x#1,

1 3 3
02 - — 0 ——F—1r =0.
xr+<x xlnx) xr+x21n2wr
Paso 1
Sea (9,2)” = —1L>—. Tomando la parte positiva de la raiz 0,2 = —-—, al derivar se
tiene 97z = — —z1— — —7z— y al integrar,
1 d d
z(z) = ——x, u=Inz ; du ==
Inz = x
z(x) = In(lnz)
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Paso 2
3
ko(z) = 22072 — 3 ¢ C(2).

z21In’

Paso 3

Igualando los coeficientes, reemplazando las derivadas y despejando k1 (z), se obtiene:

1 -z - e 13
K (Z)xlnz_ len%ﬁlr@l -z zlnz
Simplificando,
kl(z)x llnx+%+xllnx - %_xlsnx
kl(z)x llnac T g 131196_33111196
ki(z) = = fnx (z Inz)
= ki(z) = —-4e€C(2).

(b) Ahora reemplazando a k;(z) y k2(z) en (1) hallaremos la solucién de la EDO:

Dy + (—4)0.y + (3)y
8§y — 40,y + 3y

Utilizando la ecuacién auxiliar y = ™%,

m2—4m+3 = 0

0 {ml =1
mo =

(m—=3) (m—1)

Entonces,

Y = eF — Y = eln(lnr)
Yo = e3z — oy = eBln(lnx)
Las soluciones de la EDO son:

y1 =1nz A yo =’z

Observacion 1. Queda al lector realizar la algebrizacién y encontrar la posible solucién de
los ejemplos 3 y 4, pero tomando esta vez la parte negativa al extraer la raiz del coeficiente
de la variable dependiente r.



“v38n2a03AcostaEtAl3” — 2017/11/30 — 19:51 — page 83 — #9

Lecturas Matematicas, vol. 38 (2) (2017), pp. 75-89 83

4. Algebrizacion hamiltoniana

Algebrizar la EDOs de segundo orden (2) es un poco mds ficil, cuando no posee en
ella el término O, 7, debido a que puede expresarse de la forma 827 = p(x)r, y luego se
aplica un nuevo cambio de variable llamado hamiltoniano ver [1, 2, 3,4, 5, 6].

Definicion 1 (Cambio de variable hamiltoniano). Un cambio de variable z = z(x)
es hamiltoniano si (2(z), 0;z) es una curva solucién del sistema hamiltoniano cldsico
auténomo con dos grados de libertad:

Opz = OwH B B w?
dow = —0.H donde H—H(z,w)—7+V(z)

paraalgin V € K.
Ahora, sea w = 0,2y h = H(z,0,z). Entonces,

2h = w?+2V(z)
w? = 2(h—V(2))
—_————
D2z = a2)
Opz 1= a(z)

8%7“ =p(x)r 5)

es algebrizable mediante el cambio de variable hamiltoniano z = z(x), si y sdlo si existen
f, a tales que:

e C(»), donde f(z(z)):=plx) y ofz):= 0.

Ademads, la forma algebraica de la ecuacion (5) es:

Oy + = T Oy sy =0, @) =y (). (6)

La demostracion del teorema 2, se encuentra en [6].

Al igual que en la algebrizacién forzosa, aqui presentamos los pasos para algebrizar
una EDO de la forma (5) y llevarla a la forma (6):

1. Buscar un cambio de variable hamiltoniano apropiado z = z(x) y las funciones f(z)
y a(z) tales que f (2) = p(x) y a(z) = 0%=2.

2. Verificar que si 22:)', i 8 € C(z), entonces (5) es algebrizable.

3. Si (5) es algebrizable, entonces estd dada por (6).
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Ejemplo 5.
Expresaremos la siguiente EDO en términos de coeficientes racionales, aplicando la
algebrizacién hamiltoniana:
0?r = f (tanz)r, con f € C(tanx). 7

Paso 1

Sea el cambio de variable hamiltoniano z = z(z) := tanz, = 0J,z = sec’r.

Por hipétesis f(z) € C(z) y sea

a(z) = (6'332)2 = (sec2 x)2 = (1 + tan? x)2 = (1 + 22)2 € C(z).

Paso 2
Sea 0, = 4z (1 + 2%)
Reemplazando:
dpa Az(1+42%) 4z c
oG] T ayep e S0
fle) 1)
o) = @y SV
Paso 3

Como (7) es algebrizable, entonces reemplazamos en (6):

2 1 9. _ f(2) _ _
2 4z B f(2) _
amy + 21+ 22 azy (1 n 22)2 Yy = 0
2 2z f(z) _ _
O0py + T2 0y — m y = 0, r(z) = y (tanz)
Ejemplo 6.

Apliquemos la algebrizacién hamiltoniana a la siguiente EDO para expresarla en
términos de coeficientes racionales:

s V1+a?+a?
osr=———+—1r

= 8
v 14 22 ®)

Paso 1

. . . . . 5 . )
Seael cal"nblo de variable hamiltoniano z = V1 + 22, = 0,z = Wiewet ademas
de alli se obtiene:
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z2:1+m2, = ?=22-1

Por teorema 2 f(z) = p(z) y de (8) se tiene:

V14 22 + 22 22421
p(z) = BT = f(2) 2 € C(z)

(0,2)? = (\/1‘17; - % —al)= 2 e

Paso 2

3_ 3 . . . .
Sea 0, = 22375"'22 = Z% Para ser algebrizable debe cumplirse que los términos

3?3’ 222 € C(z). Reemplazando,

(o % 2

alz) 2 z2(x2-1) € Clz)
fe) _ EE Pt

a(z) 221 Z-1 © )

Paso 3

Al ser (8) algebrizable, podemos reemplazar estos resultados en (6):

1 24+z-1
2., 1 _ —
aIerQ z(z2—-1) Oy 2-1 7 0
1 22+2-1
Biy—kz(zz_l) 0.y — 21 Y = 0, r(x)zy(\/l—FxQ)

Definicién 2 (Un nuevo operador 52 ). Realizar una generalizacion del teorema 1 para
EDOs de orden superior no resulta inmediato; sin embargo, para el teorema 2 se facilita un
poco, teniendo en cuenta el cambio de variable hamiltoniano donde z = z (z), en el cual
se debe cumplir 9,z = \/a, de donde resulta conveniente utilizar el siguiente operador
diferencial 52 = /a0, [1, 3, 4, 5]. Hay que resaltar que éste operador cumple con las
mismas propiedades de una derivada usual y que ademds ayuda a minimizar procedimientos
para expresar con coeficientes racionales a las EDOs dadas.

Sea y(z) = y(z(x)) y una EDO de la forma
¢ (.5,0.5,82....,805) = 0.
Usando el nuevo operador se transforma la EDO dada en:

4 (Zv?/J\a 5217,53@, N ’5§n)@\) =0.
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Considere entonces la EDO

Ry + ki (@)0y + ha(w)y =0, Do i= - ©

Haciendo el cambio de variable hamiltoniano z = z(z) y realizando la aplicacién
del operador 0, donde y(z) = y(z),k1(x) = k1(2) y ka(x) = ka(z), la EDO (9) se
transforma en la siguiente ecuacion diferencial:

02 + k1(2)0.y + ka(2)7 = 0. (10)
La algebrizacién de la EDO (10) estd dada por

o) %5 + (32“  Va(@) a(z)) 0.5+ Fa(z) G = 0. (an

Estos tltimos ejemplos muestran la aplicacién eficaz de la algebrizacién hamiltoniana
para solucionar algunas EDOs de segundo orden con coeficientes no racionales; sin
embargo, para otros ejemplos ver [1, 2, 4, 5].

Ejemplo 7.
(a) Algebricemos la siguiente EDO usando el cambio al nuevo operador:
D2y + (—2e" — 1)y + 'y =0 (12)
Realizando el cambio de variable hamiltoniano z = z(z) = €¢* = 9,2 = ¥ = 2z :=
\/a(z), de manera que a(z) = 22 = d.a = 2z
Ahora aplicando el operador 52 se tiene:
ki(z) = —2e"—1:=k(2)=-22—-1
k()

I
9]
N
8
|
G
)
—
N
~
Il
N
M

Reemplazando en (11),

22 0%y + (2;—1-2 (—22—1)) .7+ = 0
PO+ (2—22—2)0.0+2° = 0
0%y + (j;2>3zg7+zzz7 = 0, conz#0
2G—20.+7 = 0 (13)

(b) Hallemos la solucién de la EDO (13), utilizando la ecuacién auxiliar y = ™"

una EDO de coeficientes constantes,

por ser

m>—2m+1 = 0
(m—-1>% = 0 {

mq =1
mo =1
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Entonces, las soluciones de las EDOs (13) y (12) respectivamente son:
ylzez—>y1:eem
Yo = z6* —> yp = €%
Ejemplo 8.

(a) Apliquemos el cambio de variable y de operador a la siguiente EDO y luego algebricé-
mosla:

22%e% — 207 — 1
82y + ( re “T Oy + 4222y = 0 (14)
X

Realizando el cambio de variable hamiltoniano z = z(z) = e = Opz = 2ae” =
2zv/1In z := \/a(z), de manera que a(z) = 422 Inz = 0,a = 8zInz + 4z.

Ahora aplicando el operador 52 se tiene:

2x2e‘”2—2x2—1 ~ 2zlnz—2Inz—1
k‘l(l') = " = /{31(2) = \/17
nz

ko(z) = 4z = kAg(z) =42°Inz

Reemplazando en (11):

8zInz + 4z 2zInz —2lnz —1 2
4z21nz82A+ <7+2zvlnz—> 9.y+42z"Inzy = 0
=Y 2 o 2 Yy Yy
4221nz82§+ <4zlnz+2z+4z21nz74zln272z) 82§+4221nz§ = 0
42°Inz 42%1Inz
%y 2.7 g = 0, >0
zy+<4zzlnz> zy+4z21nzy como =
BG+0.5+75 = 0 (15)

(b) Ahora, para hallar la solucién de la EDO (15), utilizamos la ecuacién auxiliar y = ™
por ser una EDO de coeficientes constantes:

m?4+m+1 = 0 {m1 -
mo = —
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Conclusiones

En este documento se presentd la algebrizacion forzosa y algebrizacién hamiltoniana
en una manera mds accesible y sencilla que la expuesta en las referencias citadas. También,
por primera vez, se hizo una demostracién en detalle del teorema de cambio de variable
independiente.

El siguiente paso es implementar la algebrizacion en un sistema de ecuaciones dife-
renciales no lineales que modela la produccién de biogds. A partir de esto, buscaremos
soluciones analiticas y estudiaremos la integrabilidad del sistema en el marco de la teorfa
de Galois diferencial.
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