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Resumen

En este artículo se presentan nuevas formas de representar la función zeta de Hurwitz en
series hipergeométricas ordinarias.

Palabras Clave: Función zeta de Hurwitz, función zeta generalizada, símbolo de Pochham-
mer, serie hipergeométrica ordinaria.

Abstract

In this paper new manners of representing the Hurwitz zeta function in ordinary hyper-
geometric series is presented.

Keywords: Hurwitz zeta function, generalized Zeta function, Pochhammer symbol, ordinary
hypergeometric series.

1. Introducción

Aunque no esté definido con exactitud el término “Funciones Especiales”, no obstante, al
mencionarlo, se hace referencia a un conjunto de funciones que aparecen con frecuencia en
diversos problemas prácticos y teóricos, y que, debido a ello, poseen un nombre propio. Ac-
tualmente, el número de elementos integrantes de este conjunto es muy grande, de hecho, hoy
en día se hace referencia a más de un millar de funciones especiales, sobre las que existe una
abundante literatura y sus propiedades se pueden encontrar en numerosas recopilaciones y
monografías [1, 2, 4, 6, 8, 10, 13].

Dada su gran diversidad, resulta atractivo disponer, para su estudio, de criterios de unifi-
cación que permitan agruparlas en clases más amplias con alguna característica común. Natu-
ralmente, esta característica debe elegirse de forma que, en base a ella, sea posible desarrollar
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procedimientos generales para la obtención de sus propiedades, sin necesidad de tratar cada
función individualmente. Desde luego, se pueden considerar criterios de unificación muy di-
versos que, en muchos casos, tengan carácter parcial en el sentido de que resultan útiles para
obtener cierto tipo de propiedades, y no otras. A título de ejemplo se puede citar el carácter
hipergeométrico generalizado de las funciones, entendiendo por tal el hecho de que la función
admita una representación del estilo

rFs





a1, . . . , ar

z
b1, . . . , bs



 ≡ ∑
k≥0

(a1)k · · · (ar)k

(b1)k · · · (bs)k

zk

k!
, (1)

siendo

(z)k ≡ ∏
0≤j≤k−1

(z + j) , k ≥ 1,

(z)0 = 1, (1)k = k!,

el símbolo de Pochhammer (·)k [1, 3, 11, 12], también llamado en inglés “shifted factorial”.
Además, en (1), {ai}

r
i=1 y

{
bj

}s

j=1 son números complejos sujetos a la condición que bj 6= −n

con n ∈ N\ {0} para j = 1, 2, . . . , s.

Se sabe que las funciones hipergeométricas aparecen formalmente en el trabajo pionero de
C. F. Gauss [5], a inicios del siglo XIX, aunque algunos aspectos particulares ya eran conoci-
dos anteriormente; L. Euler en su Institutiones calculi integralis (1768) ya utilizaba la ecuación
hipergeométrica y el método de solución de ecuaciones diferenciales ordinarias por medio de
series de potencias, y los que hoy se conocen como polinomios de Legendre habían aparecido
ya en conexión con problemas de mecánica newtoniana. Desde entonces las funciones hipergeo-
métricas han sido objeto de amplio estudio tanto desde el punto de vista puramente matemático
[3, 8, 13] como por el interés que revisten en las aplicaciones.

Como es conocido, Komano en [7] introdujo la siguiente función múltiple de zeta

ζr (~s, α) ≡ ∑
kn>···>k1>0

k j∈Z
+, 1≤j≤r

∏
1≤j≤r

(
kj + α

)−s j ,

donde,~s = (s1, . . . , sr) ∈ Cr y α > 0, la cual para el caso especial r = 1 se reduce a la función
zeta de Hurwitz o función zeta generalizada [9, 13], dada mediante

ζ (s, α) ≡ ∑
n≥0

(n + α)−s , 0 < α ≤ 1, Re s > 1. (2)

Además, para s ∈ Z+ con s > 1, la función (2) se puede representar de las siguientes maneras

ζ (s, α) = α−s ∑
n≥0

(α)s
n

(α + 1)s
n

= α−s
s+1Fs





1, α, . . . , α

1
α + 1, . . . , α + 1



 (3)

s-veces

= α−s ∑
n≥0

︷ ︸︸ ︷

2F1





−n, 1
1

α + 1



 · · · 2F1





−n, 1
1

α + 1



, (4)

Obsérvese que, la igualdad (4) se justifica a partir de la identidad de Chu-Vandermonde [4, 8],
la cual aparece a menudo en la práctica, y la misma viene dada mediante

2F1





−n, b
1

c



 =
(c − b)n

(c)n

, n = 0, 1, 2, . . . . (5)
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Nótese además que, teniendo en cuenta que la serie s+1Fs es llamada k-balanceada si

∑
1≤j≤s

(
bj − aj

)
− as+1 = k,

entonces, a partir (3) se deduce que ζ (s, α) es el producto de α−s por una serie hipergeométrica
ordinaria s+1Fs, (s − 1)-balanceada.

En la sección, que a continuación se presenta, se darán los resultados fundamentales de esté
artículo, relacionados con nuevas representaciones de la función zeta de Hurwitz (2) en series
hipergeométricas ordinarias.

2. Resultados Fundamentales

Para mayor brevedad, denótese
s-veces

︷ ︸︸ ︷

2F1





−n, 1
1

α + 1



 · · · 2F1





−n, 1
1

α + 1



,

por

2Fs
1





−n, 1
1

α + 1



 .

A continuación se presentará el resultado principal, dado mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea s un número entero, con s > 1 y 0 < α ≤ 1. Entonces la función zeta de Hurwitz
(2) admite las siguientes representaciones

i.)

ζ (s, α) = (n + α)−s
s+1Fs





1, n + α, . . . , n + α

1
n + α + 1, . . . , n + α + 1





+ ∑
0≤k≤n−1

2F1





−k, 1
1

α + 1



 , n ∈ N, (6)

ii.)

ζ
(

s, 2−1α
)

=
(

2−1α + 2−1
)−s

s+1Fs





1, 2−1α + 2−1, . . . , 2−1α + 2−1

1
2−1α + 3/2, . . . , 2−1α + 3/2





+
(

2α−1
)s

s+1Fs





1, α, . . . , α

−1
α + 1, . . . , α + 1



 , (7)

iii.)

ζ (s, α) = α−s ∑
k≥0

(−1)k
2F1





−k, α

1
α + 1



 2Fs−1
1





−k, 1
1

α + 1





× sFs−1





k + 1, k + α, . . . , k + α

1
k + α + 1, . . . , k + α + 1



 , (8)
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iv.)

ζ (s, α) = α−s
sFs−1





1, α, . . . , α

1
α + 1, . . . , α + 1





− α−1 (α + 1)−s
s+1Fs





2, α + 1, . . . , α + 1
1

α + 2, . . . , α + 2



 . (9)

Demostración. En efecto, obsérvese que a partir de (2) se deduce fácilmente

ζ (s, α) = ζ (s, n + α) + ∑
0≤k≤n−1

(k + α)−s , n ∈ N,

y

ζ
(

s, 2−1α
)

= ζ
(

s, 2−1α + 2−1
)

+ 2s ∑
n≥0

(−1)n (n + α)−s .

Luego, teniendo en cuenta lo visto anteriormente, se consiguen los resultados correspondientes
a (6) y (7) respectivamente.

A continuación, haciendo uso de la identidad de Chu-Vandermonde (5) y la propiedad
(−n)k = 0 cuando k > n se tiene

(α)n

(α + 1)n

= 2F1





−n, 1
1

α + 1





= ∑
k≥0

(−n)k

(α + 1)k

= ∑
0≤k≤n

(−n)k

(α + 1)k

.

Como consecuencia se llega

ζ (s, α) = α−s ∑
n≥0

(α)s−1
n

(α + 1)s−1
n

∑
0≤k≤n

(−n)k

(α + 1)k

.

Luego, debido a que

(−n)k = (−1)k (1)n

(1)n−k

, k ≤ n.

Entonces como resultado se obtiene

ζ (s, α) = α−s ∑
k≥0

∑
n≥k

(−1)k (1)n (α)
s−1
n

(α + 1)s−1
n (α + 1)k (1)n−k

= α−s ∑
k≥0

∑
n≥0

(−1)k (1)n+k (α)
s−1
n+k

(α + 1)s−1
n+k (α + 1)k (1)n

.

Y haciendo uso de la propiedad

(z)n+k = (z)k (z + k)n , (10)

se deduce lo siguiente

ζ (s, α) = α−s ∑
k≥0

(−1)k (1)k

(α + 1)k

(α)s−1
k

(α + 1)s−1
k

∑
n≥0

(k + 1)n (k + α)s−1
n

(k + α + 1)s−1
n

1n

n!
,
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lo cual coincide con (8). Para probar el segundo apartado, se debe tener en cuenta la siguiente
relación de recurrencia

(α)n = α−1 [(α)n+1 − n (α)n

]
.

A partir de la cual se infiere lo siguiente

ζ (s, α) = α−s−1 ∑
n≥0

(α)n+1 (α)
s−1
n

(α + 1)s
n

− α−s−1 ∑
n≥0

n (α)s
n

(α + 1)s
n

. (11)

Obsérvese además, que utilizando (10) se deduce

∑
n≥0

(α)n+1 (α)
s−1
n

(α + 1)s
n

= α ∑
n≥0

(1)n (α)
s−1
n

(α + 1)s−1
n

1n

n!

= α sFs−1





1, α, . . . , α

1
α + 1, . . . , α + 1



 . (12)

Así como

∑
n≥0

n (α)s
n

(α + 1)s
n

= ∑
n≥0

(n + 1) (α)s
n+1

(α + 1)s
n+1

=

(
α

α + 1

)s

∑
n≥0

(n + 1) (α + 1)s
n

(α + 2)s
n

=

(
α

α + 1

)s

∑
n≥0

(2)n (α + 1)s
n

(α + 2)s
n

1n

n!

=

(
α

α + 1

)s

s+1Fs





2, α + 1, . . . , α + 1
1

α + 2, . . . , α + 2



 . (13)

Por consiguiente, a partir de (11)-(13) se consigue el resultado deseado correspondiente a (9).
Obsérvese además, que la expresión (9) se representa mediante la combinación de dos series
hipergeométricas s − 2 y s − 1-balanceadas, respectivamente.
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