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PERSPECTIVAS EN LA TEORIA DE LOS NUMEROS

J. M. ALDAZ Y A. BRAVO

En memoria de Chicho, a quien, entre otras cosas,
debemos nuestro interés por la Teoria de los Numeros

ABSTRACT. We explore, in a fairly elementary fashion, a variety of topics in
the Theory of Numbers, presenting along the way some conjectures and open
problems.

1. INTRODUCCION

El objetivo de esta contribucién de caracter expositorio es presentar brevemente
algunos resultados y conjeturas en la Teoria de los Niimeros, de tal modo que des-
pierten en los no especialistas el deseo de aprender mas sobre la materia, y con la
esperanza de que incluso los especialistas encuentren aqui algo de interés.

Los problemas que a lo largo de la historia se han planteado en relacién con los
nimeros naturales frecuentemente han originado una gran variedad de técnicas para
su resolucién, notablemente en el Algebra y el Analisis, pese a lo cual muchos de
estos problemas contintan sin resolverse.

El primer problema abierto que presentamos es probablemente el més antiguo de
toda la Matematica:

¢ Existen nimeros perfectos impares?

Recordemos que la secta pitagoérica atribuia a los naturales diversas propieda-
des de caracter mistico. La nocién de que todo era ntimero o razén entre ntiimeros
llevé directamente al estudio de la conmensurabilidad del lado de un cuadrado con
su diagonal, y eventualmente a la demostracién de la irracionalidad de la raiz de
dos, lo que por cierto no encajaba muy bien con dicha doctrina.

En este contexto cultural era inevitable que se explorasen relaciones mas o menos
ocultas entre distintos naturales. Se desarrollaron asi nociones como la de nimero
perfecto: n es perfecto si es igual a la suma de todos sus divisores propios, es decir,
aquellos divisores estrictamente menores que n.

El niimero perfecto més pequeno es 6 = 1 + 2 4+ 3. Euclides probé que si 2¢ — 1
es primo, entonces 2% 1(2% — 1) es perfecto. Por su parte, Euler demostré que
todo numero perfecto par tiene esta forma (mencionamos que si 2% — 1 es primo
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entonces « también lo es; esta condicién con frecuencia se anade en los textos a la
caracterizacion precedente). Por tanto, los perfectos pares se conocen perfectamente,
valga la redundancia, pero de los perfectos impares ni siquiera se sabe si existe
alguno.

Si la respuesta al problema anterior es positiva, entonces quiza se resuelva median-
te el uso de ordenadores, los cuales han tenido ya una incidencia considerable como
medio de someter conjeturas a pruebas diversas. Con frecuencia los mateméaticos
actian como el rey del cuento, que disparaba una flecha, y alld donde hubiese caido
colocaba la diana. De modo que si un problema no sale, siempre se puede cambiar
mas o menos ligeramente hasta que se obtenga algtin resultado, o bien hasta que se
convierta en una conjetura o problema distinto. De esta forma nuevos conceptos y
definiciones van desarrollandose. En relacién a los niimeros perfectos, mencionamos
las siguientes variantes. Sea s(n) la suma de los divisores propios de n, para n > 1.
Con esta notacién n es perfecto si s(n) = n. Ademds, decimos que los nimeros m
y n son amigos si s(m) =ny s(n) = m, y finalmente que nq,...,ni son sociables
st s(n1) =ng,...,s(nk—1) = ng, s(nk) = n1. Definamos Sy (n) = s(n), y para k > 1,
Sk+1(n) = s(Sk(n)). La conjetura de Catalan-Dickson afirma lo siguiente:

Para todo n, la sucesion {Sk(n)}2, contiene tan solo un ndmero finito de térmi-
nos distintos.

Es decir, o bien la sucesién termina al ser Sk (n) primo para algin k, en cuyo caso
Sk+1(n) = 1y el siguiente término no esta definido, o bien la sucesién cae en un ciclo
de niimeros amigos o sociables. El niimero mas pequeno para el que se desconoce
si la sucesién anterior contiene infinitos términos distintos o no es 276. Resulta-
dos obtenidos mediante el uso de ordenadores en este tema, asi como informacion
adicional, pueden hallarse en [3, 2].

Vemos pues que algunos problemas de Teoria de Niimeros han despertado interés
desde los albores de nuestra civilizacién, mostrando en ocasiones considerable resis-
tencia a los ataques, primero de la razén pura, y ultimamente de la razén asistida
por el silicio.

Las distintas secciones de este trabajo, aunque relacionadas entre si, han sido
escritas de modo que puedan leerse independientemente unas de otras, y en el orden
que el lector desee.

2. LoOS NUMEROS PRIMOS

Las dos «realidades fundamentales» sobre los primos son: (i) que hay muchos,
y (ii) que son escasos. O mds precisamente, su nimero es infinito pero su densidad
o frecuencia es cero. En general usaremos p para denotar a un primo arbitrario.

Seria concebible a priori que bastase una cantidad finita de primos para, tomando
productos, obtener todos los naturales. Como es bien sabido, la primera demostra-
cion de que este no es el caso se debe a Euclides, quien noté que dados los N primeros
primos p1, ..., pn, debe haber otro en el intervalo (pn,pip2---pn + 1], ya que el
extremo superior no es divisible por ninguno de los ntimeros p1, ..., pn-.

Este argumento puede reusarse, con variaciones menores, para obtener resultados
analogos sobre primos en determinadas progresiones aritméticas. Por ejemplo, para
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ver que existen infinitos primos de la forma 4n + 3, dados los N primeros primos
P1,...,pn en la sucesion {4n + 3}5%,, existe al menos otro més en el intervalo
(pN,4p1p2 - - - pn — 1], puesto que 4p1ps - - - py — 1 debe tener algin divisor primo de
la forma p = 4k + 3.

La prueba mas «original» que conocemos sobre la infinitud de los primos se debe
a Furstenberg ([8]): declaramos abiertos bésicos en Z a las sucesiones aritméticas
(junto con el vacio), y consideramos la topologia generada por dicha base. Cada
sucesién aritmética, ademés de un abierto, también es un conjunto cerrado, al ser
su complementario unién finita de sucesiones aritméticas. Si el niimero de primos es
finito, entonces la unién sobre todos los primos Up{np : n € Z} es un cerrado, luego
su complementario {1, —1} es abierto, lo que contradice el hecho de que los abiertos
bésicos no vacios son infinitos.

La demostracién de Euclides nos proporciona un intervalo de longitud finita en el
que necesariamente encontraremos un nuevo primo. Usando argumentos mas compli-
cados, se puede reducir el tamafio de dicho intervalo. Asi, el postulado de Bertrand
nos dice que entre n y 2n siempre hay un primo, y el postulado generalizado de
Bertrand, que para todo € > 0 existe un N(¢) tal que si m > N(e), entonces hay un
primo entre m y (1 + €)m. El postulado generalizado de Bertrand es consecuencia
directa del Teorema de los Nimeros Primos, que enunciaremos mas adelante.

Otra prueba de la infinitud de los primos fue dada por Euler, quien demostré el
resultado més fuerte

Tl

p
P
La considerable importancia histérica de este teorema se debe fundamentalmente a
que, para obtenerlo, Euler definié la siguiente funcién:
— 1
¢(s) := Z vl donde s € (1,00),
n=1

probando la férmula producto

1\ !
@ =TI(1-%) -
P
que revela la conexién entre ¢ y los niimeros primos.

De hecho, la conexién es mucho mas profunda de lo que aparece a primera vista.
Riemann reinterpreté ((s) como funcién de una variable compleja s. La serie es
claramente convergente en {Rs > 1}, y Riemann demostré que tal funcién puede
extenderse analiticamente a C\ {1}, conjeturando que:

Todos los ceros de ¢ en la banda critica {0 < Rs < 1} se encuentran sobre la
recta {fs =1/2}.

Esta es la celebrada Hipoétesis de Riemann, considerada por muchos el problema
abierto més importante de todas las Matematicas, y por cuya resolucién el Instituto
Clay ofrece un millén de délares. Para los jovenes hay otro premio: una medalla.

De la férmula producto de Euler, vélida en {fs > 1}, se deduce fécilmente que
¢ no se anula en {fs > 1}. Tomando limites desde la derecha, puede verse (pero no
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fécilmente, la prueba es muy astuta) que tampoco se anula sobre {{ts = 1}, lo cual
implica el Teorema de los Niimeros Primos. La demostraciéon en 1896 de que ¢ no
tiene ceros en {fs = 1} sirvi6 a Hadamard y a de la Vallée Poussin para alcanzar
la inmortalidad (matemética).

Sea 7(x) el nimero de primos menores o iguales que x. La Hipétesis de Riemann,
de ser cierta, implicaria que las desviaciones de 7(z) con respecto a la férmula
asintdtica dada por el Teorema de los Niimeros Primos, son «las minimas posibles».
Pero de momento, ni siquiera se ha conseguido probar la existencia de algin ¢ > 0
tal que ¢ esté libre de ceros en {Rs > 1 —¢}.

Por lo que se refiere a la segunda «realidad fundamental» sobre los primos, clara-
mente cuanto mayor es un nimero natural, menor es la «probabilidad» de que sea
primo, al tener por debajo maés potenciales divisores. Demostramos a continuacion
que la frecuencia de los primos entre n y 2n tiende a cero cuando n tiende a infinito,
es decir, que

. m(2n) — w(n)
n— oo n
Una estimaciéon muy conocida, que resulta 1til tanto para probar el postulado de
Bertrand como el propio Teorema de los Niimeros Primos, es la siguiente: puesto
que cada primo p tal que n < p < 2n divide al numerador del coeficiente binomial

(27:’) pero no al denominador, tenemos que [], <p<a2n P divide a (27:’), luego

=0.

2n
w(2n)—m(n) < <1 12n:22n.
" < I »=(¥) <0+

n<p<2n

Tomando logaritmos se obtiene
(m(2n) —m(n))logn < 2nlog2,

de donde se sigue que el limite anterior es cero. Como veremos a continuacién, de
aqui se deduce facilmente que

., 7(n

lim Q =0

n—oo N

(resultado que también puede obtenerse directamente modificando, con un poco més
de esfuerzo, el argumento anterior). Siendo la diferencia entre
m(2n) m(2n + 1)
on Y 2n+1
despreciable para n grande, claramente
lim sup M = lim sup %

n—00 n n—00

)

puesto que el lado izquierdo tan solo se distingue del derecho en que no consideramos
enteros impares en este ultimo. Por otra parte,

2 2
2 lim sup —W(2 n) = lim sup —W( n)
n n

+ lim sup M
n

m(2n) — w(n)

< lim sup
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2
= lim sup —W(n) = lim sup —W(2 n) ,
n n

luego todos los limites existen y valen cero.
El Teorema de los Ntimeros Primos nos proporciona la conducta asintética de (z):

lim m(x)logx _ 1.
T—00 x€X
En vez de usar
T
logx

para aproximar 7(x), puede emplearse el logaritmo integral

odt
Li(z) := / —,
5 logt

en general con mejores resultados (es facil comprobar que ;

ogx
mente equivalentes). De hecho, la Hipdtesis de Riemann es equivalente a la siguiente
versiéon 6ptima del Teorema de los Niimeros Primos:

7(z) = Li(z) + O(«*?log z).

Se sabe que el error no puede ser menor.
Mencionamos por tltimo la siguiente acotacién explicita para el enésimo primo
P Sin > 1, entonces

y Li(x) son asintética-

nlogn + n(loglogn — 10) < p, < nlogn + n(loglogn + 8);

y comenzando con valores més altos de n, las constantes —10 y 8 pueden sustituirse
por otras mejores.

El lector interesado en proseguir mas alld encontrara buena parte de lo que aqui se
ha relatado en los libros de texto habituales de Teoria de Niumeros, mientras que
para resultados més especiales sobre los primos, hemos usado (y recomendamos)
[11]. La mejor demostracién que conocemos del Teorema de los Niumeros Primos es
la versién de D. Zagier de la prueba de D. J. Newman (véase [12]). No nos cabe
duda de que en el futuro reemplazard a las que hoy en dia pueden hallarse en los
libros de texto.

3. LA FUNCION ¢ DE EULER

Ademas de la distribucién de los primos, nos interesa conocer qué sucede con
los niimeros que son coprimos con un entero positivo dado. La funcién ¢ de Euler
¢(n) cuenta el nimero de enteros positivos menores o iguales que n y primos con n.
Naturalmente, a la hora de probar resultados interesa no una descripcion verbal
como la anterior, sino una férmula que nos dé el valor de ¢ sobre cada n > 1. Tal
férmula es

1) o) =T (1-3)

con la convencién de que el producto vacio vale 1.
Como sucede con otras funciones aritméticas, la conducta de ¢ es irregular y en
ocasiones dificil de predecir. Parece intuitivamente claro, y ademads es cierto, que
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cuando n — oo lo mismo ocurre con ¢(n): nimeros grandes tienen muchos coprimos
por debajo. Pero naturalmente hay muchas formas de acercarse al infinito, y puede
interesarnos averiguar cémo lo hace ¢(n).

Por ejemplo, planteémonos la pregunta:

¢Existe algin entero positivo n tal que ¢p(n) > ¢(6n)?

Pudiera pensarse que dado que 6n es «bastante més grande» que n, simplemente por
«fuerza bruta» 6n tendra méas coprimos por debajo que n, es decir, que la desigualdad
contraria ¢(n) < ¢(6n) es cierta. Ademas, un examen de lo que sucede para valores
pequenos de n refuerza esta conjetura.

(Pero qué ocurre si n es «grande»? La férmula (1) requiere conocer la factori-
zaciéon en primos de n, lo que para naturales arbitrarios de, digamos, 200 digitos
0 mas, estd completamente fuera del alcance de los algoritmos existentes hoy en
dia (en esta falta de algoritmos eficientes de factorizacién se basan los métodos
modernos de criptografia). De modo que una estrategia puramente computacional
deja de funcionar cuando n pasa del centenar largo de digitos. Pero dado que la
diferencia 6n — n tiende a infinito cuando n — oo, si n es grande, esperamos que
suceda lo mismo que cuando n es pequeno, y «con mayor razén».

De hecho, las anteriores consideraciones apuntan en el camino correcto. Puede
verse, por aplicacién directa de (1), que efectivamente ¢(n) < ¢(6n) para todo n.
Ahora bien,

squé sucede si comparamos ¢(6n) con ¢(6n+1)?

En este caso el tamano de 6n y 6n + 1 es parejo, siendo su diferencia la minima
posible, de modo que cabe esperar que se produzcan oscilaciones en la desigualdad.
Y efectivamente asi ocurre: la desigualdad cambia de sentido un nimero infinito de
veces. Pero entonces, si lo que sospechamos resulta ser cierto, jen qué consiste la
dificultad de la que habldbamos al principio de este parrafo? En que la evidencia
numérica para valores pequenos de n puede resultar enganosa: hemos comprobado,
mediante un sencillo programa de ordenador, qué sucede con cada n < 335000000, y
en cada caso se verifica que ¢(6n) < ¢(6n+1) (no se conoce el nimero més pequetio
para el cual la desigualdad se invierte, aunque determinarlo tampoco deberia resultar
excesivamente complicado).

Si comparamos ¢(30n) con ¢(30n + 1), de nuevo la evidencia numérica pare-
ce sugerir que la desigualdad ¢(30n) < ¢(30n + 1) siempre se cumple. De hecho,
G. Martin ha determinado el menor n tal que ¢(30n) > ¢(30n + 1): es del orden de
2.329 x 10115, En estos dos casos el tamaiio de las sucesiones aritméticas empleadas
es similar, con lo que a priori no hay razones para conjeturar que el valor de ¢
sobre una de ellas dominard siempre su valor sobre la otra. ; Qué pasa si utilizamos,
por ejemplo, n y 6n + 1?7 Computaciones realizadas por Maria Iriarte, estudiante de
Licenciatura en la Universidad de La Rioja, muestran que para toda n < 100000
tenemos ¢(n) < ¢(6n + 1). Empleando coeficientes més grandes, encontramos que
para toda n < 1010000000 "ge verifica ¢(210n) < ¢ (6469 693 230n + 31).

Y sin embargo, en todos los ejemplos anteriores la desigualdad se invierte un
nimero infinito de veces, como consecuencia del siguiente teorema de D. J. Newman
sobre la conducta de ¢ en sucesiones aritméticas:
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Sean a,b, c,d, enteros no negativos tales que a,c > 0. Si ad — be # 0, entonces
para infinitos valores de n,

plan+b) < ¢(en + d).

De hecho, una versién més fuerte de este resultado también es cierta:
Sean a, b, ¢, d enteros no negativos tales que a,c > 0. Entonces existe una sucesion
{nk} tal que
B ani +b

(2) lfm plane +b) _ 0
k ¢(eng + d)

sty solo si ad — be # 0.

La idea basica de por qué este sorprendente resultado es valido, puede ilustrarse
de modo sencillo utilizando un par concreto de sucesiones aritméticas: tomamos
{en + d} = {2n} y {an + b} = {2n + 1}. Para escoger nj nos interesa que en
términos relativos el numerador sea lo mas pequeno posible. Dado que

eI,

y que cada factor en el lado derecho es menor que uno, escogemos n con el maximo
posible de divisores primos, y estos tan pequenos como podamos. En nuestro caso
concreto, puesto que {2n + 1} es impar, tomamos

k
2n, +1:= Hpi.
i=2

La férmula producto de Euler nos dice que
o] 1 oo 1 -1
ST 5)
n=1 i=1 p;

Haciendo que s — 1 concluimos que

o equivalentemente, que

i=1
obteniéndose el mismo resultado si el producto comienza con cualquier otro indice
distinto de 1. Por tanto,

¢2n+1) N 1Y
h}gn o 11 —H 1 o = 0.

i=2
Como
Cgmet1) ot
lim m~———2 = lfim =+
k ¢(2nk) ko $C2nk)

2ng
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basta comprobar que el denominador estd acotado inferiormente por un nidmero
estrictamente positivo. Ahora bien, ;qué primos dividen a 2nj = Hf:z p; — 17 Evi-
dentemente 2 es uno de ellos. Si g > 2 es primo y divide a Hf:z p; — 1, entonces
q > pi. Por consideraciones evidentes de tamano, no puede haber mas de k£ primos
q con esta propiedad, de donde se sigue que

o(2ny) 1\ _ 1 1\*_1 1\
s =T (0)=50-5) =2 (-50)

q|2nk

La prueba concluye notando que esta tltima expresién tiende a (2¢)~! cuando k —
00.

Probablemente sea posible demostrar un resultado atin més fuerte. No es parti-
cularmente complicado verificar que si ad — be = 0, entonces el cociente

¢(an +b)
olen +d)
toma sélo un nimero finito de valores cuando n recorre los enteros positivos. Cree-
mos, aunque de momento su demostracion nos ha eludido, que la siguiente afirmacién
es cierta: si ad — be # 0, entonces la sucesion
{ d(an + b) }Oo
¢(Cn + d) n=1
es densa en [0, 00).
Naturalmente, existen abundantes problemas abiertos sobre la conducta de ¢. Dos

conjeturas relacionadas entre si, una de las cuales ha sido resuelta recientemente, son
las de Sierpinski y Carmichael. Sea n un entero positivo. Carmichael conjeturé que:

Si la ecuacion ¢(x) = n tiene una solucion, entonces tiene al menos dos solucio-
nes.

Es decir, para ningtin entero positivo n se da el caso que ¢(z) = n tenga exac-
tamente una solucién. Kevin Ford ha demostrado que no hay contraejemplos por
debajo de 1010000000000 "herg en principio nada excluye que los haya por encima de
esa cifra.

Por su parte, Sierpiriski conjeturé que:

Para todo k > 1 eziste un n tal que la ecuacion ¢(x) = n tiene exactamente k
soluciones.

Recientemente Kevin Ford ha probado que la conjetura de Sierpinski es cierta.

En esta seccién aprovechamos para citarnos: la prueba de (2) en el caso general
aparece en [1]. El resultado de D. J. Newman se publicé en [5], y la determinacién
del entero més pequeno que satisface ¢(30n) > ¢(30n+1), en [4]. Para las conjeturas
de Sierpiniski y Carmichael nos remitimos a los articulos originales de Kevin Ford [6]

y [7].
4. LA CONJETURA abc

Describimos en esta tiltima seccién la que, segiin Serge Lang, es una de las mejores
conjeturas del siglo.
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Consideremos dos enteros coprimos a y b, tales que cada uno de ellos tiene pocos
factores primos, por ejemplo 2" y 3™, con n y m grandes. Entonces a + b también
es coprimo con a y con b. Aparte de eso jes posible decir algo interesante sobre la
factorizacién de a + b en primos? Veamos algunos ejemplos concretos:

210 4 310 — 13 x 4621

220 4 320 — 41 x 97 x 281 x 3121
230 4 330 — 13 x 61 x 2341 x 4621 x 24001
240 1 340 — 17 x 401 x 1783433557073281
250 4 350 — 13 x 4621 x 11701 x 9802501 x 104189401
294 4 390 = 8727963568087732232932026045561125726029033
21001 3100 — 47 %97 % 281 x 3121 x 742801 x 20017001 x 9937984196743741414107401.

Observamos que, al contrario de lo que sucede con a y b, los factores primos de a+b
aparecen con exponentes muy bajos (en los ejemplos anteriores, con exponente 1).
De modo que se verifica la desigualdad

atb< [ »

plab(a+b)

En el caso general no cabe esperar una acotacién tan simple, al ser posible que algiin
factor primo de a + b aparezca con potencia mayor que 1. Pero una acotacién del

tipo
1+¢
a+b<K< H p) ,

plab(a+b)
donde ¢ > 0y K es una constante, si resulta verosimil. En esencia este es el contenido
de la conjetura abc. El nombre viene de que en vez de emplearse a,b, y a + b, la
conjetura se suele enunciar de forma maés simétrica:

Supongamos que los enteros a, b, c son coprimos dos a dos y satisfacen a+b+c = 0.
Entonces para todo € > 0 existe una constante K(g), dependiente de £ pero no de a
y b, tal que

1+¢
max{|al, [b], e[} < K(€)< 1T p) :

plabe

Como se ve, de ser cierta la conclusién, nos proporcionaria informacién fundamen-
tal sobre la factorizacién de sumas de enteros en primos. No es pues sorprendente
que resulte 1til para abordar el problema de la existencia o no de soluciones de ecua-
ciones diofanticas. Por ejemplo, la version débil de la conjetura abc que se obtiene
al reemplazar «para todo € > 0» por «existe un € > 0», implica la siguiente versién
débil del Teorema de Fermat-Wiles:

Eziste una constante M (€) tal que, para todo n > M (e), la ecuacion z" +y™ = z"
carece de soluciones no triviales en enteros.

Veamos como deducir esta version de la conjetura débil abe. Decir que 2™ +y" =
z™ carece de soluciones no triviales en enteros es claramente equivalente a decir que
carece de soluciones en enteros positivos. Supongamos que los enteros positivos z, y
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y z satisfacen 2™ +y" = z". Hemos de probar que existe un M(¢) tal que n < M (¢),
es decir, que n estd acotada (en el Teorema de Fermat-Wiles la cota explicita es 3).
Cancelando factores comunes si los hubiera, podemos asumir que x,y y z son
coprimos dos a dos. Usando la conjetura débil tenemos que existe un € > 0 tal que
1+¢ 1+¢
m<x@| II ») =k I»
plznynzm plzyz
< K(e) (zy2)'™ < K(e) (z?’)HE .
Dado que z > 2, tomando logaritmos tenemos que las tinicas soluciones posibles se
obtienen cuando
log K (¢)
log 2z

§3(1+€)+M=: M(e),

n<3(l+4e¢)+ log2

como queriamos demostrar.

Si bien este resultado es mas débil que el de Wiles, la técnica empleada tam-
bién resulta 1til al estudiar ecuaciones diofanticas donde la conexién con las curvas
elipticas no existe, y por tanto los métodos de Wiles son inaplicables.

La conjetura abc se debe a Masser y Oesterle (1985). Histéricamente surgié a par-
tir de un resultado andlogo para polinomios, el Teorema de Mason-Stothers, probado
primero por Stothers (1981) e independientemente por Mason (1983). Informacién
adicional sobre la conjetura puede hallarse, por ejemplo, en [9] y [10].
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