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ABSTRACT. Halley’s method is a third order iterative method to solve nonlinear
equations. Many authors have deduced it independtly. Here we try to justify,
by showing different constructions, why it is said that Halley’s method is the
most “rediscovered” method in the mathematical literature.

Si tuviéramos que hacer una clasificacién con los méas famosos métodos iterativos
para resolver ecuaciones, no hay duda alguna de que el método de Newton ocuparia
el primer lugar. Segin la opinién de varios autores y, teniendo en cuenta el niimero
de publicaciones relacionadas con él, el método de Halley ocuparia el segundo puesto
en esta ficticia clasificacién. Asi, por ejemplo, Traub, en su cldsica monografia [19,
pag. 91], dice: «El método de Halley puede compartir con el método de la secante
la distincion de ser el método mas frecuentemente redescubierto en la literatura».
Confirmando este hecho, Scavo y Thoo [17] presentan un excelente articulo en el que
se cuenta la historia del método, respaldada por numerosas referencias bibliograficas.

Es costumbre extendida entre los investigadores el bautizar sus descubrimientos
con su propio nombre o con el de un personaje relevante en la materia. La resolucion
numérica de ecuaciones no lineales no escapa a esta costumbre. En este caso, dos de
los métodos mas conocidos, los métodos de Newton y Halley, reciben sus nombres de
dos eminentes cientificos britdnicos de finales del siglo XVII y comienzos del XVIII:
Sir Isaac Newton y Edmund Halley. Pero, ;hasta qué punto conocian estos autores
los métodos cuya «paternidad» se les atribuye?

Por lo que respecta al método de Newton, parece ser que la idea que pudo tener Sir
Isaac dista bastante de lo que conocemos hoy en dia. Asi, en una carta a sus colegas
Barrow y Collins en 1669, Newton mostraba un ejemplo para resolver numérica-
mente una ecuacién. Newton ilustraba su técnica con el ejemplo 2% — 22 — 5 = 0
y argumentaba de la siguiente manera: Por tanteo, se ve que la solucién esta cerca
de 2. Haciendo x = 2 4 ¢ y sustituyendo en la ecuacién se obtiene:

(1) 3 +6e24+10e —1=0.
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Ignorando los términos €2 + 62 con el pretexto de que € es pequeno, se llega a que
10e =1 =06 € =0,1. Entonces x = 2,1 es una aproximacién de la solucién mejor
que la inicial.

Haciendo ahora € = 0,1 + v y sustituyendo en (1) se sigue que

v3 46,302 + 11,231 + 0,061 = 0.

Ignorando de nuevo los términos en v de grado mayor o igual que dos, se llega a que
v = —0,0054 y, por tanto, x = 2,0946 es una aproximacién que mejora las anteriores.
Newton indicaba que el proceso se puede repetir las veces que sean necesarias.

Como vemos, la idea de Newton consiste en anadir un término corrector a una
aproximacion inicial dada. Para obtener esta aproximacion, lo que hace es truncar
el binomio de Newton en el segundo término en expresiones del tipo

(a4 e)" ~a™ +na" e

De esta manera, para obtener el valor aproximado de € simplemente hay que resolver
una ecuacion lineal.

Escribiendo el problema con la notacién actual y llamando p(x) = 23 — 22 — 5,
tenemos que la nueva aproximacién es

2 1
L)
P'(2) 10
que se corresponde con la conocida formulacién del método de Newton
p(xn)
2 ntbl = Ty — ——=.
(2) Tn41 =X )

Ahora bien, no se tiene constancia de que Newton usara el calculo diferencial ni
de que expresara el proceso como un método iterativo en el sentido de que una
aproximacion pueda ser considerada como punto de partida de la siguiente.

La idea de iteracion se atribuye a Joseph Raphson, quien ademds simplifica el
aspecto operacional de la técnica de Newton. En 1690 publica un tratado en el que
se dan férmulas explicitas para el término corrector para algunos casos particulares.
En concreto, calcula los términos correctores para las ecuaciones 2 —r = 0y
2% — px — ¢ = 0 que son, respectivamente,

r— q+ pxo — T}

323 3at—p

siendo zo la aproximacion inicial. La contribucién de Raphson ha sido tenida en
cuenta histéricamente, no en vano muchos autores denominan el proceso como méto-
do de Newton-Raphson. Sin embargo, en los trabajos de Raphson no se aprecia la
conexion existente entre el término corrector, la funcién que define la ecuacién y su
derivada.

La incorporacién del célculo diferencial se debe a Thomas Simpson (1740) quien
establecié el método tal y como lo conocemos actualmente, salvo aspectos notacio-
nales (Simpson explicaba de forma retérica cémo obtener las aproximaciones suce-
sivas). Ademads, Simpson extendié el proceso a funciones cualesquiera, no solamente
polinomios.
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Posteriormente, Lagrange (1798) expresa el método con la notacién actual (2)
y Fourier (1831) lo bautiza como «la méthode newtonienne». Quizé, Fourier es el
causante de la falta de reconocimiento para el trabajo de Simpson.

Con estas lineas hemos querido indicar que, en ocasiones, la «paternidad» de
un método no se debe exclusivamente al cientifico que le da el nombre, sino que
es contribucién de varios investigadores. Para profundizar més en la historia del
método de Newton, recomendamos el trabajo de Ypma [20].

Algo parecido ocurre con el método de Halley. Siguiendo a Bailey [1], podemos
ver que Halley qued6 impresionado por los trabajos del matematico francés Tho-
mas Fautet de Lagny, quien en 1691 dio férmulas (racionales e irracionales) para
aproximar la raiz cibica de un ntmero. Halley, en 1708 escribe en la revista londi-
nense Miscellanea Curiosa lo siguiente: « Habiendo comprobado la eficiencia de estas
formulas (las de de Lagny), voy a intentar encontrar la demostracion». Y he aqui la
demostracion de Halley para la férmula racional. Se trata de aproximar la raiz cibi-
ca de un ntimero natural escrito en la forma a® + b, con a, b € Z. Para ello, Halley
busca un término corrector € de forma que (a+¢)3 = a® + b. De aqui se deduce que
b = 3a’c + 3as? + 3. Despreciando el término €2, se llega a que b ~ 3a%c + 3ac? y
se obtienen las siguientes aproximaciones para ¢:

52

b
(3) 3? ~e+ ; ~eg,
b
4 — ~
) 302+ 3ac  ©
Sustituyendo (3) en (4) se llega a
b ~ab
b 3a3+0b
3a2 + 3a—
@ “342
Esta es la férmula racional dada por de Lagny:
b
Va3 +b~ _@
R
Si escribimos con mnotacién actual el problema, llamando f(r) = 2% —a® — by
tomando xy = a, la expresién anterior se corresponde efectivamente con el primer
paso del método de Halley:

E

- 2 f(zn)
(5) Tp+l = Tp — 9 _ Lf(xn) f/(xn)7
donde
(6) Lp(xn) = %

Parece ser que Halley intenté extender sus métodos para obtener aproximaciones
incluso para ecuaciones dadas por funciones trascendentes. De hecho, en un tra-
bajo suyo de 1694 aparecen implicitamente aproximaciones del tipo (5) y también
aproximaciones dadas por férmulas irracionales. Lo que no esté claro es dénde apare-
cieron por primera vez estas férmulas explicitamente. Asi, debemos esperar un siglo
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y medio hasta que en un trabajo de Schroder (1870) podemos encontrar la iteracién
de Halley tal y como la conocemos actualmente. No obstante, en dicho trabajo, el
método de Halley sélo aparece de pasada y sin ninguna referencia al propio Halley.
Posteriormente, el método de Halley ird apareciendo con cierta frecuencia en los
trabajos de muchos autores que lo iran «redescubriendo». Para hacernos una idea
de este hecho, podemos consultar la historia del método que aparece en el trabajo
de Scavo y Thoo [17].

En lo que sigue, vamos a exponer diferentes formas de «descubrir» el método de
Halley. Pretendemos exponer estas técnicas por el interés que tienen por si mismas
y porque, ademas, estos procedimientos nos permitirdn, mediante ligeras variantes,
construir otros procesos iterativos. No se pretende asignar un descubridor a cada
una de estas técnicas. En consecuencia, entendemos que los autores que citamos han
trabajado en ellas, pero, eso si, no tienen porqué ser los primeros ni los tinicos en
hacerlo.

No es nuestra intencién realizar aqui un estudio de las caracteristicas de los méto-
dos que tratamos (convergencia local o global, orden de convergencia, andlisis del
error, etc.). Simplemente queremos mostrar distintas maneras de construir procesos
iterativos y, en particular, el método de Halley. Del mismo modo, tampoco precisa-
remos las condiciones que han de cumplirse para que estas construcciones puedan
realizarse. Asi, supondremos que las funciones que manejaremos son todo lo conti-
nuas y derivables que deban ser.

Primera forma: a partir del desarrollo de Taylor. Segin se puede leer en el
articulo de Bateman [2], el trabajo de Halley para extender su método para aproxi-
mar soluciones a ecuaciones trascendentes inspiré a Brook Taylor en la consecucion
de su afamado teorema. El propio Taylor escribe en una carta a un colega en 1712:
«FEstaba pensando en como aplicar el método del Dr. Halley a la ecuacién de Kepler
cuando se me ocurrié la forma de extender su método de extraccién de raices a todos
los problemas .. .»

La idea que presentamos a continuacién es, probablemente, la manera mas habi-
tual de «redescubrir» el método de Halley. En ella empleamos el desarrollo de Taylor
de una funcién, que como acabamos de ver es un resultado que se publicé con pos-
terioridad a los trabajos de Newton, Raphson o Halley.

Partiendo de una aproximacién zo de la solucién de una ecuacién f(z) = 0,
buscamos una aproximacién mejor de la forma x¢+¢. Lo ideal seria que f(zo+e) = 0.
Teniendo en cuenta esto y usando el desarrollo de Taylor, llegamos a

1/ 111
(7) 0= f(zo+e)= f(zo) + f'(xo)e + ! (;0)52 + ! éxo)s?’ +--
La idea de Newton o Halley de truncar el binomio de Newton se extiende ahora al
desarrollo de Taylor. De esta manera, truncando (7) en el segundo sumando se llega
al método de Newton. Si anadimos un término mads, es decir, si truncamos (7) en el
término con potencias en €2, se obtiene

f// (2$0) 82,

(8) 0~ f(xo) + f'(xz0)e +
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y de aqui,
2 f(z)
€~ e
1+ /1—2L;(x) f'(z)
Para evitar restar dos cantidades similares, se recomienda [19] elegir la raiz cuadrada
con signo positivo. Por tanto, la nueva aproximacién pasa a ser

2 f(o)
1+ /1= 2L¢(x0) f'(w0)

Este método, conocido como método de Euler o método de Halley irracional ha
sido estudiado, entre otros, por Traub [19, pdg. 93] y Melman [13]. La expresién
correspondiente para el célculo de raices ctibicas, es decir, cuando f(z) = 2% —a®—b

era conocida por Halley (y por de Lagny):

(9) X1 =9 —

Ademiés parece ser que Halley era més partidario de las expresiones que dependian
del calculo de raices cuadradas que de las que contenian fracciones con denominado-
res muy grandes. Con este comentario, Halley anuncia con siglos de antelacién uno
de los problemas con los que nos podemos encontrar al trabajar numéricamente.
Halley crefa incluso que la férmula irracional era més precisa que la racional®.

Sin embargo, no es este el método que ha heredado su nombre y que, con el
transcurso del tiempo, ha adquirido mas fama. El método en cuestién evita el cdlculo
de raices cuadradas. Para ello, en la aproximacién (8) se hace

f (o)

1/
7 (x0) + [ (o)
2

Para no tener que resolver una ecuaciéon de segundo grado y no tener que calcular
raices cuadradas, se sustituye el término corrector € que aparece en el denominador
anterior por la correccién del método de Newton, ¢ = —f(xg)/f' (x0), para obtener
asi la correccion de Halley:

(10) g~ —

3

o f (o)
- T 1! T .
f(xo) — f( 0)/f (20)
2" (o)
El método resultante es el que se conoce como método de Halley (5):
2 flan)

T T () Fea)

Se observa el paralelismo que hay entre la forma de deducir el método que aca-
bamos de comentar y el trabajo original de Halley para el cdlculo de raices ctibicas
explicado con anterioridad.

Extensiones de esta misma técnica han permitido encontrar gran niimero de pro-
cesos iterativos. Si en lugar de sustituir el término corrector € que aparece en el

IEsta afirmacién no es cierta en general, como lo demuestra el contraejemplo dado por f(x) =
e — 2, con zg = 1,3.
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denominador de (10) por la correccién del método de Newton se sustituye por otras
correcciones, se obtienen otros procesos. Esta técnica, denominada de reemplaza-
miento, ha sido utilizada por autores como Neta [14] para definir una treintena de
nuevos procesos iterativos de tercer orden.

Stewart [18] y Hamilton [9], en lugar de trabajar con la ecuacién (7), la transfor-
man en un sistema de dos ecuaciones como sigue:

f(xo)e + f'(wo)e® = —ms?’ 4

2
Despreciando los términos en €” con k > 3, denotando u y v a las aproximaciones de
e y €2 respectivamente, y resolviendo el sistema resultante por la regla de Cramer,
se tiene que

k

‘ —f(xo)  f"(x0)/2 ‘
o 0 f'lxo) | _ 2 f(zo)

B ‘ f'(xo)  f"(x0)/2 ‘ 2— Lg(o) f'(x0)’

flxo)  f'(x0)

que es la correccién del método de Halley (5). Extensiones de esta técnica permi-
ten encontrar procesos iterativos de distintos ordenes, a partir de expresiones que
dependen de determinantes. Para obtener una informacién méas detallada, se puede
consultar el trabajo de Kalantari, Kalantari y Zaare-Nahandi [11].

3

Segunda forma: construcciéon geométrica. Es bien conocido que el método de
Newton tiene una clara interpretacién geométrica, ya que, dado una aproximacién
inicial xg, la siguiente aproximacion, x1, se obtiene como la interseccion de la recta
tangente a la funcién f(z) en el punto zo con el eje de abscisas. Asi, 1 es la
interseccién de las rectas y — f(zo) = f'(z0)(xz — 20) e y = 0, es decir,

Por este motivo, al método de Newton se le suele denominar también como método
de la tangente.

El método de reemplazamiento introducido en la seccién anterior no nos permite
dar una interpretacion geométrica clara sobre la construccién del método de Halley.
No obstante, en 1952 Salehov [16] sugiere que el método de Halley puede obtenerse
aproximando una funcién por medio de hipérbolas. Siguiendo a Scavo y Thoo [17],
para aproximar la solucién de una ecuacién f(x) = 0, a partir de un valor inicial
T, vamos a buscar una hipérbola de la forma

(x —x0) + ¢

)= ——"——

y(@) alx —x9) +b
que cumpla y(zo) = f(x0), ¥ (z0) = f'(z0) e v’ (x0) = (o). Este tipo de curvas,
denominadas osculatrices, coinciden con f en zy hasta la segunda derivada. En
consecuencia, estas hipérbolas aproximan mejor a una curva que la recta tangente,
donde la coincidencia sélo es hasta la primera derivada. Esta mejor aproximacion se
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ve reflejada en una convergencia maés rapida para el método de Halley que para el
de Newton. El primero tiene orden tres mientras que el segundo tiene orden dos. De
forma breve, se puede decir que el orden de convergencia mide la velocidad con la que
una sucesion se aproxima a su limite: a mayor orden, mayor velocidad. Volveremos
a tratar el tema del orden en la ltima seccién.

Para que la hipérbola cumpla las condiciones requeridas sus coeficientes a, b y ¢
deben satisfacer:

= f(zo),

—ac

¢
b
b

es decir,
" —f(xo)
2f"(0)? — f(20) " (20)’
b= 2f" (o)
2f"(0)? — f(20) " (20)’
. 2/ (o) f' (o)
2f"(20)? — f(0) f"(x0)
Una vez encontrada la hipérbola osculatriz, tomamos como nueva aproximacién
su interseccién con el eje de abscisas, es decir el punto tal que y(z1) = 0. Dada la
forma de la hipérbola, se tiene que

21 =20 — =10 — 2f(xo) ' (x0)
1 0 0 2f’(x0)2 _ f(xo)f”(xo)
2 f (o)

" L) f(wo)

Debido a esta interpretacion geométrica, el método de Halley es llamado a veces
el método de las hipérbolas tangentes.

Ideas similares se pueden utilizar para construir otros procesos iterativos, apro-
ximando una funcién por otro tipo de curvas osculatrices. Por ejemplo, si en lugar
de hipérbolas consideramos parabolas de la forma

y(x) = a(z — 20)? + b(z — x0) + ¢,
se obtiene el método de Euler (9). Si las parabolas son de la forma
y(2)? + ay(z) +b(z — x0) + ¢ =0,
el método obtenido es el de Chebyshev, método que presentamos en la siguiente

seccion.

Tercera forma: a partir de la interpolacién racional inversa. Presentamos
en esta seccidon otra técnica para construir procesos iterativos, conocida como in-
terpolacién inversa. En breve, podemos resumir el problema diciendo que se trata
de resolver una ecuacién f(z) = 0. Para ello, consideramos la funcién que a cada
z le hace corresponder y = f(z), y denotamos por x = ¢(y) a su funcién inversa.
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El problema de aproximar la solucién de f(z) = 0 se transforma entonces en el
de aproximar ¢(0). Se nos ofrecen ahora distintas posibilidades, en funcién de las
diferentes maneras de aproximar la funcién ¢.

La primera de ellas consiste en aproximar ¢(0) usando el desarrollo de Tay-
lor hasta el orden dos. Esta idea se atribuye al matematico ruso Pafnuty Lvovich
Chebyshev, quien present6 el método que lleva su nombre en un concurso estudiantil
celebrado entre 1840 y 1841 y en el que consiguié la medalla de plata. Aunque existe
una cierta unanimidad entre los cientificos en atribuir a Chebyshev la «paternidad»
del método, hay quien se lo atribuye a Leonhard Euler, lo cual no seria de extranar,
debido a la prolijidad cientifica de este insigne matematico y a que Chebyshev co-
nocia bien la obra de Euler. No en vano, Chebyshev contribuyé a preparar una
edicién con algunas de las obras de Euler a finales de 1840.

Volviendo al problema de la interpolacién inversa, supongamos que xy es una
aproximacién inicial de la solucién de f(z) =0y sea yo = f(zo). Entonces

5(0) = 6(u0) — &' (o) + 50 ()

_ flmo) 1 f(x0)*f" (20)
f(xo) 2 f'(z0)?

=1z — (1 + %Lf(x0)> JJ:/((CZJ))’

donde L¢(z) se define en (6). A la iteracién resultante

f'(zn)

se la conoce como método de Chebyshev, método de la interpolacién cuadrética
inversa o método de las parabolas tangentes.

Desde otro punto de vista, podemos expresar la idea de Chebyshev indicando que
se ha aproximado la funcién inversa por un polinomio de segundo grado

:xo

(11) Tn41 = Tp — (1 + %M(%))

P(y) = a+ by —yo) +cly — yo)*> = p(y),

eligiendo los coeficientes de forma que ¢F)(yo) = p¥)(yo) para k = 0,1, 2. Eviden-
temente, este polinomio es el polinomio de Taylor de segundo orden. Pero se pueden
buscar otro tipo de funciones de aproximacién, como por ejemplo, aproximantes de
Padé, que es lo que hace Traub en [19, Cap. 5].

Si aproximamos ¢(y) por una funcién racional del tipo

_W—y)+a
Ply) ~ by ) Te R(y),

exigiendo que ¢®)(yg) = R¥) (o) para k = 0,1, 2, se llega a que

(2 (o) + zo " (20))(y — yo) + 20 f (x0)?
" (xo)(y — o) +2f'(x0)? .

R(y) =
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Eligiendo como nueva aproximacién el valor z1 = R(0) se obtiene

_ (o) (2f'(xo) + 0" (z0)) + 220 f" (x0)?

a —f(@o) f"(x0) + 2 (w0)? ’
expresién que, después de operar adecuadamente, se puede escribir en la conocida
forma

2 f(o)

2 = Ly(o) f'(20)’
es decir, de nuevo, el método de Halley (5).

X1 =9 —

Cuarta forma: usando fracciones continuas. El procedimiento que mostramos
en esta seccién es una variante de la interpolacién inversa introducida en la seccién
precedente. La idea fue presentada por Frame en [5]. Manteniendo la misma notacién
de la seccién anterior, es decir, denotando z = ¢(y) a la funcién inversa de y = f(x),
Frame obtuvo el siguiente desarrollo en serie de potencias para el término corrector ¢:

e=r—x9=¢(0) — $(yo) = Y_ex’

k>1
o w0) o, 3 (@0) — f ) @) 5 .
=v 2f/(x0)1/ + 67" (o) v+ )
donde r denota a la solucién de f(z) = 0, v = —f(zo)/f (x0) y a1 = 1, c2 =

—f"(x0)/(2f'(20)), ete.

En la seccién anterior hemos aproximado la funcién inversa por polinomios o
aproximantes de Padé. En esta seccién vamos a desarrollar en fracciones continuas
el desarrollo en serie de potencias del término corrector:

a
(12) €= Z ™ = by + 1a2
]CZl bl + as
by +
bs+--- a

bj,1 + -7

bj + pj+1
donde p; = Y
G

Dependiendo de las diversas fracciones continuas desarrolladas y del lugar en
el que las trunquemos, obtendremos diversos procesos iterativos. En el desarrollo
propuesto por Frame [5] se tiene que by =0, b; = 1Vj > 1, a1 = v y a;j41 es el
primer término del desarrollo en serie de potencias de v del cociente

a; —py

Pi+1 = )
g pj

L k
donde p1 =€ =37, ck”.
Asi, si truncamos la fraccién continua en el primer término, tenemos que
I (z0)
>~ ay = = —
f' (o)

y la correccién que se obtiene es la del método de Newton.
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Para truncar en el segundo término se necesita calcular as que, como hemos dicho,
es el primer término del desarrollo en serie de potencias de py. Como

an —
py = 11 P = —cov+ (2 -3+,
P1
se tiene que ap = —cov = —L¢(x0)/2. Por tanto,
a1 2 (o)

€~ = — )
1+ae 2 — L¢(xo0) f'(z0)

que es la correccién del método de Halley (5).

Si truncamos la fraccién continua en términos superiores, se obtienen métodos
de orden superior, aunque el propio Frame advierte que, siguiendo la técnica indi-
cada unas lineas mas arriba, los computos se complican excesivamente a partir del
cuarto término. No obstante, en el mismo articulo [5] se proporciona otro proce-
dimiento para el célculo de los numeradores a; y los restos p; mediante el uso de
determinantes.

Si en lugar del desarrollo en fracciones continuas considerado por Frame, se tie-
nen en cuenta otros desarrollos, se obtienen otros procesos iterativos. Por ejemplo,
siguiendo a Kincaid y Cheney [12, pag. 417], se puede convertir una serie en fraccién
continua. De hecho, la serie >, -, cx/® admite el desarrollo (12) con by = 0, a3 = 1,

b1 = 1/1/,
1 2 ; Lo oy
a‘ = — - . 1 ; — - .
’ i) T it el I =

Si truncamos la fraccién continua en el segundo término, el término corrector que
se obtiene es el correspondiente al método de Chebyshev (11).

Quinta forma: como aceleracién del método de Newton. El problema que in-
tentan resolver los procesos iterativos es el de aproximar la solucién de una ecuacién
f(z) = 0. En ocasiones, puede resultar més sencillo resolver una ecuacién modifica-
da f(z)g(x) = 0, donde g(z) es una funcién convenientemente elegida. Entre otras
cosas, deberd cumplir que no se anule en un entorno de la raiz buscada: si r es tal
que f(r) =0, entonces g(z) # 0 en un entorno de r.

Si para aproximar la solucién de una ecuacién empleamos el método de Newton,
la situacién ideal seria que la funcién que manejamos sea una recta, ya que, evi-
dentemente, en este caso la solucion exacta se alcanzaria en la primera iteracion.
Pero bueno, en la practica no tiene mucho sentido usar el método de Newton para
resolver una ecuacién lineal. De hecho, los métodos iterativos se usan para resolver
ecuaciones no lineales. Pero a partir de esta idea y como sugiere Brown en [3], pode-
mos usar la funcién g(z) para «linealizar» lo més posible la ecuacién f(x)g(z) = 0.
(En qué sentido?; por ejemplo, exigiendo que (f(z)g(x))” se anule en z = r. Este
«aumento de la linealidad» de la ecuacién en un entorno de r deberia repercutir en
la velocidad de convergencia del método de Newton.

Recogiendo esta idea, Gerlach [7] prueba que cuando se aplica el método de
Newton a una ecuacién ¥(z) = 0 donde la solucién r cumple que ¥'(r) # 0, ¥ (r) =
0y 9" (r) # 0, entonces se alcanza la convergencia de orden tres, cuando en general,
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el orden de convergencia del método de Newton es dos. Al tener mayor orden, la

sucesion obtenida para las funciones ¥ converge mas rapidamente. En la ultima

seccion trataremos con un poco mas de detalle el tema del orden de convergencia.
En resumen, si ¥(x) = f(x)g(x), buscamos ¢g de manera que " (r) = 0, es decir,

f'(r)g(r) +2f'(r)g'(r) = 0.

Después de resolver esta ecuacién diferencial se llega a que la solucién es (salvo
constantes multiplicativas)

1
g(x) = :
f'(x)

En consecuencia la idea de Brown y Gerlach consiste en aplicar el método de
Newton a la funcién ¥(z x)/+/ [ (z) en lugar de a f(x). ;Cudl es la expresién
del método resultante'?

Y (x) 2 fan)

IS T ) T T 2 L) f (@)

expresién que, como no podia ser menos, coincide con la del método de Halley (5).

Sexta forma: a partir de iteraciones de Laguerre. El método de Laguerre es
un conocido método para encontrar las raices de un polinomio. De forma resumida,
expondremos aqui en qué consiste para mostrar después una generalizacién que nos
llevara, entre otros, al método de Halley. Para un estudio mas detallado del método
de Laguerre, recomendamos al lector el libro de Ostrowski [15, Apéndice O].

Para ver como se construye la iteraciéon de Laguerre, vamos a considerar un
polinomio p(x) de grado n con raices reales 1 < xo < -+ < xp:

n

p(x) = H(x — ;).

i=1

La idea del método de Laguerre parte de la derivacién logaritmica de p(x). Asi,
denotando a; = 1/(z — z;), A=p'(z)/p(z) y B= —dA/dx se llega a

A= (logp(@) =Y = Z

i=1 (.’E - xl) i=1
_ AW (@)/p()) _ p'(2)® —pl)p"(z) _
B=- dx N p(z)? _; (x —x4)? Za

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite deducir la siguiente desigualdad:
(A—a)’ =(az+-+an)’ < (n—1)(a3 +--+ap) = (n— 1)(B - ai),
o equivalentemente
na? —2Aa; — (n —1)B + A% <0.

Entonces, a1 se encuentra situado entre las raices de la ecuacién

(13) nu? — 2Au — (n —1)B+ A* =0,
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que son
A—\/(n—l)(nB—A2) A+ \/(n—l)(nB—Az)
Uy = y Ug = .
n n
Es mas, se tiene que as, ..., a, estan entre uy y us, es decir,
(14) up <aj = <ug, j=1,...,n
T —Tj

Este hecho permite encontrar mejores aproximaciones de las raices de un poli-
nomio a partir de una aproximacion dada. En efecto, si la aproximacién inicial x
estd entre dos raices consecutivas, digamos

T; < T < Tjya,
entonces

1 1

$J<.’E—u—2<.’£<$—u—1<$J+1

Para deducir las desigualdades centrales debemos tener en cuenta que u; < 0 < ug,
yaque (14) es cierta para j = 1,...,n y las cantidades z—x; son tanto positivas como
negativas. Para las desigualdades laterales debemos aplicar la primera desigualdad
de (14) a ;41 y la segunda a ;.

De esta manera se pueden construir sucesiones que aproximen las raices mas
préximas de una aproximacion inicial dada. Este es el que se conoce como método
de Laguerre. Para una mayor informacién (comportamiento monétono de las suce-
siones, qué ocurre cuando = < x1 o cuando z > ,, etc.) se puede consultar la obra
de Ostrowski [15].

Cuatro anos mas tarde de la publicacién del trabajo de Ostrowski, Hansen y
Patrick extienden la construccién del método de Laguerre a funciones cualesquiera.
Asi, sea f(x) una funcién de variable real o compleja con una raiz simple que deno-
tamos r. La idea de Hansen y Patrick consiste en sustituir el grado del polinomio
por un pardmetro A en la igualdad (13). De esta forma, manteniendo la notacién

_ f'(=@) o F'@)? = f@) " (x)
=T PR T T e
se buscan las soluciones de

Mu? —24Au— (A—1)B+ A% =0,

donde u es una aproximacién de la cantidad 1/(x — r). Asi,

| A f(@)

(15) r~r——=x— e
u 1/ A =NA =X+ ALs(2)) f'(2)

La expresién que aparece en el lado derecho de la igualdad, que denotamos por x,

nos proporciona una aproximacion de la raiz r supuestamente mejor que x.

La iteracion que aparece en el trabajo de Hansen y Patrick es

(a+1) f(z)
a+ /0 —(a+)Ls(x) f'(x)

(16) Ty =x—
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Notemos que coincide con la que nosotros hemos dado sin méas que hacer el cambio
de pardmetro o = 1/(A—1). Para distintas elecciones del pardmetro A, la familia (15)
contiene algunos métodos de renombre:

1. Por supuesto, cuando f(z) es un polinomio y A es su grado, el método
coincide con el de Laguerre clasico.

2. Cuando A =1, tenemos el método de Newton.

3. Haciendo A — oo, se obtiene el método

LW
£/ 1 —Lf(x) f/(x)’

estudiado por Ostrowski en [15, pdg. 111].
4. Si A =2, tenemos el método de Euler o método de Halley irracional (9):

L 2 f()
Tl 2@ f@)

.Y qué pasa con el método de Halley? ;No estd incluido en esta familia? No nos
alarmemos; notemos que si racionalizamos la expresién (15) nos queda

o PEVO-NO A+ AL @) f()
! 2-A—(1-NL;x) (@)

(17) Ty =

que para A = 0, y eligiendo el signo + en el numerador, el método correspondiente
de esta familia es el «omnipresente» método de Halley (5):

a2 @
" 2 Ly(z) f/z)

Séptima forma: a partir de la definicién de orden de convergencia. En
la seccién anterior hemos construido una familia de procesos que incluye varios de
los procesos mas conocidos. En esta seccidén intentamos encontrar las caracteristicas
que debe cumplir una funcién de iteracién para que englobe a todos los procesos
iterativos con un orden de convergencia determinado.

El orden de convergencia de una sucesién mide, en cierta manera, la velocidad
con la que dicha sucesion se acerca a su limite (suponiendo que existe y es finito). En
muchas ocasiones una sucesion viene definida a través de una iteracién funcional.
Eso ocurre por ejemplo con los métodos de Newton, Halley y muchos otros para
resolver una ecuacién f(x) = 0. En todos estos casos podemos escribir la sucesién
resultante en la forma

Tnt1 = F(.’En),

donde F' es una funcién que puede depender de x,, de f(z,) y de las derivadas de
f evaluadas en z,.

Si 7 es una raiz de la ecuacién f(xz) = 0, se dice que un proceso iterativo es
convergente a r con orden p > 1 si

[F(z) =] = O(Jz = r?).
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Es sencillo comprobar que esta condicién de orden se satisface si F'(z) posee en
un entorno de r derivadas hasta el orden p y, ademés,

F(ry=r, F'(r)=F"(r)=---=FrD()=0, FP(r)£0.

Entonces el proceso iterativo dado por la funcién de iteracién F tiene exactamente
orden p. Esto quiere decir que en cada iteracién el numero de cifras significativas
con las que se va aproximando la solucién r se multiplica aproximadamente por p.
Tanto la definicién de orden como la caracterizacion que hemos dado se atribuyen
al matematico de finales del siglo XIX E. Schréder. Para profundizar un poco maés
en este concepto, se puede consultar el articulo de Ehrmann [4].

A partir de la condicién suficiente anterior, y a la vista de la forma que tienen
algunos de los procesos iterativos més conocidos, Gander [6] se plantea el estudio
de los métodos dados por la siguiente funcién de iteracién:

f(z)

7 (x)G(x)
En concreto, el objetivo es caracterizar la funcién G para que el proceso definido
por la funcién anterior tenga orden tres.

Denotamos u(z) = f(x)/f’(x). Notemos que u/(x) = 1 — L¢(x), con Ly(x) defi-
nido en (6).

Como F(r) = r, para que (18) defina un proceso iterativo de segundo orden,
bastara con que

(18) Flz)=x

F'(r)=1-4'(r)G(r) —u(r)G(r)=1-G(r) =0,

es decir, G(r) = 1.

Como caso particular, para la funcién constante G(z) = 1, obtenemos el método
de Newton.

Si queremos métodos con convergencia cibica, necesitamos anadir la condicién
F’(r) =0, que se traduce en

f"(r) oy
) G(r)—2G'(r)=0.
Teniendo en cuenta que G(r) = 1, nos queda
oy S0
=35y

Estas condiciones no nos ayudan demasiado a elegir apropiadamente una funcién
G, puesto que dependen de la rafz r. Sin embargo, si consideramos G(z) = H(Ls(x)),
estas condiciones se traducen en

G(r)=H(0) =1,

Esto nos permite construir facilmente funciones H que cumplan

H(0)=1, H'(0)= %



EL METODO DE HALLEY 219

Algunos ejemplos de estas funciones nos han ido apareciendo a lo largo de este
trabajo:

1. El método de Halley (5): ():(1—%)*1:14-%4-%4_...

2. El método de Chebyshev (11): H(t) =1+ %
3. El método de Euler (9): H(t) = 2(1+\/1—2t)*1:1+%+§+...
4. El método de Ostrowski (17): H(t) =2(1 —t)"/2 =14+ L + ?)si"""
5. La familia de métodos de Hansen y Patrick (16):
-1 t (a+3)t2
H(t) = (a+1) (a+ V1= (a+ 1)) :1+§+%+

Otra familia de métodos de tercer orden que también se ajusta a la forma (18)
es la estudiada en [8]. En este caso,

t At2
Hit)=1+ 30— M) 1+2+2+

siendo A un pardmetro real. Esta familia incluye, entre otros, un método muy co-

nocido y que no nos habia aparecido hasta ahora. Este es el denominado método

super-Halley y se corresponde con el valor A = 1.

Como conclusién, podemos decir que muchos de los procesos iterativos de tercer
orden se ajustan a la forma de la funcién de iteracién (18). Muchos, pero no todos.
Se puede probar [4] que todos los procesos iterativos de tercer orden estdn dados
por la funcién de iteracién:

G(xz) = H(Ly(x)) + f(x)*b(x),

donde b es una funcién arbitraria que esta acotada para valores préximos de la raiz r.
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