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Resumen

La obtenciéon de la solucién de determinados problemas de ingenieria implica la
resolucion de ecuaciones en derivadas parciales que tienen que ser evaluadas
numéricamente. El método de resoluciéon numérica mas extendido es sin duda el método de
los elementos finitos, que ha superado al método de las diferencias finitas principalmente
por su sencillez conceptual y por las limitaciones de este tltimo método para adaptarse a
mallas irregulares; sin embargo, diversos autores han seguido desarrollando y aplicando el
método de diferencias a todo tipo de problemas. En este articulo se presenta una aplicacion
numérica al calculo estructural de una placa, que se resuelve por el método de las
diferencias finitas y que permite obtener soluciones dptimas incluso para el problema de
carga localizada, poniendo de manifiesto la idoneidad de aplicacion de métodos de
diferencias generalizados en su resolucion y cuya formulacion se presenta. En particular se
resuelve 3 casos de aplicacion: placa apoyada en sus cuatro lados bajo carga uniforme,
placa apoyada en sus cuatro lados bajo carga puntual en el centro y placa empotrada en sus
cuatro lados bajo carga uniforme.

Palabras Clave: Resolucién numérica, Método de diferencias finitas, Diferencias finitas
generalizadas, Malla irregular.

Abstract

Obtaining the solution of specific engineering problems involves solving partial
differential equations that have to be evaluated numerically. The finite element method is
certainly the numerical resolution method most widely, which has outperformed the finite
difference method mainly for its conceptual simplicity and by the limitations of the latter
method to adapt to irregular meshes, however, several authors have continued to develop
and implement the method of differences to all kinds of problems. This article presents a
numerical application of the structural problem to calculate plates, which is solved by the
finite difference method and allows optimal solutions even for localized load problems,
demonstrating the suitability of application of generalized difference methods and
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presenting its formulation. In particular, three applications are resolved: plate with all four
sides simply supported under uniform load, plate with all four sides simply supported
under concentrated load at the center and plate with all four sides embedded under
uniform load.

Keywords: Numerical resolution, Finite difference method, generalized finite differences,
irregular mesh.

1. Introduccion

La mecénica de medios continuos ha permitido el planteamiento de las ecuaciones que
rigen fendmenos de muchas ramas de la ingenieria: hidraulica, estructuras, geotecnia, etc. La
resolucion de problemas de ingenieria, una vez planteadas las ecuaciones, se reducen en
muchas ocasiones a su resolucién numeérica; es importante comprender que no es en general
posible resolver mediante métodos exactos los sistemas de ecuaciones obtenidos y es preciso
recurrir a técnicas numéricas. Incluso en los casos mas elementales, en los que nos es posible
obtener la solucion mediante desarrollos en serie, la calidad numérica de estas soluciones no
es mejor que las que se obtienen con un método aproximado, ya que el truncamiento de una
serie puede llevar a errores de precision significativos.

El método de las diferencias finitas como método de resolucion de problemas planteados
en ecuaciones en derivadas parciales ha ido perdiendo fuerza en aplicaciones numéricas frente
a otros métodos de resolucion, sobre todo el método de los elementos finitos. Sin embargo,
son muchos los autores que han seguido confiando en el desarrollo del método de diferencias
finitas, proponiendo diferentes soluciones para poder aplicar las diferencias finitas a cualquier
tipo de dominio. Asi, de las limitaciones del método clasico de diferencias finitas se proyecta
el método de las diferencias finitas generalizadas, aplicable a cualquier dominio con
distribucion irregular de puntos.

En este trabajo se aplica el método de las diferencias finitas a varios problemas habituales
de ingenieria, se indica su alcance, su comparacion con el método de los elementos finitos y se
expone la linea de mejora de los métodos de diferencia finitas clasicos a los de diferencias
finitas generalizadas.

Con el propdsito anterior se estudia el problema estructural de la placa de Kirchhoff en
varios casos de carga y con diversas condiciones de contorno, comparando el resultado con el
obtenido mediante el método de los elementos finitos obtenido a través del programa SAP
2000.

2. El método de las diferencias finitas

Las ecuaciones en derivadas parciales o los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
rigen muchos fendmenos de ingenieria segin establecen los principios fisicos y sus
correspondientes desarrollos matemaéticos.

Se topa con importantes dificultades, en la resolucién de este tipo de ecuaciones y sus
condiciones de contorno adin con coeficientes constantes, con lo que se recurre a la bisqueda
de soluciones aproximadas. Entre los diversos métodos que permiten la obtencion de este tipo
de solucién uno de los mds clasicos es el denominado de diferencias finitas. Dicho método se
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basa en discretizar de forma regular el dominio, estableciendo un conjunto finito de puntos
interiores y de la frontera donde se va a calcular el valor de la funcién. Para hallar el valor
aproximado de la funciéon en dichos puntos llamados nodos, es necesario sustituir las
derivadas parciales para cada punto por cocientes de diferencias entre los valores de la
solucion en diferentes puntos, obteniéndose un sistema algebraico de ecuaciones con el mismo
numero de ecuaciones que incognitas. A las expresiones de transformacién de cada operador
diferencial en cocientes de diferencias, se le denomina férmula en diferencias finitas.

Las férmulas en diferencias clasicas centradas, para una funciéon f donde se define como h
y k los incrementos de las variables de dicha funcién x e y respectivamente, tienen la siguiente
forma:

of _fGr+hy) = fGx—hy)

dx 2h

of _fluy+k)—fly—k)

ay 2k
*f _fle+hy) =2f(xy) +f(x=hy)
dx2 h2
*f _fluy+k)=2fy)+fly—k)
oy? k2

Dichas ecuaciones se pueden generalizar para 6rdenes superiores, que sustituyendo en las
ecuaciones diferenciales y de contorno, permiten obtener un sistema de ecuaciones
algebraicas, con tantas ecuaciones como incdgnitas, de igual nimero que nodos tenga el
dominio. Al resolver el sistema se obtienen valores aproximados de la funcion en los puntos
del dominio discretizado.

Este método de resolucion tiene la gran ventaja de su planteamiento aunque tiene
limitaciones. Por un lado la malla debe ser regular, ya que en caso contrario para cada malla se
deberia encontrar una férmula en diferencias finitas; por otro lado, el nimero de nodos y la
selecciéon de dichos nodos en la malla para la obtencién de las férmulas en diferencias finitas,
es fijo.

Al discretizar un dominio, surgen como mas habituales el método de diferencias finitas
clasico de cinco nodos y de nueve nodos. En ambos métodos la frontera debe ser una
poligonal cerrada de lados contiguos perpendiculares, los puntos de estimacion deben estar
repartidos de forma regular y los nodos que rodean al nodo central debe ser 4 u 8 pero no
arbitrario.

Para el método de diferencias finitas de cinco nodos (siendo el nodo central el nodo cero,
el uno el de su derecha y el resto creciendo en sentido antihorario), de manera que se elige una
discretizacion del dominio de igual paso & en ambas variables y llamando f; al valor de la
funcién f a aproximar en el nodo i, se tiene:
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g [ fi—fs
ox 2h
of fo=fa
p. 1% 2h
F az_f fi+f3—2f,
0x2 2h
0% f fit+f—2f
[0y2] t 2h

Andlogamente, para el método de diferencias finitas de nueve nodos (siendo el nodo
central el nodo cero, el uno el de su derecha y el resto creciendo en sentido antihorario) se
tiene:

- of

bl 1 fo fa 2 foe fs
0x E( it 20755~ 20+20)
il gl h 2 i hy
jzyf n\st20t20757 20 20
|| |1/ 5, s Q_@Est fo _fi, fo
Dr = gx; hZ( 3f0+6+12 6+12+6 12 6 12)
2 1 1 2 3 4 57
o*f PP _
520yl | 4h2(f2 fa+ fo = fo)

3. El método de las diferencias finitas generalizadas

El método de las diferencias finitas generalizadas [1] supone una evolucién del método
clasico de diferencias finitas, el cual permite resolver problemas donde la nube de puntos
generada sea irregular. Se plantea el método para ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden, evidentemente su generalizacion es inmediata, al igual que hemos
generalizado el método de diferencias finitas clasico.

Sea un problema gobernado por una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden en
el dominio bidimensional:

L,[Ul=f en 0 (3.1)
con las condiciones de contorno:
Li[Ul=g en T (3.2)

donde la funcién U es al menos dos veces diferenciable en el dominio 2 € R?, con frontera
I'. L, es una ecuacion en derivadas parciales lineal de segundo orden, L, es una ecuacion lineal
diferencial de primer orden, mientras que f y g son dos funciones conocidas.

Se establecen un conjunto de nodos que se reparte en todo el dominio, de tal forma que a
cada nodo del dominio se le asocia una estrella, es decir un conjunto de nodos de influencia
alrededor de un nodo central.

El nimero y la posicién de los nodos en cada estrella son factores decisivos que afectan a
la aproximacion mediante férmulas en diferencias finitas. Se utilizara una nube de nodos lo
mas regular posible buscando un buen condicionamiento de las estrellas. El criterio de
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seleccién de nodos empleado sera el de los cuatro cuadrantes, es decir, el area alrededor del
punto central se divide en 4 sectores correspondientes a los cuadrantes de un sistema de
coordenadas cartesianas con origen en el nodo central. En cada cuadrante se seleccionan los
dos nodos mas cercanos (se seleccionan dos nodos para tener un conjunto de nodos alrededor
del central de 8 que parece ser un niumero 6ptimo [1]), si esto no fuera posible (por ejemplo en
un contorno) se pueden anadir nodos para conseguir el nimero de nodos necesarios para la
resolucion de las ecuaciones en diferencias.

Por su parte las funciones de ponderacidon definen un dominio relativamente pequefio en
el que su valor es distinto de cero, siendo nulo en el resto del dominio. Cada funciéon de
ponderacién se asocia a un nodo, pudiéndose superponer con otros subdominios. Se usara la
funcién de peso potencial w(x, y) (las mejores funciones de ponderacién son las exponenciales
y las potenciales [1]) que se define a continuacién:

1
WO = sy
donde dist es la distancia del nodo central al nodo considerado de la estrella.

Llamando U, al valor de la funcién en el nodo central de la estrella de coordenadas
(x0,¥0) y U; al valor de la funcién en el resto de los nodos de coordenadas (x;,y;), con
i=1,2,...,N, entonces el desarrollo en serie de Taylor es:

U, U, L, 02U, 02U, 92U,
Uy =Ug+ hj— + kj— + = [ R + K + 2hik;— ) + -

0x dy b 9x? L oy? Ut 0xdy
donde h’i = X; — Xp; ki =Y —Yo-
Por tanto, despreciando los términos de orden superior al segundo, la aproximacion u; de

U; es:

h? + k? 2h;k;
b Ox? L ay? S+ L 0xdy

U =uyt+h——+k———+-

du, Ju, 1
0x dy 2

0%u, 0%u, 0%u, >

La expresion anterior es valida para cualquier i = 1,2, ..., N con lo que, sumando todas las
expresiones que resultan para los diferentes valores de i se obtiene:

Ouo ou, ,0%u, 0%, 0%u,
Z(ul Cuy) = Z thig 4y L 5t 5 O 4 2hyk; ol T3y

Se define el funcional B(u) como sigue:

ouy,  duy L 9%, 2azu 9%u, ’
B(u)—z 0= i+ b= thig 4y L 5t Figay ) |k

donde w(h;, k;) es una funcién de ponderacion.

A continuacién minimizamos el funcional B(u) con respecto a las derivadas parciales y asi

obtenemos un conjunto de cinco ecuaciones lineales con cinco incégnitas
duy 0uy 0%uy 9%ugy 9%ug lucid . . lici de las incéeni

ax 3y ax2 ' 3y? ' axay) CUYa resolucion proporciona expresiones explicitas de las incognitas
en términos del valor de las aproximaciones de segundo orden en todos los nodos de la
estrella u;, de los valores h; y k;, y de la funcién de ponderacion w. Asi, el sistema que se

obtiene es:
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N
ou, ouy 1( ,0%u, 0%, 0%u,
Z[uo w i kiE E(hi 5.2 Tk 3y +2h; {9xdy hiw? =
i=
> ou, ou, 1 0%u, 0%u, 0%u,
2 2 —
Z[uo R L E(hi 5 5 +2hiklaxay>]kiw2—0
i=
N
oug ouy, 1( 0%u, 0%u, 2uy \ ] h?
] —u+h——+ki—+(hf k? 2h;k —w?=0
Z[u" withig o thg, 2(’ax2+Lay2+ “igxay )| 2
i=
N
ou, ou, 1( . 09%u, 0%u, 2uo\] k2
Ry, T (B2 k? 2h;k; Swr=o
Z[uo et gy ' oy 2<Lax2+16y2+ Higxay )| 2
i=
% du,  Ouy 1( 9%, 0%, 9%u,
O N N s T B 2 T Jeow? =
Z[uo R L z(h, 5t 5 +2hlklaxay>]h,k,w 0
i=
donde w = w(h;, k;).
Expresandolo matricialmente:
AD,=b
:{% duy 9%y 9%u, aZuO}T
“* lox ady oax2 9y* 0xdy

N

Z(—uo + u;)h;w?
i=1
N
Z(—uo + uy)k;w?
i=1

(—up + ;) ?iWZ >

N
ki
Z:(—u0 +u;) i

2

2

i=1
N
Z:(—u0 + u)hk;w
i=1
N N N N N
h3 h.k?
Z h?w? Z hik;w? 7LW2 Z 12 ~w? Z h?k;w?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N N hzk N k3 N
Z k?w? Z 12 L w? Z%Wz Z hik?w?
i=1 i=1 i=1 i=1
N N N
Zh—?wz Zhizkiz 2 Zh?klwz
4 4 2

SIM
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Para la resolucién del sistema es evidente que se necesitan al menos cinco nodos (sin
incluir el central).

Para la resolucién del sistema se puede aplicar el método de Cholesky ya que la matriz A
es simétrica. Se puede descomponer A como producto de una matriz triangular por su
transpuesta QQT. Con lo que se puede escribir:

QQ'D,=b

Y ahora resolvemos en dos etapas:
Q'D, =Y (3.3)
QY =0>b (3.4)

Asi, resolviendo el sistema (3.4) en orden descendente se obtienen los valores de Y,
después a partir del sistema (3.3) se obtienen las férmulas en diferencias siguientes:

Y(k) = —ug Xioq Myc; + Z?]=1 uj(Z?zl Mkidji); k=1,..5 35)
D(k) = —(Y(k) = Bt queani Dk +0), k=1,..,5 '
donde:
( 1 i—-1
(—1)1-5ifq—z q@OMK)  forj<ii=1,.5 j=1,..,5
i =
Mi; =191
|- forj=ii=1,..5 j=1,..5
qij
0 forj>ii=1..5j=1,..,5

con §;; el delta de Kronecker, y:

N

Ci = z d]l
=i
2

h*
7]W2; d]4 = 7W2; d]5 = h]k]W2

Incluyendo en la ecuacion en derivadas parciales (3.1) y (3.2) los valores explicitos de las
derivadas parciales expresados en (3.5) se obtiene la ecuacién de la estrella, que es posible
expresarla como:

2

— 2, — 2, — J
djl = h]W 5 d]2 = k]W 5 d]3 =

Uy = XL muu; + msfo (3.6)

La expresion (3.6) es una ecuacion lineal que relaciona el valor de la funcion en el nodo
central de la estrella (uy) con los valores de la funcién en el resto de los nodos de la estrella

().

La formulacién dada debe ser aplicada a cada uno de los nodos del dominio,
obteniéndose un niimero de ecuaciones e incognitas igual al nimero de nodos seleccionados
para calcular el valor de la funcién. La resolucion del sistema de ecuaciones lineales resuelve
el problema.

Por tanto, el método de las diferencias finitas generalizadas puede ser aplicado a
problemas con forma irregular de frontera y una distribucion aleatoria de los nodos centrales
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de las estrellas, de tal forma que cada nodo central esta rodeado por un nimero de puntos que
no tienen que ser necesariamente iguales para todos ellos.

4. Calculo de placas

4.1. Planteamiento de las ecuaciones

Se considera una estructura continua plana tal que el espesor es muy pequefio en relacion
a las demas dimensiones de la estructura y que llamaremos placa.

Consideraremos acciones perpendiculares a su plano (p) y adoptamos el criterio de signos
para los esfuerzos cortantes (qy,q,) y para los momentos (m,,m,, my,,m,,) indicados en la

X
v/ |2 /
Wy
Ay
My

Figura 1: Criterio de signos.

figura 1.

P

Segun el espesor de las placas se definen placas delgadas o gruesas. El calculo es diferente
en ambos casos. Si su espesor es inferior a é 0 % de la luz (segun autores) se dice que la placa es

delgada, en caso contrario la placa es gruesa. La teoria que permite el calculo de las placas
delgadas se llama de Kirchhoff [2,3]; por su parte para placas gruesas se utiliza la teoria de
Mindlin [2,3].

Analizamos las placas bajo las siguientes hipdtesis:
1. Placa delgada: espesor pequefio y se desprecia la deformacion por cortante.

2. Los movimientos de la placa son pequefios respecto a las dimensiones de la placa
(esto es preciso para que sea aplicable las condiciones de equilibrio a la estructura
sin deformar).
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3. Suponemos comportamiento del material isétropo, homogéneo y elastolineal (ley
de Hooke).

4. Suponemos que los movimientos de cualquier punto del plano medio de la placa
solo tiene movimiento vertical.

5. No existen tensiones ni deformaciones perpendiculares al plano medio de la
placa. Suponemos, por tanto que las cargas se aplican en el plano medio.

6. Hipdtesis de Kirchhoff: si tenemos una recta perpendicular al plano medio de la
placa, al deformarse la placa sigue siendo una recta y sigue siendo perpendicular
al plano medio (esto es equivalente a la ley de Navier-Bernouilli en vigas).

La resolucién de placas se basa en el estudio realizado a partir del planteamiento de las
ecuaciones intervinientes segtn las hipotesis anteriores:

- Se plantean las ecuaciones cinemadticas y de compatibilidad relacionandose
movimientos y deformaciones (d — ¢).

- Se plantean las ecuaciones constitutivas (en principio usamos la ley de Hooke) que
expresan relaciones tension —deformacion (o — ¢).

- Se utilizan las ecuaciones de equilibrio que relacionan el equilibrio de la estructura o
cualquier parte de ella. Relaciona cargas externas con tensiones (p — o).

Asi, utilizamos deformaciones en funcién de movimientos & = f(o). Sustituyendo en
o = g(¢) se expresa que 0 = h(d). Y sustituyendo en p = j(o) tenemos que:

p = k(d)

Es decir que las cargas externas (dato) es funcion de los movimientos, lo cual supone el
planteamiento que se conoce como método de rigidez.

Del estado tensional de la placa es necesario obtener los esfuerzos, que se obtienen por
simple integracion en el espesor de la placa segtin las siguientes ecuaciones (figura 2):

[ )

2 2
m,dy = Jaza,fdydz - m, = Jsza,fdz

2
— z
m, = fszaydz
8 5
2

2
qdy = J(Srizdydz 2 qx = j(s‘[;zdz

)
2 z
qy = Sryzdz
) )
my,dy = fsz‘rfydydz > My, = J-gzrfydz
2 2
)
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: 1~ zZ _ +Z . j—
Por la teoria de elasticidad 75, = 75, y por tanto: m,, = m,,.

En todas las ecuaciones anteriores el superindice de las tensiones indica la cota de
referencia.

Plano Medio (no existen
tensiones ni deformaciones

perpendiculares al plano medio

de la placa).

NI NS

Figura 2: Integracion de tensiones.

Las ecuaciones cinematicas que relacionan movimientos con deformaciones en la hipdtesis
de trabajo de Kirchhoff se plantea en una seccidn por el plano vertical XZ (figura 3).

Plano medio Inicial >

Plano medio Final

Figura 3: Relaciones cinematicas.
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El punto A de la figura 3 se mueve verticalmente a A" (desplazamiento w) ya que nuestro
plano de referencia no tiene desplazamiento segtin y. Segtin la hipotesis de Kirchhoff, que AB
sea perpendicular a OX implica que A'B” sea perpendicular a O X"y por tanto se obtiene que

el desplazamiento vertical u? es:

o = dw
dx
Analogamente si tomo el plano vertical YZ se tiene que el desplazamiento vertical v*:
V= dw
dy

Sustituyendo en las ecuaciones que expresan las definiciones de deformacién segun
movimientos se obtiene que, en las direcciones indicadas:

,_our 9w

T x T P oxz

, vt 0*w

ef = oy = -z 252
L our ov* 02w
Ye = W-I_W - _Zzaxay

Suponiendo pequeios desplazamientos la curvatura y se puede expresar segun las

siguientes igualdades:

2w )

Xx = axz |
0%w

Xy = 9y2 }

_0’w [

X2y = Fxay)
& = —ZXx
&y = —ZXy

yxzy = _ZZXxy

Se constituyen asi las ecuaciones cinematicas.

Respecto a las ecuaciones constitutivas que expresan las relaciones tensiones
deformaciones, se aplica directamente la ley de Hooke expresadas en la forma de Lamé:

E
oy = 12 (£§ + vej)\
E
oy =153 (& +vei)
E

b TeEmmic
Siendo E el médulo de Young y v el médulo de Poisson del medio.

Sustituyendo las ecuaciones cinematicas en las constitutivas:
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—Ez
oy = 12 (e + VXy)\l

;L Ez
% =1 _,2 (Xy +VXx)
. —Ez
= T

Por consiguiente, los esfuerzos son:

) ) E72

2 z Ez
mx=f5205d2=f5m()(x+1/){y)dzz

2 2z

1-—

8
2 —-ES3

2 (tx +vy) f 5ZZdZ T 1201 —v?) (tx +vay) = =D(xx +vity)
2

m, = —D()(y + V)(x)
Myy = -D(1 - V)Xxy

om, 3w cw
qx = =D\swt3:3
0x dx dxdy
_omy, 3w N 3w
1= ay dy3  0ydx?

A continuacién planteamos las ecuaciones de equilibrio (figura 4).

qy

My,
my,
Y Z —_—
s |
XY omy,,
- dx Mo+ x4
P
——
mx
q,
x d)r
m, + a—dx
9q
g+ a—; dax
4 om, 4 ——
my dy y
aqy,
am,, qy +——dy
My + a;_x dy Y ay

Figura 4: Planteamiento del equilibrio.

- Expresando los momentos segun el eje y:
dx

am, omy,
_mxdy + (mx + de) dy — myxdx + myx + Wdy dx — qxdy7 —
daq dx
- (qx +—a; dx) dy—=0
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Despreciando el diferencial de tercer orden y dividiendo por dxdy se obtiene:

dm, Jdm
+ ==
0x dy

_QXZO

Realizando el equilibrio de momentos segun el eje x:

om, 0my,,

dy + ox DT 0
- Sise hace el equilibrio de esfuerzos verticales se obtiene:
GQx aqy —
Pdxdy — q,dy + gy + w—dx |dy — q,dx +| q, + ==dy |dx =0
dx dy
Y dividiendo por dxdy resulta:
04 04y
—+—==+P=0
dx  dy

A partir de los desarrollos anteriores que nos han permitido obtener los diferentes tipos
de ecuaciones procedemos a sustituir las ecuaciones constitutivas en las de equilibrio:

b 0 62W+ 0%w DL —) d [ 9*w “o
ox\axz TV dy? V) ox 0x0y T =
b 63W+ 23w N 23w 23w “o

0x3 Vaxayz 0x0y? Vaxayz T =
_ D 63W+ *w \ 0 62W+62W
T = ax3  dxdy?) T ax\odx2  dy?

d
qx = _Da()(x +Xy)
Analogamente se obtiene:
0
4y = _D@(Xx + )

Y por ultimo, sustituyendo estas expresiones en la ecuacion de equilibrio vertical se

obtiene:

2% [o*w  9%*w 0% [9%w 02w
W-l_ ayz +P=0

-  + | -p— -
d0x? +6y2 0%y

- Tozx
P_a“w_l_2 *w +64w_ 62+62 62+62
D ax* dx2dy? = dy*  |02x  0%y||o%x 02y v
02 02
V= " + % = operador laplaciano

P
—=VVw=T?w

Esta es la llamada ecuacion de Lagrange que relaciona la carga uniformemente repartida
en un elemento diferencial de la placa con el bilaplaciano de la deformada.
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4.2. Aplicacién para la placa apoyada en sus cuatro lados con carga
uniforme

Se aplica el método de las diferencias finitas a la placa apoyada en sus cuatro lados y con
carga uniforme. Para su resolucidn se ha empleado el esquema para la estrella de ocho nodos.

La placa que consideramos para el calculo es una placa cuadrada de 1 metro de lado y un
espesor de 10 centimetros. El material de la placa se considera el acero y es por tanto adecuado
considerar un modulo de Young de 2x108 kN/m? y un médulo de Poisson de 0,3.

Como sabemos la ecuacion de Lagrange para la placa es:

P
72w = —
Y=

Adoptamos la malla de la figura 5 para la placa de referencia.

4 3 2
Estrella
5 o 1
Cuadricula de 4 X 4 Nodos 6 7 8
F E C D C E E
[ ) [ ] L ] ® L ] [ ] [ ]
E e i i z - i o E
A e b 2 2 8 o A
5 2 5
B e ® B
_— 6 3 2 3 6 .
Eie 4 8 7 8 4 I
. ° ° ° ® ° ®
F E C D C E F

Figura 5: Estrella y malla de cilculo de la placa.
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Y las condiciones de contorno con el esquema de malla anterior para el tipo de placa a
resolver son:

Wy =Ws =Wg =w; =wg =0

W, = —Ww;g
Wp = —W;
We = —Wy
wp = —Ww,

wg =-wg =0
Wp = —W3

Los puntos A a F son los simétricos respecto del contorno de los puntos interiores, que se

supone mantienen la pendiente de la recta perpendicular que une el punto interior con el
contorno.

El calculo de las derivadas para la estrella de 8 nudos arroja los siguientes resultados:

6w_1<2w1 w, W, 2ws W W8>

ox h\s T20720° 5 20720

6w_1(2w3 Wy, W, 2w, Wy W8>
5 20 20 5 20 20

dy h\5 20

dx2  h?

0%w 1(—5W0 5wy W, Wi W, 5w wg W, WB)
3 6 12 6 12 6 12 6 12

dy?  h?

1w 1 (—SWO Wi
3 6 12 6 12 6 12 6 12

w, 5wy w, ws wg 5wy WS)

0w 1
0xdy  4h?

(W —wy + wg — wg)

3 6 12 6 12 6 12 6 12

02 (9°w\ _ 1 (—5wy, Swyy wy wyy wy Swiy wp wyy wyy
3 6 12 6 12 6 12 6 12

oo L (T, B )
3 6 12

1<5w1 18w, 2w3)
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5 — 6 — w7 — w8 —
Wxx_wxx_Wxx_Wxx_O

1 <_5W1 8W2 4W3)

Wy =2\T3 T t12

, 1 (—Wl 18w, 4 10W3)
YT Te T 12 6

3 1 Wy 4W2 5W3
a5

12176 3
4 _l —2ws
Wyy_hz 12

5 _ 6 — 7 — 8 _
Wyy = Wyy = Wyy = Wy, =0

A continuacién, aplicamos la ecuacién de Lagrange en los nudos 1,2 y 3 mediante
sustitucion de las derivadas calculadas.

Nudo 1:
5 1 /420 576 64 1
74 wp = F(gwl - ng + %W3> = W(105W1 - 144’W2 + 16W3)
Nudo 2:
) 1 /—156 452 264
V WZ = ﬁ(le +¥W2 _¥W3) = %(—39W1 + 113W2 —_ 66W3)
Nudo 3:
) 1 /-32 288 1028 1
74 Wy = F( 36 wy — EWZ + _72 W3) = %(—8W1 - 72W2 + 128,5W3)

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:
P
105w, — 144w, + 16w, = 95h4
P
—39w; + 113w, — 66w; = 95 h*
P
—8w; — 72w, + 128,5w,; = 95h4)
Tras su resolucidn se obtiene:

P
02755 h* = 0,252w;
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P P P
wi = 1095 h* = 1,095,025 L* = 4,26x107 - L*

Sabemos que la placa de acero es de espesor 0,1 m, y por tanto:

ES®  2x10%kN/m?x(0,1m)*

D = =
12(1 — v2) 12(1 - 0,3%)

= 18315 kNm

Para una carga de 100 kN sobre una placa de 1 metro de lado:
w; = 2,32x107* m = 0,0023 cm

Comparando este resultado con un calculo por elementos finitos con el programa SAP
2000 [4] se obtienen valores idénticos (w; = 0,0022 cm) segiin muestra el grafico de la figura 6.

3¢ SAP2000 115,01 Advanced - APOYADA UNIFORME =2 ECE =
File Edit View Define Draw Select Assign Analyze Display Design Options Tools Help

N H&oa /78 rMeaqaaq ¥ dxyxyzwvee ¢ & MG Ofitt-el- L@ -

[y [ Fosemeisiope 00| -

o

H
Kl

X

X

il
i

Hlk

pek

o

1 Areas, 1 Edges Selected _ SertAnimtion | 4o | & [GIOBAL  v[[KN.mC <]

Figura 6: Modelo realizado con SAP 2000 para placa apoyada con carga uniforme.

4.3. Aplicacion para la placa apoyada en sus cuatro lados con carga puntual en
el centro

Respecto al apartado anterior en el que se resolvia la placa apoyada en sus cuatro vértices,
el planteamiento es similar cambiando tinicamente las condiciones de contorno que son:

Wy =Ws =Wg=W;, =Wg =0

Wy = W3
Wp = W,
We = W3
Wp =W,
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WE=W8=0

Wr = W3

Esto equivale a imponer la condicion de giro nulo en el contorno empotrado y aplicar el
esquema centrado para las derivadas segundas de los nodos del contorno. Por tanto, se tiene

que:
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1 1<—5w1 %

— +
3 6

4w,
E )

12

A L

6 —
We, =0

; _ 1 (4&
12 6

Wor = 2

ZWZ)

8 1 2w, 2wy
w5 %)

8w,

+
3 6

) 1 <—5W1

4wy
" =iz )

12

W2 — i(_wl _ 18W2 + 10W3>
YV h2\ 6 12 6

1 (W1 4
12 6 3

4w, 5Swy
"= )

Wy = g s

s 1 (—ZW2

4wy
= ()

6 12

1 /—2w;y
Wa?x = _<

2w,
h? —)

6+12
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1 /10w, 4wy
Wyy:ﬁ( 6 _H)

8 1 (10W3 +%)

W T 2\Te TT12

Aplicando la ecuacion de Lagrange a los nudos interiores:

Nudo 1: (misma situacién que para la placa apoyada)

1
V2w, = W(lOSW1 — 144w, + 16ws)
Nudo 2:
) 1 /—156 488 232 1
74 w, = ﬁ(wwl +¥W2 —¥W3) = W(_39W1 + 122W2 - 58W3)
Nudo 3:

1
(_8W1 - 64’W2 + 148W3)

V2w, = —
W3 = gpa

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:
P
105w, — 144w, + 16w; = 95h4
P
_39W1 + 122W2 - 58W3 = 95’14
P
_8W1 - 64’W2 + 14’8W3 = 95}14
Resolviendo se obtiene:

p 4
02335 h* = 042w,

P P P
= —h* = —0,25%L* = 2,15x1073 —L*
wy 0,55Dh 0,55D0, 5 ,15x10 D

Sabemos que la placa de acero es de espesor 0,1 m, y por tanto:

_ E&®  2x10%kN/m?x(0,1m)*
T 12(1—v?) 12(1 — 0,32)

D = 18315 kNm

Para una carga de 100 kN sobre una placa de 1 metro de lado:
w; = 1,17x107°>m = 0,0012 cm

Comparando este resultado con un calculo por elementos finitos con el programa SAP
2000 [4] se obtienen valores cercanos aunque con cierta desviacién (w; = 0,00072 cm), segin
se indica en la figura 7, seguramente inducido por las condicione locales de empotramiento
que conducen a una situacion de carga localizada en esos apoyos (carga por momentos
aplicados) que aconsejan un mallado mas fino al menos en las zonas de apoyos.
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3¢ SAP2000 v15.0.1 Advanced - EMPOTRADA_UNIFORME =1 i
File Edit View Define Draw Select Assign Anahze Display Design Options Tools Help
Dd HEwa ZEarAeqaaaa ¥dyxeyzwvee ¢ 3 BM%G- ittt - T @~

LE. 3% Deformed Shape (DEAD) | -

-4 o

i

X
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Figura 7: Modelo realizado con SAP 2000 para placa empotrada con carga uniforme.
4.4. Aplicacion para la placa empotrada en sus cuatro lados con carga uniforme

El caso de carga puntual es el llevado al limite cuando el recinto en el que se aplica la
carga uniforme se hace infinitesimal en teoria, muy pequefio en la practica.

Evidentemente se puede aplicar tanto a placa empotrada como apoyada, o con cualquier
otro tipo de condiciones de contorno. Ademas los principios para aplicar el calculo numérico a
carga puntual sobre una placa y dispuesta en cualquier punto interior de la placa son
semejantes al de la carga en el centro, complicando inicamente su resoluciéon automatica al
deshacerse de la simetria.

Como ya se ha comentado para la placa empotrada, en el caso de placa con carga puntual
es a priori previsible la necesidad de una malla mas fina o al menos refinar la malla en la zona
de aplicacion de la carga. Este hecho, como se comentara mas adelanta, complica la resolucién
numérica pero es posible superar las dificultades gracias a la evolucion al método de las
diferencias finitas generalizado.

La malla elegida marca la bondad de la aproximacién, sobre todo considerando el caracter
localizado de la carga puntual central, por tanto haremos a titulo ilustrativo la primera
aproximacion a la carga puntual para la malla ya propuesta en la figura 5. Asi tenemos que la
carga puntual se encuentra, para dicha discretizacion, repartida en los 0,5 x 0,5 m? centrales,
evidentemente la generalizacién a mallas mas finas complica la resolucion de las ecuaciones
pero conceptualmente es igual.

Asi, las ecuaciones se obtienen directamente del caso de la placa apoyada ya estudiada
para el caso de carga uniforme. Se tiene:
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P
105w, — 144w, + 16w; = 95 h* ]

P/4

P/2
—39w; + 113w, — 66w; = 9——h*
|
- ")

_8W1 - 72W2 + 128,5W3 =9 h4

Resolviendo se obtiene:

p 4
0165 h* = 0,252w;

P P P
wy = 0,64-Bh4 = 0,6450,254L4 = 2,53(10_35L4

Sabemos que la placa de acero es de espesor 0,1 m, y por tanto:

E§®  2x10°kN/m?x(0,1m)*

_ - = 18315 kN
12(1 —v?) 12(1 - 0,39 m

D

Para una carga de 100 kN/m2 sobre una placa de 1 metro de lado:
w; = 1,37 x10"°m = 0,0014 cm

Comparando este resultado con un calculo por elementos finitos con el programa SAP
2000 [4] para una carga puntual en el centro de la placa de 25 kN (100 kN/m? x 0,5 m x 0,5
m=25 kN) se obtienen valores parecidos (w; = 0,0016 cm) segiin muestra el grafico de la figura
8.

¢ SAP2000 v15.0.1 Advanced - APOYADA PUNTUAL o @ ==
File Edit View Define Draw Select Assign Analyze Display Design Options Tools Help

‘D HE2wa/ZErReeaqaq Wy zyzwv@ed 2 MG Ofitt-oel- - E- -

@' J Deformed Shape (DEAD) | -
%

f

\

\

94

= %+ X = [&[i
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Figura 8: Modelo realizado con SAP 2000 para placa apoyada con carga puntual en el centro.
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La forma de mejorar la precisiéon con una malla nodal mas fina llevaria a un esquema que
modelizaria igual las zonas donde el comportamiento del método es bueno como en la zona
complicada en el entorno de la carga. Por ejemplo un esquema posible seria el mostrado en la

figura 9.

F E D & B A B C D E F
° ® s ® ° ° ° ® ® ® ®
e in 12 13 14 15 14 13 12 1 g

7 10 9 8 7
_ 12 8 9 B e
13 8 4 5 5 4 8 13
Ce 2 oC
Be 14 9 5 3 2 3 5 9 14 oB
15 10 6 2 1 2 6 10 15
Ae e A
B e 14 9 5 3 2 3 5 9 14 oB
13 8 4 5 6 5 4 8 13
Ce e C
7 10 9 8 7
" 12 8 9 2 6
Ee p b § 12 13 14 15 14 13 12 dd: s B
e ° ° ° e ) e e e o o
E D & B A B € D E

Figura 9: Malla nodal mds fina segiin un esquema cldsico regular.

Como hemos visto, si el dominio no es rectangular, las dificultades para incorporar las
condiciones de contorno al sistema lineal se incrementan notablemente. De igual forma se
producen complicaciones para construir esquemas en diferencias finitas sobre mallas no
uniformes. En ambas situaciones se pueden utilizar ideas como la que exponemos a
continuacion: la aproximacion en diferencias finitas definida por una estrella de 5 nodos es:

Ui =20+ Uiy Upjyr = 20U + Uiy £
h2 h2 —Jy

Pues bien, esta condicion sobre los puntos en los que la estrella esta contenida en el
interior supone que en los puntos en los que al menos un nodo caiga fuera del dominio no
regular definido es necesario modificar la forma de la ecuacién seguin la distancia de los nodos
de la estrella real que se puede formar. Asi, se aproxima el valor de la funcién en los puntos P
que define el dominio irregular por el polinomio de segundo orden en la variable que
corresponda (por ejemplo x) alrededor del nodo (=N, j=M) como se expresa en las siguientes
relaciones:
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(ah)? 9%u

w(P) = u(N, M) + ah‘;—’; (N, M) + === =— (N, M) + O(h")

Donde o representa la distancia de P a (i=N, j=M) dividida por #, y:
(h)?0%u

2 0x?
Si se desprecian los términos de orden superior, se multiplica la segunda ecuacién por a 'y

se suman ambas ecuaciones, se obtiene que:

0%u aUp_1m— (1 + QYU + u(P)
a2 (M) = aro,, +0h)
2

u(N —-1,M) =u(N,M)—hg—l;(N,M)+ (N, M) + 0(h*)

A la vista de esta aproximacion, se puede plantear la siguiente ecuacién en diferencias
finitas:
_ aUn—l,m - (1 + a)Un,m + u(P) _ Un,m+1 - ZUn,m + Un,m—l
a(l 2-|- @) B2 h?

Es de notar la caida en una unidad del orden de la aproximacion, el orden de la
aproximacién de la derivada segunda es 1, mientras que si @ = 1, el orden sube a 2.

Cuando se compara la version clasica del método de diferencias finitas en mallas
regulares con el método de los elementos finitos, se comprueba que éste tultimo es mas
efectivo en el tratamiento de las condiciones de contorno, especialmente en dominios
irregulares y cuando se producen condensaciones locales de nodos. Si se pudiera usar una
malla arbitraria de diferencias finitas se vencerian estas dificultades, manteniendo las ventajas
del método de las diferencias finitas. Una evolucién del método de las diferencias finitas ha
dado lugar al desarrollo del método de las diferencias finitas generalizadas, el cual se puede
aplicar sobre mallas irregulares de nodos segtn se indica en el apartado 3 y permite resolver
las dificultades asociadas a los esquemas clasicos.

5. Conclusiones

El articulo pone de manifiesto las siguientes conclusiones:

1. Los resultados obtenidos mediante la simulaciéon numérica por el método de las
diferencias finitas cldsicas son correctos al ser comparados con otros métodos que
implementan algunos programas de calculo (en particular se ha utilizado el SAP
2000) en el calculo de elementos estructurales.

2. En el caso de cargas localizadas ya sea en el interior o contornos de elementos
estructurales es necesario refinar el mallado en torno a las cargas concentradas.

3. Mediante el método de diferencias finitas generalizadas se podria resolver la
aplicacion de los problemas con geometrias mas estrictas o necesidades locales de
remallado. Se propone dicho método como linea de investigacion aplicable al tipo
de problemas expuestos. La resolucién para el caso propuesto es metddica e
inmediata.
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4. Queda expuesta la posibilidad y necesidad de seguir usando los métodos de las
diferencias finitas para la resolucién numérica de ecuaciones que representan
problemas de ingenieria donde tradicionalmente ha sido empleado el método de
los elementos finitos. El uso de los esquemas de diferencias finitas permite un
mejor andlisis del problema matematico planteado, al entrar directamente en las
ecuaciones matematicas del problema, abordando con éxito los problemas bien
estudiados de existencia, unicidad, convergencia, inestabilidad o bloqueo de la
solucion.
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