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Resumen: En este trabajo se analizan las quince publicaciones de Julio Rey Pas-
tor en temas de Algebra y de Teoria de Nimeros, realizadas en el periodo com-
prendido entre los anos 1905 y 1913. De cada una de las publicaciones conside-
radas se da la referencia exacta, una idea de su contenido y una primera valo-
racién. Finalmente se adelantan algunas conclusiones del estudio realizado.

1. INTRODUCCION

Revisando alguna de las versiones conocidas del Curriculum de Julio
Rey Pastor (JRP, para abreviar), se observa que la mayor parte de sus publi-
caciones en temas de Algebra fueron realizadas en el lapso comprendido
entre los afos 1905 y 1913. En 1905 JRP publica su primer trabajo siendo
un flamente estudiante universitario de 17 afos de edad. En 1913, cuando
es un joven Catedratico de 25 afios, JRP realiza’sus aportaciones mds valio-
sas en el drea. En este trabajo me propongo analizar esta obra juvenil de JRP
en Algebra y en Teoria de Niimeros. Resulta natural dividir este periodo de
la vida de JRP en dos épocas bien diferenciadas: una época de estudiante
(1905 a 1909) y una época de postgraduado (1910 a 1913). Trataré por sepa-
rado cada una de ellas.

Al iniciar un estudio sobre la obra de JRP como el presente, se suelen
encontrar dos dificultades: la de determinar fodas las publicaciones de JRP
en el periodo y en los temas considerados y, luego, la de conseguir los ori-
ginales correspondientes. Seguramente estas dificultades desapareceran
cuando podamos disponer de la recopilacién de las publicaciones de JRP que
estd ‘preparando Eduardo L. Ortiz. Por mi parte, para superar la primera
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dificultad he consultado la conocida “No6mina de trabajos cientificos de Rey
Pastor”, publicada en la Argentina y reproducida en el libro Julio Rey Pas-
tor, matemdtico de Sixto Rios, Luis A. Santal6é y Manuel Balanzat (Instituto
de Espafia, Madrid, 1979, pag. 253-256). Es muy probable que las quince
publicaciones aqui consideradas sean todas las que realizara JRP entre 1905
y 1913 en temas de Algebra y de Teorias de Nimeros, pero no puedo ase-
gurarlo. En cuanto a la segunda dificultad, debo reconocer que me hubiera
resultado muy dificil de superar sin la ayuda de mi colega y amigo Mariano
Hormigén que me falicit6 la rhayor parte de los originales. Le agradezco su
colaboracién en este sentido y también su insistencia y estimulo para que
realizara este trabajo.

De cada una de las publicaciones consideradas se da la referencia exacta
(que no siempre coincide con la dada en la “N6mina” mencionada anterior-
mente), una idea de su contenido y una primera valoracién o comentario.
En la dltima seccién me aventuro a proponer algunas conclusiones derivadas
del estudio realizado.

2. PUBLICACIONES DE ESTUDIANTE (1905 a 1909)

En 1903, al cumplir los quince afios de edad, JRP termina el Bachille-
rato en el Instituto de Logrofio. Después de un fallido intento de ingresar
en la Academia Militar, inicia sus estudios en la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Zaragoza. Para hacer el Doctorado debe trasladarse a
Madrid en 1907. Alli se doctora en-el afio 1909.

Durante esta época de estudiante, JRP publica un nimero considerable
de trabajos. De estas publicaciones, las que se refleren a temas de Algebra
y de Teoria de Numeros son las siguientes:

P.1 Sobre los niimeros consecutivos cuya suma es a la vez cuadrado y
cubo perfecto. Rev. Trim. Mat., V (1905), pag. 61-62.

P.2 Férmulas que dan cuadrados perfectos. Rev. Trim. Mat., V (1905),
pag. 241-242.

P.3 Mé6dulo de nimeros divisibles por 5069. Rev. Trim. Mat., VI
(1906), pag. 57.

P.4 Algunas consecuencias de la Férmula de Lelbmtz An. Fac. Cien-
cias Zaragoza, 1'(1907), pag. 162-167.

P.5 Un problema de mezclas. An. Fac. Ciencias Zaragoza I (1907),
pag. 169-172.

P.6 Ciibicas con raices comunes. An. Fac. Ciencias Zaragoza, 11 (1908)
pag. 79-80.-

P.7 Sumas de potencias semejantes. An. Fac. Ciencias Zaragoza, 11
(1908), pag. 280-281.
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P.8 Un problema de anilisis indeterminado cuadratico. An. Fac. Cien-
cias Zaragoza, 111 (1909), pag. 104-107.

P.9 Sumas de potencias semejantes. An. Fac. Ciencias Zaragoza, 111
(1909), pag. 107.

2.1. Resolucion de cuestiones propuestas

Desde el afo 1901 se publica en Zaragoza la Revista Trimestral de Mate-
mdticas. En una de sus secciones se proponian diversas cuestiones y las res-
puestas correctas que se recibian eran publicadas. Mas adelante, la revista
inicia una serie de certimenes en los cuales se otorgaban dos premios: uno
de honor y otro de estimulo, para quienes “resuelvan mayor nimero de
cuestiones”. JRP fue un asiduo colaborador de esta seccién de cuestiones
propuestas y resueltas. En la pagina 232 del volumen V (1905) de la revista
podemos leer:

El retraso con que aparece este niimero nos permite hacer piblico el resul-
tado del tercer certamen de la R.T.M., en el cual han correspondido el premio
de honor y el premio de estimulo, respectivamente, a los sefiores D. CLARO
ALLUE Y SALVADOR y D. JULIO REY PASTOR, alumnos ambos de la
Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza, por haber resuelto el
mayor nimero, 14 cada uno, de las 35 cuestiones propuestas que fueron objeto
del certamen.

Mas joven, pero no menos laborioso [que D. CLARO ALLUE], el seiior
D. JULIO REY, comenzé de un modo sobresaliente sus estudios oficiales en
la misma Facultad en el curso de 1904 a 1905, y los continda en el presente como
alumno no oficial, por haberse trasladado su familia a Vitoria, donde actual-
mente reside. Sus soluciones, de que publicamos ya algunas en este nimero, son
por lo general sencillas y elegantes, y revélan las felices disposiciones del Sr.
Rey para el estudio de la Matematica.

La Revista Trimestral de Matemdticas suspende su publicacién en el afio
1906, después de haber publicado 21 cuadernos trimestrales durante algo
mds de cinco anos consecutivos. En ese momento hace su aparicién otra
revista: Anales de la Facultad de Ciencias de Zaragoza que, en muchos sen-
tidos, puede considerarse una continuacién de la Revista Trimestral de Mate-
mdticas. )

De las nueve publicaciones que estamos considerando, ocho son resolu-
ciones de otras tantas cuestiones propuestas. La excepcién es la P.4. Si bien
en las correspondientes referencias he mantenido el titulo que se les da en
la “N6émina” mencionada, es conveniente aclarar que ninguna de estas ocho
publicaciones tiene titulo alguno y que el que ostentan les ha sido adjudicado
a posteriori, posiblemente con el objeto de incluirlas en el Curriculum.
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2.2. Comentarios sobre la resolucién de cuestiones propuestas

El hecho de ser P.I la primera publicacién de JRP, parece concederle
un interés particular. Asi lo entienden los autores del ya mencionado libro
Julio Rey Pastor, matemdtico, que la incluyen como documento final (op. cit.
" pdg. 311-313). En realidad se trata de la resolucién casi correcta de un pro-
blema muy elemental:

Hallar los n nimeros enteros consecutivos mas pequenos, cuya suma sea a la
vez cuadrado y cubo perfecto.

El unico punto con algin interés consiste en precisar que, en el caso en
que 7 sea par, ¢l problema tiene solucién si y sélo si el exponente del primo
2 en la factorizacién de n es congruente con 1 médulo 6. Con otras palabras,
JRP da cuenta de este hecho.

Lo que llama la atencidén es que tanto JRP como los responsables de la
revista hayan aceptado implicitamente que un nimero entero que sea a la
vez cuadrado y cubo perfecto debe ser positivo. Si se acepta que cero tam-
bién verifica esas condiciones, el problema se trivializa aiin mds en el caso
en que n = 2m + 1 sea impar. En efecto, la solucién estard dada por los n
numeros enteros desde -m a m.

La cuestion resuelta en P.2 es la siguiente:

Sean P, Q, R, nimeros enteros expresados en el sistema decimal: P por m cifras
iguales a 1, Q por m + 1 cifras-iguales a 2 y R por m + 1 cifras iguales a 8.
Demostrar que los niimeros

P.10™*2 + Q + 2, P.10™2 + R+ 1

son cuadrados perfectos.

JRP expresa convenientemente los nimeros P, Q y R y luego efectiia
un sencillo célculo algebraico.

En P.3 se resuelve la siguiente cuestién:
Demostrar que para valores enteros cualesquiera de m y n, el nimero

N =20, 103™+n (124807 . 105" -48" . 105" 137 + 1

es siempre divisible por 5069.

JRP factoriza N y luego, observando que 5069 = 37 . 137, realiza un
simple calculo congruencial.

En P.5 se resuelve un problema elemental, pero interesante:

Dos vasos A y A’ cuyas capacidades respectivas son V'y V’ contienen: el primero
una mezcla de a litros de vino y b litros de agua, y el segundo una mezcla de
@’ litros de vino y b’ litros de agua. Se transvasa de A’ a A una cantidad de
liquido suficiente para llenar A; luego se llena de modo andlogo A’ por medio
de A; y en fin se llena otra vez A por medio de A’. Hallar las férmulas que
expresan entonces las cantidades de vino y de agua contenidas en cada vaso.
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De las tres soluciones recibidas se eligié la dada por JRP pues: “[Es] la
mas elegante de las tres, por su generalidad”. En efecto, en P.5 se resuelve
el problema mas general que consiste en suponer que se realiza un nimero
arbitrario de transvasaciones.

En P.6 se considera el problema de “demostrar las condiciones necesa-
rias para que dos polinomios ciibicos tengan dos raices comunes”. JRP
muestra que se pueden dar diez pares equivalentes de condiciones y da expli-
citamente dos de las mds simples. Luego considera el problema general de
hallar las condiciones para que dos polinomios de grados m y n tengan p rai-
ces comunes. :

En P.7 se trata de demostrar una identidad que expresa S,™! = 1P + 2P
+ ... + (n-1)? en forma de determinante. JRP aplica la férmula del binomio
a n? = (1+n-1)P y obtiene un sistema lineal que le permite demostrar la iden-
tidad. Observa que por ese procedimiento es posible obtener una infinidad
de expresiones analogas y da un ejemplo.

La cuestion que se resuelve en P.8 es la siguiente:

Determinar tres nimeros x, y, z tales que

(y+2) - x* = q%; (x+2) ~y* = @, (x+y)’ - 2 = q5};
siendo q;, q, ¥ q; nUmeros enteros.

JRP observa que si se trata de un problema diofantico (es decir, si se exige
que x, y, z sean nimeros enteros, tal como se exigia en un primer enuncia-
do), sélo tendra solucién si: q,2 + q,2 + q;%> = k? es un cuadrado perfecto.
Si se suprime esa restriccion (como se hace en el enunciado anterior), la
solucién es inmediata:

x=(q'+q)2k y=(q’+q)2k z=(q°+ q) 2%k

Entonces JRP dice: “Para dar algiin mayor interés a la cuestién nos
referiremos al primer enunciado, investigando las condiciones que deben
cumplir los nimeros q;, q,, q; para que el problema tenga solucién, y el
modo de hallar dichos nimeros [y las correspondientes soluciones)”. Para
ello resuelve previamente el problema diofantico

XE+Y +2722=K? ™)

Finalmente menciona una “identidad curiosa” obtenida por Ugo Daine-
1li en 1877 que permite obtener soluciones de (*).

He comentado un poco mds extensamente esta P.8 porque creo que
revela algunas actitudes caracteristicas de JRP ante las matematicas. Sin
embargo, debo decir que la solucién del problema diofantico (*) que ofrece
es muy insatisfactoria y muestra su desconocimiento de los progresos alcan-
zados en el tema durante el siglo anterior. Para confirmar esta afirmacién
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puede consultarse la clasica History of the Theory of Numbers de L. E. Dick-
son, en particular el Capitulo VII del Volumen II. Alli se observa, también,
que la identidad de Dainelli citada por JRP es un caso particular de una 6r-
mula obtenida antes por Catalan (ver, op. cit., pag. 266).

Finalmente, en P.9 se resuelve la cuestion siguiente:
La suma de las potencias impares semejantes de 2n + 1 es divisible por 2n + 1.’

Cuando se “traduce”, este extraiio enunciado asegura que: “Si g = 2n
+ 1y m son dos enteros positivos impares y a,,..., a, son enteros incongruen-
tes médulo g, entonces

a™ + a," + ... + a," = 0 (mod. q).” Cuestién francamente trivial.

2.3. Comentarios sobre el trabajo: “Algunas consecuencias de la Férmula de
Leibnitz”.

La “férmula de Leibnitz” que considera JRP en este articulo es aquella
que da el desarrollo de P™ = (a, + a, + ... + a,)™.

Calculando el nimero N de términos no semejantes en el desarrollo de
P™ de dos maneras diferentes, obtiene la identidad

n+m-1 m /n m-1
= z M
m k=1 k k-1
donde el primer miembro corresponde al célculo habitual de N como las
combinaciones con repeticion (:‘11)’ y el segundo al cédlculo de N ordenando

el desarrollo de P™ segiin el nimero de factores distintos en cada sumando.

Sumando las identidades (1) param = 1,2,..., m y operando convenien-
temente, obtiene la identidad

n+m m n 'm
m k=0 k k
JRP sefiala que esta identidad es obtenida, de otro modo, en el libro de
E. Lucas Théorie des nombres, Tomo I (y anico), Paris, 1891 (reimpreso por

Blanchard, Paris, 1961), pag. 133; y también que es caso particular de otra
férmula obtenida en la misma obra (pag. 74).

Aplicando a (2) la misma transformacién que efectué con la (1) para
obtenerla, y haciendo lo mismo con las que resultan, llega a obtener esta
otra identidad més general:
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m n m+p
= z (3)
=0 k p+k

que, segtin afirma, es la de Lucas (pag. 74).

Tomando a; = a, = ... = a, = 1, obtiene la igualdad
m n
n" = z Sk 4)
: k=1 k

donde s, es la suma de los coeficientes de todos los términos del desarrollo
de P™ formados por k factores distintos de P (k = 1,2,...,m).

De (4) deduce que s, coincide con la diferencia AX de la funcién f(n)
= n™y, por lo tanto, posee sus mismas propiedades. Reobtiene, entonces,
algunos resultados establecidos por Lucas en el Capitulo XIV de su libro y,
en particular, la relacién entre los s, y los niimeros de Bernoulli (op. cit., pag.
244. No pag. 144, como indica JRP).

Finalmente, prueba que s, es divisible por k! y da una breve tabla de
los s, correspondientes a m=1, 2,..., 7

En resumen, en este trabajo JRP utiliza un particular desarrollo de P™
para reobtener algunas interesantes identidades entre nimeros combinato-
rios y las igualdades s, = Ak. Si bien toda su originalidad puede quedar con-
tenida en su presentacion, no debe olvidarse que se trata del trabajo de un
joven estudiante de 19 afos.

Un punto merece, quizd, un dltimo comentario. Se trata de la afirma-
cion que hace JRP de que su identidad (3) coincide con la férmula que
obtiene Lucas en la pag. 74 de su libro. En efecto, observando que dicha fér-

mula es la siguiente:
t s-t
©)
0 k r-k

™~

S
T k
puede parecer que la afirmacién de JRP es un poco apresurada.

Sin embargo, si escribimos: s = m+n+p, r=m y t=n, se tiene la
siguiente expresién para (3)’:

(77 80 6 - 20 C)
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Resulta asi que (3) y (3)’ son dos expresiones de una misma identidad:
la expresién (3) corresponde al caso en que m < n y la expresién (3) al caso
€n que m = n.

3. PUBLICACIONES DE POSTGRADUADO (1910 a 1913)

Pocos meses después de obtener el doctorado, JRP comienza su activi-
dad como profesor universitario. Primero como Auxiliar de Geometria en
la Universidad de Madrid, luego como Catedratico de Andlisis Matemadtico
en la Universidad de Oviedo y, en 1913, como Catedritico de Andlisis Mate-
matico en la Universidad Central de Madrid. Simultdneamente, participa en
la creacién y organizacion .de la Sociedad Matematica Espanola y de su
Revista; y realiza algunos-viajes de estudio al extranjero. Durante este perio-
do, JRP continia publicando con asiduidad. De estas publicaciones, las que
se refieren a temas de Algebra y de Teoria de Nimeros son las siguientes:

P.10 Caracteres de las formas cuadrdticas definidas, con aplicacién a
varias cuestiones. Rev. Ac. Ciencias de Madrid, 1L X (1911), pag.
540-553.

P.11 Un cuestién de divisibilidad. Rev. Soc. Mat. Esp., 1 (1911), pag.
146-148.

P.12 El exceso algébrico y la teoria de ecuaciones numéricas. Comuni-
cacion al Congreso de Granada. Asociacion espariola para el pro-
greso de-las ciencias, Madrid, 1911, péag. 187-197.

P.13 Sur la plus grande puissance de p contenue comme diviseur dans
p"!. L’Intermédiaire des Mathématiciens, XIX (1912), pag. 98,
283-285.

P.14 L’équation x* - y* = 5z*. L’Intermédiaire des Mathématiciens, X1X
(1912), pag. 98, 190, 206, 281-283.

P.15 Aplicaciones algebraicas de la representacion conforme. Comuni-
cacién al Congreso de Madrid. Asociacion espariola para el pro-
greso de las ciencias, Madrid, 1913, pag. 5-47.

3.1. Una nota didactica

En P.10, JRP observa que en diversas cuestiones, tratadas en cursos
diferentes, “es preciso conocer los caracteres distintivos de los polinomios de
2° grado que se conservan constantemente positivos 0 negativos, los cuales
no son conocidos por los alumnos mas que en el caso de variable unica”.
Después de seiialar los inconvenientes de distraer a los alumnos repitiendo
“casi idénticas consideraciones”, y la economia que reportaria “obtener
dichos caracteres analiticos en su verdadero lugar, esto es, en el Algebra;
estando asi las conclusiones obtenidas, en disposicién de ser aplicadas cuan-
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tas veces sea preciso, €n toda cuestién que lo requnera sin prolijas digresio-
nes”; JRP se propone “dar una demostracién lo mas elemental posible y con
toda la apetecible generalidad, de la cuestion antes citada, funddndonos en
una sencillisima propiedad de las determinantes”. Dicha propiedad, que
demuestra rdpidamente, es la siguiente:
Si en una matriz de orden n se sustituye cada elemento por el menor de segundo
orden que resulta de suprimir las n-1 restantes filas y columnas en la matriz
- obtenida orlando la primera con una fila y columna de elementos arbitrarios,
el nuevo determinante es igual a éste multiplicado por la potencia n-1 del ele-
mento comin a las lineas agregadas.

Con este resultado obtiene facilmente las:

Condiciones de invariabilidad del signo de una forma cuadritica de coeficientes
reales, cualesquiera que sean los valores reales, no todos nulos, dados a sus
variables.'

Que luego aplica para hallar:

1° Condiciones para que una ecuacién represente en un espacio de n dimensio-
nes una cuddrica imaginaria.

2° Mdéximos y minimos de las funciones explicitas de dos o mds variables.
3¢ Condiciones de realidad de las raices de una ecuacién algebraica.

Como se observa, la P.10 es una nota didactica, interesante y til como
tal, impregnada de las preocupaciones de JRP por la ensefianza y redactada
en su estilo claro y preciso; pero que no deberia ser incluida dentro de su
produccién estrictamente cientifica.

3.2. Cuestiones propuestas

Las publicaciones P.11, P.13 y P.14 son cuestiones propuestas. Las
referencias dadas corresponden a los enunciados de las cuestiones y a las res-
puestas ofrecidas por otros autores. Los titulos que poseen (y que he respe-
tado) han sido adjudicados a posteriori, posiblemente para incluirlas en el
Curriculum.

La cuestion planteada en P.11 es la siguiente:
Demostrar que p"! es divisible por (p!)®"-D-D

b
En la referencia correspondiente se encuentra la solucién enviada por
el alumno de la Facultad de Ciencias, D. José de Barinaga. Alli se indica que
también se han recibido otras soluciones.

La cuestion planteada en P.13 esta relacionada con la anterior. En la
pag. 98 de la referencia sélo se encuentra el enunciado;

Quelle est la plus grande puissance de p contenue comme diviseur dans p"!; en
supposant p 'y n nombres entiers quelconques.
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En la pag. 283 se da un enunciado rectificado:
Plus grande puissance de p! contenue dand p"!

y una observacién de H. Brocard. A continuacién (pag 283-285) se encuen-
tra la solucién del problema correspondiente al primer enunciado, obtenida
por Allan Cunningham.

Algunos comentarios sobre las cuestiones planteadas en P.I11y P.I3
pueden resultar de cierto interés. En el libro de Lucas (op. cit., pag. 365)
se demuestra la propiedad:

(m.n)! es divisible por (m!)".nl; (*)

de la que es facil deducir la cuestion planteada en P.11 y dar respuesta a la
planteada en P.13 (enunciado rectificado) en un caso particular:

Si p = q* es la potencia de un primo, entonces la mayor potencia de p! que

divide a p"! es (p" - 1)/(p-1). **)
En P.11, Barinaga obtiene estos mismos resultados con un razonamiento
diferente, que no utiliza la propiedad (*). En su libro Andlisis Algebraico (2*
Edicién, Madrid, 1922, pag. 99-100), JRP demuestra la propiedad (*) (a la
que denomina: Teorema de Weill) y propone, como ejercicio, deducir de ella
la (**) en el caso en que p es primo (k = 1). Finalmente, en la Historia de
Dickson (op. cit., Vol. I, Cap. IX) se cita el resultado obtenido por Cunning-
ham en P.13, se establece que la propiedad (*) fue demostrada por Weill en
1881 y se informa que la cuestién planteada en P.13 (enuncnado rectificado)
fue estudiada por C. de Polignac en 1904.

La cuestién planteada en P.14 es la siguiente:
L’equation x* - y* = 5% a-t-elle d’autres solutions entiéres que 3:1:2?

Este enunciado es lo que se encuentra en la pag. 98 de la referencia. En
la pag. 190 sélo se halla un breve comentario de H. Brocard haciendo notar
que en 1873 E. Lucas afirma (sin demostrar) que 3: 1: 2 es la tinica soluciéon
entera de la ecuacién. En la pag. 206 G. Lemaire da una respuesta trivial
. que consiste en decir que 3k, k, 2k son soluciones para todo entero k (!).
Finalmente, en las pig. 281-283 se encuentra la solucién (afirmativa) del
problema obtenida por E. Fauquembergue.

La historia relacionada con problemas de este tipo puede hallarse en la
obra de Dickson (op. cit., Vol. II, Cap. XXII). Alli (pag. 634) se encuentra
citado el problema como enunciado por Lucas en 1873 y resuelto por Fau-
quembergue en 1912.

3.3. Comunicaciones a Congresos

Sélo quedan por considerar las publicaciones P.12 'y P.15 que son sen-
das comunicaciones a los congresos de Granada (1911) y de Madrid (1913).

En el Congreso de Granada JRP presenta también una comunicacién
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“Sobre la Representacién Conforme”, publicada en la revista de la Asocia-
cion espariola para el progreso de las ciencias (Madrid, 1911, pag. 179-186).
Aparentemente se trata de un trabajo en Teoria de Funciones, pero si lo
analizamos mds detenidamente, vemos que esta ligado a los problemas de
la teoria de ecuaciones y que, en cierto modo, forma una unidad con P.12
y P.15. En efecto, el objetivo de este trabajo es el de dar una demostracién
directa del Teorema de Cauchy generalizado, como aplicacién del estudio
del comportamiento de una transformacién definida por una funcién moné-
gena, en un punto singular:

Mas siendo uno de los fines que con este desmedrado trabajo perseguimos la

" demostracién directa del teorema de Cauchy por medio de las propiedades de
la representacién conforme y deducir después todos los fundamentales de la teo-
ria de ecuaciones, (...).

Como aplicacién sencilla de lo expuesto, daremos una nueva demostracién,
puramente geométrica, del clasico teorema de Cauchy, fundamental en la teoria
de ecuaciones, con la ventaja, aparte de la brevedad, de ser vélida para toda
ecuacién cuyo .primer miembro es una funcién holomorfa de la variable. El
nimero de puntos raices de la ecuacion f(z) = P(x,y) + i Q(x,y) = 0, contenidos
en un recinto plano, es igual a la mitad del exceso de la fraccién P/Q, cuando z
recorre en sentido positivo su contorno.

El principal objetivo de P.12 es el de sistematizar la exposicién del pro-
blema fundamental de la teoria de ecuaciones numéricas, es decir, del pro-
blema de determinar el nimero de raices reales comprendidas en un inter-
valo.

Los esfuerzos cada vez mas insistentes encaminados a la determinacién segura
del niimero de raices reales comprendidas en un intervalo dado, fueron inefica-
ces, como es bien sabido, no logrando Rolle, Fourier, Budan, etc., otra cosa
que una determinacién aproximada, s6lo en algunos casos exacta, del nimero
tan obstinadamente perseguido.

No fueron en modo alguno infructuosas aquellas tentativas (...). Ni atin después
de haber dado Sturm su célebre teorema, que coroné tan brillantemente tal
serie de esfuerzos, han perdido totalmente su valor los resultados anteriores
(...). [Pero] 1a forma en que suele exponerse la teoria de ecuaciones numéricas,
es casi la misma en que fue elaborada. Los antes citados teoremas aparecen en
los tratados de Algebra con demostraciones artificiosas, independientes, sin tra-
bazoén alguna que revele sus intimas conexiones.

Extrano parecerd que no se haya nadie preocupado de lograr la necesaria siste-
matizacién que echamos de menos. Toda censura seria, sin embargo, injustifi-
cada. Bicha sistematizacién fue lograda hace mas de setenta aiios. El concepto
de indice o exceso debido a Cauchy como derivado de su teoria de residuos, fue
desarrollado elementalmente por Sturm, Liouville, el abate Moigno, etc., con
aplicacién inmediata a la demostracién de los teoremas clasicos de la teoria de
ecuaciones numéricas, la cual, con este procedimiento, adquiere uniformidad y
sencillez notables.

En la primera parte del trabajo hace una exposicion de la teoria elemen-
tal del exceso algebraico que comienza recordando que
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el exceso de una funcién racional u=f(t)/g(t) en el intervalo (a, b) es la diferencia
entre el nimero de veces que u se hace infinito pasando de negativo a positivo,
mientras ¢ recorre el intervalo (a,b), y el mimero de veces que se hace infinito
pasando de positivo a negativo.

y finaliza demostrando un interesante teorema:

A continuacién demostramos un teorema, que creemos nuevo, titil para el cél-
culo aproximado del exceso por medio de las derivadas (...)

El exceso de una fraccién en el intervalo (a,b) no puede exceder al niimero de
variaciones [de signo] perdidas en la serie de derivadas del denominador al atri-
buir a la variable primero el valor a, extremo inferior del intervalo y luego el b;
y cuando es inferior, la diferencia es par.

En la segunda parte del trabajo, JRP muestra cémo se pueden reobte-
ner los teoremas fundamentales de la teoria de ecuaciones numéricas, de
manera breve y coherente, a partir del teorema de Cauchy (demostrado en
“Sobre la Representacion Conforme”) y la teoria del exceso algebraico.

Como seiala el mismo JRP en P.12, al hacer una exposicion coherente
y sistematica de la teoria de ecuaciones numéricas, “se nota la falta de un
teorema que sirva en la obtencién de raices imaginarias, como el de Fourier
en las reales.” En P.15 retoma esta cuestion y obtiene una solucién completa
y satisfactoria. :

Comienza su trabajo mostrando, con una serie de ejemplos que:

Toda la teoria de ecuaciones numéricas gira, pues, en torno de este principio:
hecho el estudio general de la funcién entera en un cierto intervalo (a,b), se
reduce a éste el de cualquier otro (a’,b’) mediante una transformacién proyec-
tiva de uno en otro.

Después de dar ejemplos de la aplicacion a otras ramas del analisis de las

transformaciones lineales de un intervalo en otro, define el tema de su inves-

tigacion:
En todas las cuestiones citadas, y muchas otras omitidas, la transformacion se
refiere a variables reales. Muy otra se presenta la cuestién en el campo comple-
jo; las funciones lineales s6lo permiten representar recintos muy especiales. El
problema correlativo de la transformacién de unos intervalos en otros seria este:
Dados dos recintos cualesquiera simplemente conexos, hallar una funcién ana-
litica que transforme uno en otro. Mas este dificilisimo problema, uno de los
que mas han preocupado a los analistas posteriores-a Riemann, es de indole
esencialmente trascendente y, por tanto, se sale fuera del campo del Algebra.
Debemos,pues, limitarnos a considerar aquellos recintos especiales que se pue-
den representar por medio de funciéne§ algebraicas;.y mds concretamente, las
transformaciones lineales o proyectivas.'

Establecida esta limitacién obligada, ocurre inmediatamente preguntar: ;de-
sempena en Algebra la transformacién de unos recintos en otros el mismo
importante papel que la transformacién de intervalos reales? Iniciamos con la
presente Memoria este tema, que parece ser nuevo en la literatura matematica.

En el Capitulo I da la idea fundamental del método basado en la repre-
sentacién conforme, y remarca:
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En esta idea sencillisima se apoyan esta Memoria y las sucesivas sobre el mismo
tema. Desde luego, la transformacién de ecuaciones ha sido aplicada siempre,
y es tan antigua como el Algebra; la novedad estriba precisamente en conside-
rar, no ya los intervalos transformados, sino los recintos. Algunos ejemplos acla-
raran esta diferencia.

Como ejemplos considera el método de Sturm-Liouville y el criterio de
Jacobi, en cuanto a transformaciones lineales, y luego la transformacion
racional general de Tschirnhausen; para concluir:

Vemos, pues, en estos ejemplos, cémo del estudio de la funcién entera en un
semiplano, se deduce el de cualquier otro recinto representacién conforme del
mismo. Los semiplanos mds sencillos, tratindose de ecuaciones de coeficientes
reales, son los definidos por el eje imaginario. Nuestro problema aparece, pues,
en la siguiente forma concreta:

1° Estidio general de la funci6n algebraica entera en cada uno de los semi-
planos determinados por el eje imaginario.

2° Aplicacién a los recintos transformados de éstos por funciones algebrai-
cas. '

En el Capitulo II resuelve un problema “de suma importancia en varias
cuestiones de Mecdnica (movimientos oscilatorios, problemas de estabili-
dad, etc.)” y que JRP llama:

Problema de Lord Kelvin: Dada una ecuacién de coeficientes reales, averiguar
cudntas raices tienen su parte real positiva, y cudntas la tienen negativa.

La idea desarrollada por JRP es la de utilizar, como antes, la teoria del
exceso de Cauchy. Para ello tiene que superar dos dificultades: 1) Aplicacién
del teorema de Cauchy a un recinto infinito, y 2) Célculo de las funciones
de Sturm.

La primera la resuelve, mediante un calculo ingenioso, para el semi-
plano de las x negativas, que es el Gnico recinto que necesita considerar.
Para resolver la segunda demuestra una propiedad de ciertos determinantes
especiales que llama bigradientes.

En el Capitulo III utiliza la resolucién del Problema de Lord Kelvin,
obtenida en el capitulo anterior, y el método de la transformacién conforme
para resolver el problema de la separacién y cdlculo de las raices complejas -
de una ecuacién algebraica con coeficientes reales.

Finalmente, en el Capitulo IV, aplica la teoria precedente a las ecuacio-
nes de tercgro y cuarto grado.

Esta P.15 constituye, seguramente, la mayor aportacion de JRP al
Algebra. Me he limitado a ofrecer una visién global del trabajo, tratando de
mostrar brevemente sus ideas y su contenido, sin entrar en un andlisis maés
detallado del mismo, para no sobrepasar mas los limites de extension
impuestos a esta comunicacién. El lector interesado, puede consultar la
memoria original o la Seccién 12 del libro Lecciones de Algebra (5* Edicién,
Madrid, 1960, pag. 84-96) de JRP, donde encontrard una exposicion de
parte de sus resultados.
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4. CONCLUSIONES

Tal vez la conclusién mds significativa que se puede extraer del estudio
realizado sea la de reafirmar la necesidad de someter la obra de JRP —espe-
cialmente su obra cientifica~ a un proceso serio de valoracidn, de clasifica-
cion y de depuracion. De las quince publicaciones que hemos considerado,
sOlo sus comunicaciones a los congresos de Granada y de Madrid merecen
quedar incluidas en una némina de trabajos cientificos que pretenda reflejar
las contribuciones de JRP a la ciencia matematica, y muchas de las otras pue-
den ser ignoradas sin pérdidas mayores.

En cuanto a los temas tratados en.estas publicaciones, observamos un
predominio cuantitativo de los problemas de la teoria de niimeros clasica y
elemental, un predominio cualitativo de los problemas de la teoria de ecua-
ciones algebraicas, y una ausencia total de problemas, de lenguaje y de
métodos del algebra abstracta (estructuras algebraicas). Esto refleja, de
alguna manera, una determinada actitud hacia el Algebra y una concepcion
de su objeto que, aparentemente, se encuentran presentes en JRP desde sus
anos de formacion. En lo que se refiere a su interés por la teoria de nimeros,
no parece que haya perdurado mis alld de esta época juvenil.

Por dltimo, podemos observar cémo en muchas de estas primeras publi-
caciones se encuentran ya algunas de sus preocupaciones mas caracteristicas
por la presentacion y el estilo, por la generalizacion, por la sistematizacion
y la coherencia, por la historia de las matematicas y por la ensefanza. Tam-
bién puede observarse su preocupacion por producir y publicar de manera
sistematica y continua.
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