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Resumen: El presente articulo presenta los resultados de una experiencia llevada a cabo con
estudiantes de secundaria, respecto al tema del teorema de Pitagoras y su reciproco, apoyado con el
uso del GeoGebra y en el modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele. Para esto se disefio
una estrategia metodoldgica que se implementd, con doce actividades, en un grupo de noveno afio
de educacién secundaria de Costa Rica, en el Il trimestre 2009. Se compar6 el nivel de
razonamiento mostrado por ellos con aquellos que trabajaron este topico desde un enfoque
tradicional. El estudio fue de tipo cualitativo. Entre los principales resultados obtenidos se
destacan: Aquellos estudiantes que desarrollaron las actividades apoyados por el GeoGebra se
sintieron mas motivados a estudiar Matematicas, en especial geometria, que aquellos que lo
hicieron con el enfoque tradicional. Lla estrategia metodolégica empleada logré que muchos de los
estudiantes con bajas notas se motivaran a “competir”’ y a discutir ideas matematicas con aquellos
que tenian mejores calificaciones, por lo que se puede afirmar que esta estrategia ayudo a reforzar
la confianza de estos en su interaccion con los demas.

Palabras claves: Razonamiento, geometria, ensefianza, modelo de Van Hiele, teorema de
Pitagoras, GeoGebra.
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Abstract: The present article has as purpose to present the results of an experience carried out with
high school students with on the issue of the Pythagorean theorem and its reciprocal supported the
use of GeoGebra and in the Van Hiele geometric reasoning model. For this it was designed and it
implemented a methodological strategy, with twelve activities, to a group of ninth year of
secondary education of Costa Rica, in the Il trimester 2009, and compared the level of reasoning
displayed by them with those who worked on this topic a traditional approach. The study was of
qualitative type. Among the main findings highlighted that students who developed the activities
supported by the GeoGebra felt more motivated to study Mathematics, especially Geometry, than
those who did so under the traditional approach and the methodological strategy used in managed
make many of the students who had low grades were motivated to "compete™ and discuss
mathematical ideas with students who had better grades than them, so that we can say that this
strategy helped to strengthen their confidence in their interaction with others.

Keywords: reasoning, geometry, teaching, Van Hiele, Phytagoras, GeoGebra.

Han sido varios los cambios de programas de estudio que se han dado en la educacion
costarricense. Estos, aunque bien intencionados, han tenido algunas fallas en varios aspectos, tales
como la falta de capacitacion para la aplicacion de los cambios, la sobrecarga laboral de los
profesores, la falta de recursos apropiados y la casi ausencia del componente tecnoldgico en los
programas de estudio que, entre otras, han provocado parte del problema que se ha dado con la
educacion matematica y, en especial, con la geometria (Murillo, 2003).

Todo ello ha provocado que los objetivos propuestos por el Ministerio de Educacion Publica de
Costa Rica (MEP) en los programas de estudio no se hayan podido lograr. Muestra de esta
problematica son los resultados obtenidos en las pruebas nacionales de Matematicas, los cuales no
han sido muy alentadores, dado su bajo rendimiento. El porcentaje de estudiantes que obtiene una
nota superior al minimo es muy pequefio, como se observa en las tablas 1 y 2, segun los datos del
MEP (2003a, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008). Al analizar el rendimiento por temas se observa la baja
promocion obtenida en los temas “funciones” y “geometria”, en el periodo 2003-2008.
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Tabla 1
Promedios de notas de bachillerato a nivel nacional por temas evaluados en el periodo 2003-2008

Temas 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Algebra 69,2 66,8 70,4 72,0 71,8 82,5
Funciones 56,2 50,1 46,4 40,3 41,0 47,6
Funcidn exponencial y logaritmica 63,9 60,0 57,2 62,7 69,4 71,3
Geometria 57,5 49,6 49,4 47,7 52,4 50,1
Trigonometria 57,4 56,4 57,6 50,5 62,2 70,6

Fuente: Departamento de Estadistica y Divisién de Control de Calidad y Macroevaluacion del Sistema
Educativo, MEP.

En el caso de las pruebas de noveno afio, estas se aplicaron por Gltima vez en el 2007. En ellas,
el promedio de aprobacion era muy bajo. Al igual que en las pruebas de bachillerato, el tema de
geometria, junto con el de algebra, constituian los de mas bajos resultados, como puede observarse en
la tabla 2, segiin el MEP (1999, 2000, 2001, 2002, 2003b).

Tabla 2
Promedios de notas de pruebas de noveno afio a nivel nacional por temas evaluados 1999-2003"
Temas 1999 2000 2001 2002 2003
NUmeros reales 48,8 49,6 61,2 67,5 63,3
Algebra 39,8 41,2 43,1 51,2 48,5
Geometria 42,1 46,7 52,3 49,6 43,9
Trigonometria 53,6 46,4 59,5 54,4 53,7

Fuente: Departamento de Estadistica y Divisién de Control de Calidad y Macroevaluacion del Sistema
Educativo, MEP.

Al respecto, Barrantes y Alfaro (2003) afirman que “(...) existe una crisis en la ensefianza de la
matematica en la educacion media, los examenes de Bachillerato son el reflejo de esa problematica”
(p. 177). Dentro de esa crisis en la ensefianza de las Matematicas, la geometria es una de las areas con
mayor problemaética: precisamente las pruebas nacionales son un indicador de ello.

Esta situacion se agrava afio tras afio y parece que la solucidn esta lejana. Segin lo mencionan
Barrantes (2003) y Alfaro (2003), los mismos profesores y estudiantes indican, en el caso de la

! A pesar de que se hizo la peticion al MEP en repetidas ocasiones no fue posible obtener datos mas actuales.
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geometria, que las pruebas tienen un nivel de dificultad que va de aceptable a 6ptimo y que todo
parece indicar que el problema esta en la forma en como se aborda el tema en el aula, dado que es
comun que los docentes y alumnos se avoquen a prepararse para la prueba, y dejen de lado procesos
importantes para el aprendizaje de esta disciplina. Ademas, Barrantes (2003) sefiala que los profesores
de Matematicas consideran que los temas de geometria y funciones son los mas dificiles a nivel de
bachillerato, mientras que a nivel de noveno afio son geometria y algebra. Las causas de estas
deficiencias estan “(...) en la forma de llevar a cabo el proceso global de ensefianza y aprendizaje de
esta asignatura” (Barrantes, 2003, p. 156).

A partir de lo anterior, surge la necesidad de realizar un analisis de la forma en como se estan
enfocando la ensefianza de la geometria en Costa Rica y la creacion de estrategias metodoldgicas que
permitan un mejor aprendizaje de la disciplina por parte del estudiante. Por ello, es posible que parte
de la respuesta al problema respecto a la ensefianza de las Matematicas, y en particular de la
geometria, esté en volver nuestra mirada a los programas de estudio vigentes, pero enfocando las
fuerzas hacia otro punto de partida, el uso de la tecnologia, especificamente de software para la
ensefianza de la geometria.

Para detectar las debilidades que se presentan en todos los niveles, el tema de la ensefianza de la
geometria debe abordarse desde muchos y variados puntos de vista. EI uso de software tiene mucho
que aportar a la solucién de este problema, ya que podria proporcionarle al sistema educativo otra
perspectiva para analizar la problematica planteada.

Con el proposito de contribuir en el logro de aprendizajes significativos en la geometria, a
continuacion se presenta los resultados de una experiencia llevada a cabo con estudiantes de
secundaria, respecto al tema del teorema de Pitdgoras y su reciproco. Se presentaran aspectos
relacionados con la ensefianza de dicho tépico y lo que plantea el MEP en cuanto a este; ademas se
describiran las actividades realizadas con estudiantes de secundaria de Costa Rica y los resultados
obtenidos.

MARCO TEORICO
Modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele

La caracterizacion del modelo de Van Hiele se hace a través de cinco niveles. En cada uno ellos
el estudiante muestra una serie de particularidades respecto a su razonamiento geométrico. A
continuacion se hace una descripcion del modelo de Van Hiele, tomada principalmente de los autores
Fouz y De Donosti (2005), Jaime (1993), Jaime y Gutiérrez (1994) y Beltranetti, Esquivel y Ferrari
(2005).
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Nivel 1: Las figuras geométricas son reconocidas por su forma como un todo por el individuo, no
diferencia partes ni componentes de esta. Puede, sin embargo, producir una copia de cada figura
particular o reconocerla. No hay un lenguaje geométrico bésico para referirse a ellas por su nombre.
No es capaz de reconocer o0 explicar las propiedades determinantes de las figuras, las descripciones
son principalmente visuales y comparadas con elementos familiares de su entorno.

Nivel 2: El individuo puede ya reconocer y analizar las partes y propiedades particulares de las figuras
geométricas, pero no logra establecer relaciones o clasificaciones entre propiedades de distintas
familias de estas. Las propiedades de ellas las establece de forma empirica a través de la
experimentacion y manipulacién. Como muchas de las definiciones de la geometria las establece a
partir de propiedades, no le es posible elaborar definiciones.

Nivel 3: El individuo determina las figuras por sus propiedades y reconoce coOmo unas se derivan de
otras; establece interrelaciones entre estas y sus familias. Construye las condiciones necesarias y
suficientes que deben cumplir las figuras geométricas, por lo que las definiciones adquieren
significado. Sin embargo, su razonamiento logico continla basado en la manipulacién. Sigue
demostraciones; pero no es capaz de entenderlas en su globalidad, por lo que no le es posible
organizar una secuencia de razonamientos I6gicos que justifique sus observaciones.

Nivel 4: En este nivel ya realiza deducciones y demostraciones l6gicas y formales, y ve su necesidad
para justificar las proposiciones planteadas. El individuo comprende y maneja las relaciones entre
propiedades y las formaliza en sistemas axiomaticos, por lo que ya entiende la naturaleza axiomatica
de las Matematicas. Puede desarrollar secuencias de proposiciones para deducir una propiedad de
otra, percibe la posibilidad de una prueba; sin embargo, no reconoce la necesidad del rigor en los
razonamientos.

Nivel 5: El individuo esta capacitado para analizar el grado de rigor de varios sistemas deductivos y
compararlos entre si. Puede apreciar la consistencia, independencia y completitud de los axiomas de
los fundamentos de la geometria. Capta la geometria en forma abstracta. Este Gltimo nivel, por su alto
grado de abstraccion, debe ser considerado en una categoria aparte, tal como lo sugieren estudios
sobre el tema. Alsina, Fortuny y Pérez (1997) y Gutiérrez y Jaime (1991) afirman que solo se
desarrolla en estudiantes de la universidad, con una buena capacidad y preparacion en geometria.

Ademas de los niveles anteriores, los Van Hiele propusieron cinco fases de aprendizaje que
guian al docente en el disefio y organizacion de las experiencias de aprendizaje adecuadas para el
progreso del estudiante en su paso de un nivel a otro. A continuacion se presentan estas cinco fases y
una breve descripcion de ellas (Fouz y De Donosti, 2005, y Jaime, 1993).
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Fase 1: Informacion. En esta fase se procede a tomar contacto con el nuevo tema objeto de estudio. El
profesor debe identificar los conocimientos previos que puedan tener sus alumnos sobre este nuevo
campo de trabajo y su nivel de razonamiento en este. Los alumnos deben recibir informacion para
conocer el campo de estudio que van a iniciar, los tipos de problemas que van a resolver, los métodos
y materiales que utilizaran, etc.

Fase 2: Orientacion dirigida. Se guia a los alumnos mediante actividades y problemas (dados por el
profesor o planteados por los mismos estudiantes), para que estos descubran y aprendan las diversas
relaciones o componentes basicos de la red de conocimientos que deben formar. Los problemas
propuestos han de llevar directamente a los resultados y propiedades que los estudiantes deben
entender y aprender. El profesor tiene que seleccionar cuidadosamente estos problemas y actividades,
y debe orientar a sus alumnos hacia la solucion, cuando lo necesiten.

Fase 3: Explicitacion. Los alumnos deben intentar expresar en palabras o por escrito los resultados que
han obtenido, intercambiar sus experiencias y discutir sobre ellas con el profesor y los demaés
estudiantes, con el fin de que lleguen a ser plenamente conscientes de las caracteristicas y relaciones
descubiertas y afiancen el lenguaje técnico correspondiente al tema de estudio. El tipo de trabajo que
se debe realizar en esta fase es de discusion y comentarios sobre la forma de resolverse los ejercicios
anteriores, elementos, propiedades y relaciones que se han observado o utilizado.

Fase 4: Orientacion libre. En esta fase se debe producir la consolidacion del aprendizaje realizado en
las fases anteriores. Los estudiantes deberan utilizar los conocimientos adquiridos para resolver
actividades y problemas diferentes de los anteriores y, probablemente, mas complejos. El profesor
debe proponer a sus alumnos problemas que no sean una simple aplicacion directa de un dato o
algoritmo conocido, sino que planteen nuevas relaciones o propiedades: mas abiertos, preferiblemente
con varias vias de resolucion, con varias soluciones o con ninguna. Por otra parte, el profesor debe
limitar al méximo su ayuda a los estudiantes en la resolucion de los problemas.

Fase 5: Integracion. Los estudiantes establecen una vision global de todo lo aprendido sobre el tema'y
de la red de relaciones que estan terminando de formar; integran estos nuevos conocimientos,
métodos de trabajo y formas de razonamiento con los que poseian anteriormente. El profesor debe
dirigir resimenes o recopilaciones de la informacion que ayuden a los estudiantes a lograr esta
integracion. Las actividades que les proponga no deben implicar la aparicion de nuevos
conocimientos, sino solo la organizacién de los ya adquiridos.

El paso por cada una de estas fases y su observacion puede potenciar, en gran medida, la
posibilidad de que un estudiante pueda avanzar del nivel en el que se encuentra y asi poder desarrollar
sus habilidades y capacidad de razonamiento geométrico.
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La ensefianza del teorema de Pitdgoras y su reciproco

Gonzélez (2008) afirma que el teorema de Pitagoras es la relacion matematica que ocupa los
primeros lugares en el recuerdo de las épocas escolares. El autor indica que Loomis (1852-1940)
recopild, durante afios multiples, pruebas dadas del teorema de Pitagoras a lo largo de la historia que
luego plasm@, en 1927, en la obra titulada The Pythagorean Proposition, en la cual recopilaba un total
de 370 pruebas o demostraciones. La importancia otorgada a este tema se ha visto también reflejada
en las investigaciones, con fines didacticos, que se han realizado en torno a él.

Barreto (2009) realiz6 un estudio llamado Otras deducciones o extensiones del teorema de
Pitagoras a lo largo de la historia como recurso didactico, en el cual hace referencia a los procesos
cognitivos que deben desarrollar los estudiantes para resolver problemas geométricos y en donde se
analizan, ademas, diversas comprobaciones del teorema de Pitdgoras en su acepcién geométrica
(comparacién de areas). Por ejemplo, expone la demostracion de Bhaskara que asocia la formula a* +
b% = c? con el area de los cuadrados construidos sobre los lados de un triangulo rectangulo (Figura 1);
ademas, con el fin de generalizar este tipo de comprobacion con fines didacticos, analiza otras
extensiones utilizando otras figuras construidas sobre los lados del triangulo rectangulo, tales como
semicirculos, triangulos equilateros y otros poligonos.

Area = 25

Area =43.01

Area = 16 Area =27.53

Area=9

Figura 1. Comprobacion del teorema de Pitdgoras usada por Barreto (2009) dibujada con GeoGebra

Gurrola y Jauregui (2008), en su articulo Didactica del teorema de Pitagoras, desarrollan una
secuencia didactica, planteada como taller, donde se reconstruyen algunas de las demostraciones mas
famosas del teorema de Pitagoras. En este se emplean diversas técnicas con una secuencia de
actividades que pretende sensibilizar a los profesores sobre diferentes representaciones del teorema de
Pitagoras. Una de estas actividades era el uso de tablas, las cuales los participantes debian completar
con ayuda de una guia que se les proporcionaba y de la cual debian extraer conclusiones respecto a la
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relacion entre los datos tabulados. Los autores también reportan actividades con el uso de
rompecabezas 0 puzzle (que se pueden confeccionar en papel) y de software de geometria para
“reconstruir” algunas de las demostraciones del teorema de Pitdgoras.

Por su parte, Dalcin (2007) expone un estudio sobre el reciproco del teorema de Pitagoras.
Recalca la necesidad de incluir elementos historicos para su ensefianza, como el hecho de que los
egipcios utilizaban las ternas pitagoricas para construir angulos rectos, lo que evidencia que ellos
conocian y aplicaban dicha propiedad para resolver problemas de su entorno. Expone, ademas, una
demostracion de Euclides del reciproco del teorema de Pitagoras, correspondiente a la proposicion 48
del Libro I de los Elementos. Al final de su exposicion indica que el objetivo primordial es el
“rescate” del reciproco del teorema de Pitagoras que es olvidado por la mayoria de los egresados de
secundaria, a pesar de que dicha proposicion es uno de los resultados mas arraigados.

Ruiz (2000), con el fin de profundizar en la capacidad de los individuos para organizar los
aprendizajes previos y la estrategia que poseen para incorporar un conocimiento nuevo al bagaje de lo
que dispone, utilizd un instrumento con el que, en referencia al teorema de Pitdgoras, “midid” la
presencia de este conocimiento adquirido con antelacion, la utilidad que tiene (segun la opinién de los
estudiantes) y si eran capaces de aplicarlo como parte de la resolucion de un problema.

El estudio se aplico a estudiantes universitarios. El autor indica que la investigacion confirma
que estos conocieron detalles del teorema de Pitdgoras mediante una educacion que llama
enciclopédica, repetitiva o declarativa, lo que justifica que posean un resultado medianamente
aceptable al reconocer el nombre del autor del teorema y de completar la expresién a* + b 2 =c 2; sin
embargo, apunta que fueron pocos los estudiantes que lograron, o al menos intentaron, resolver el
problema que se les planted. De acuerdo con lo que afirma este autor, existe una gran division entre lo
que se ensefia en las aulas de secundaria y aquello que los alumnos recuerdan y, mas aun, con lo que
ellos pueden emplear al resolver un problema con el uso del teorema de Pitagoras. Esto debe llevar a
reflexionar sobre la manera en que se lleva a cabo la didactica de la geometria y, en particular, de este
tema.

Respecto a lo anterior, el MEP no especifica ninguna directriz en que se refiera a la didactica de
la ensefianza de este teorema; solamente aporta los objetivos y contenidos que brinda en sus
programas de estudio oficiales. Aunque no hay investigaciones realizadas, la practica y experiencia
docente sefiala que el enfoque de ensefianza del teorema de Pitagoras se realiza de una forma
algoritmica y deja de lado el proceso de construccion del conocimiento por parte del estudiante y la
comprobacion de esta proposicion.

Ante esta situacion, cabe la inquietud de hacer una propuesta didactica en la que el teorema de
Pitagoras sea abordado y estudiado desde una perspectiva en la cual el estudiante pueda construir su
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conocimiento, usando en el proceso los avances tecnoldgicos a los que se tienen acceso, asi como los
software de geometria actuales y donde, ademaés, pueda ser guiado, en el proceso de aprendizaje,
mediante una teoria que le permita mejorar su nivel de razonamiento geomeétrico.

METODOLOGIA

Con el proposito de contribuir al mejoramiento de la ensefianza del teorema de Pitagoras y su
reciproco, se disefid una estrategia metodoldgica que se apoy6 en el uso del software GeoGebra. Esta
estd formada en total por doce actividades y sus respectivas guias de trabajo. Se implement6 en un
grupo de noveno afio de educacion secundaria de Costa Rica, en el 11 trimestre 2009, y se comparo el
nivel de razonamiento mostrado por ellos, con el de aquellos que abordaron este tépico con un
enfoque tradicional.

El estudio fue de tipo cualitativo y se trabajé con dos secciones de noveno afio. El grupo que de
un enfoque tradicional se denotara como ET, mientras que el que utilizé la estrategia metodoldgica
disefiada se identificara como EM. Las actividades realizadas fueron similares para cada grupo,
versaban sobre la misma tematica en ambos y cada una se adecud segun se contara con el uso del
software o no.

Con el proposito de describir y comparar el desenvolvimiento de los estudiantes en las
actividades implementadas, seglin la estrategia metodoldgica respectiva (ET o EM), y ante la
imposibilidad de realizar un reporte detallado para cada uno de los alumnos de los grupos
participantes, se seleccionaron seis estudiantes de cada uno de ellos, segun el promedio de las notas
Nota | trimestre + Nota Il trimestre

2
puede observar la informacion de los estudiantes seleccionados por grupo. Para cada uno de estos
alumnos se realiz6 un andlisis de su desempefio en las actividades realizadas.

obtenidas en el 1 y 1 trimestre del 2009 [Y= j En la tabla 3 se

Tabla 3
Cantidad de estudiantes seleccionados por grupo, segun promedio de las notas obtenidas en el 1 y Il
trimestre del 2009, para describir y comparar el desenvolvimiento en las actividades implementadas
Cantidad de estudiantes Cantidad de estudiantes

X seleccionados del ET seleccionados del EM Total
X <65 2 2 4
65< X <85 2 2 4
85< X <100 2 2 4
Total 6 6 12
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Cada una de las doce actividades desarrolladas respondia a una o més de las cinco fases que el
modelo de Van Hiele propone y su fin consistia en lograr identificar el nivel de razonamiento
geométrico en el que se encontraba cada estudiante, de acuerdo con el modelo propuesto. Los temas
que abordaban las actividades estaban relacionados con el teorema de Pitagoras, su derivado, prueba
de Perigal para esta proposicion y resolucién de problemas con lo enunciado en esta proposicion.

Las técnicas empleadas para la recoleccion de la informacion consistieron en la revision de
bibliografia, la observacion participante, la entrevista a profundidad y el cuestionario. Para ubicar a
los estudiantes en alguno de los niveles del modelo de Van Hiele, se analizé el tipo de respuestas que
aportaron, con el proposito de identificar en cual se encontraba, por las caracteristicas o0 conductas que
se esperaban de estos.

En este documento se expone lo referente a la implementacion y los resultados de una de las
actividades. En esta se pretendia que el estudiante, mediante la manipulacién del software o material
concreto, “comprobara” la relacion que postula el teorema de Pitagoras. Esta actividad consistia en
una prueba del teorema de Pitagoras, basada en la diseccion ideada por el matematico inglés Henry
Perigal (1801-1889), la cual se expone a continuacion.

Sobre el mayor de los cuadrados construidos sobre los catetos se determina el centro y se trazan
dos rectas, paralela y perpendicular a la hipotenusa del triangulo. Con las cuatro piezas obtenidas mas
el cuadrado construido sobre el otro cateto podemos cubrir el cuadrado construido sobre la
hipotenusa. (Gonzalez, 2008, p. 119)

A los estudiantes del EM se les present6 una aplicacion del software que contenia un tridngulo
rectdngulo y los cuadrados construidos a partir de las medidas de sus catetos e hipotenusa (Figura 2).

® GeoGebra - Prueba de Perigal GC.ggh EEx
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Elige y Mueve: Arrastrar o seleccionar objetos (Esc) @

v Ayuda F piezas

K

= Poligonos

Figura 2. Aplicacion presentada a los estudiantes del EM para deducir el teorema de Pitagoras
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En un recuadro aparte estaban las secciones o piezas resultantes de la diseccion de Perigal,
hecha en el cuadrado construido sobre el mayor de los catetos y la pieza correspondiente al cuadrado
realizado sobre el menor de los lados del triangulo (similar a un rompecabezas). La medida de los
catetos podia ser variada con la ayuda de un deslizador ubicado en la parte izquierda de la aplicacion.
Al realizar algun cambio sobre dichas longitudes, las secciones o piezas se modificaban en tamarfio y
forma.

El objetivo de esta aplicacion era que los estudiantes movieran las piezas del recuadro, con
ayuda del mouse, para “cubrir” los cuadrados construidos sobre los catetos (segin ‘“‘se ajusten”) y
luego las desplazaran sobre el que se construyo a partir de la longitud de la hipotenusa del tridngulo
rectdngulo, lo cubrieran totalmente y verificaran la relacion entre las areas de dichos cuadrados. Al ser
una prueba dindmica, el estudiante podia generar multiples familias de triangulos rectangulos en los
que siempre se cumpliria la conclusion obtenida.

En el caso de los estudiantes del ET, la actividad se vari6 ya que no contaban con el apoyo del
GeoGebra. La diferencia radico en que a ellos se les proporcionaron las figuras dibujadas en papel

para ser recortadas y manipuladas de manera que pudieran completar la actividad. Es decir, la
actividad consistia en un rompecabezas que ellos debian armar siguiendo las instrucciones de la guia.

AJ K.v.

T

F G

Figura 3. Figuras dibujadas en papel presentadas a los estudiantes del ET

Para este caso, los estudiantes debian recortar el oABIH y seccionar el cuadrado ocBCGF
siguiendo la diseccion (lineas) indicada en él mismo (figura de la izquierda). Las piezas resultantes,
que se muestran separadas y en el recuadro en la Figura 3, las debian emplear a modo de
rompecabezas y colocarlas sobre la figura adicional proporcionada (la del centro). Para ello, primero
debian cubrir el tACKJ con dichas piezas vy, luego de esto, tenian la posibilidad de cubrir los tBCGF
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y oABIH para verificar que las &reas coincidian. El objetivo, al igual que en el EM, era comprobar la
relacion que postula del teorema de Pitagoras

ANALISIS

Con el desarrollo de la actividad anteriormente descrita, se esperaba que los estudiantes, al
resolverla, mostraran una serie de caracteristicas o conductas que les permitieran encontrar la relacion
que el teorema de Pitagoras establece.

A continuacion se presenta el analisis del desenvolvimiento de los estudiantes seleccionados en
cada uno de los grupos, las caracteristicas que se esperaban por parte de los alumnos en la resolucion
de la actividad y el tipo de razonamiento mostrado por ellos. Es importante sefialar que los nombres
utilizados no corresponden al nombre real de los participantes.

Caracteristicas esperadas de los estudiantes del ET

En esta actividad se esperaba que cada uno de los estudiantes del ET mostrara las siguientes
caracteristicas:

v Logra colocar las piezas proporcionadas sobre el oACKJ, es decir, sobre el cuadrilatero
construido sobre la hipotenusa.

v’ Establece una relacion entre la suma de las areas de las piezas proporcionadas y el area del
oACKJ.

v Verifica la relacion de igualdad entre la medida conjunta del area de los cuadrados construidos
sobre los catetos y la suma de las medidas de las areas de las piezas proporcionadas.

v’ Establece una relacién entre el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa y el area de los
cuadrados construidos sobre los catetos.

v’ Establece correctamente, en un triangulo rectangulo, la relacion entre la medida de la
hipotenusa y de los catetos, sabiendo que sus longitudes son z, X, y respectivamente.

v' Expresa correctamente, desde el punto de vista matematico, sus ideas utilizando simbologia
adecuada.

La siguiente tabla resume el logro de los estudiantes del ET, segin las caracteristicas descritas
anteriormente:
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Tabla 4
Resumen del logro de los estudiantes del ET segun las caracteristicas esperadas
Caracteristicas a. b. |c. d |e |f

Participantes

David Si No [Si |[No |Si |[Si

Isabel Si |Si |Si |Si |Si |No

Maria Si |Si |Si |No |Si |Si
Monica Si |Si |Si |Si |Si |No
Esteban Si |No [No |Si |[No |Si
Mariana Si No [No |Si |Si |No

Anélisis ET

Los estudiantes debian colocar las piezas que ellos mismos recortaron, a partir de la figura que
se les brindo, sobre el cACKJ. A pesar de que todos ellos lograron colocar las piezas en su lugar, tres
de los estudiantes no consiguieron establecer la relacion entre el area conjunta de ellas y el area del
oACKJ. David menciona que a partir de la suma de los cuadrados cABIH y oBCGF, se obtiene el
oACKJ, como se puede observar en la Figura 4. En esta respuesta €l se refiere, probablemente, a las
areas de estos cuadrados.

2. ¢Qué se puede decir del area del DACKJ y de la suma de las areas de
todas las piezas?

St ob*n‘w' Sb-‘\\y\(\do ~(/\ t? /*BIH o N

[ RCEF

Figura 4. Respuesta de David sobre relacion entre areas en un tridngulo rectangulo

Por otro lado, dos de los alumnos si lograron llegar a la conclusién de que la suma de las areas
de las piezas proporcionadas es igual al area del oACKJ. Isabel expresa esto de una forma clara,
como se puede ver en la Figura 5.
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2. g,QuésepuededecirdeléreadelDACKJydelasumadelaséfeasde
todas las piezas? g

Qe la stqde as dreas de Ydos | Ao preeud tiene e

sec lqua a\ area Jel JACK)

A= BBCTG = 66+ 360m
A= aAC\JK: 36t i 52 con”

Figura 5. Respuesta de Isabel sobre relacion entre areas en un triangulo rectangulo

Se puede observar como Isabel expresa la relacion existente entre la suma de las areas de las
piezas proporcionadas y el area del oACKJ, inclusive proporciona medidas numéricas para los
cuadrilateros tABIH, oBCGF, y oACKJ. Sin embargo, no indica a partir de donde las obtiene.

Esteban, por su parte, aunque indica en su respuesta que la suma de los cuadrilateros CABIH,
oBCGF corresponde al dACKJ, no se refiere a las areas de las piezas ni a las areas de los cuadrados
construidos sobre los catetos, como puede observarse en la Figura 6, lo que denota un error en el
manejo del lenguaje matematico.

2. ;Qué se puede decir del érea del DACKJ y de la suma de las 4reas de
todas las plezas" '

p M TD +DDFEC
LD e

D,k(_,m

Figura 6. Respuesta de Esteban sobre relacion entre areas en un tridngulo rectangulo

Al observar la respuesta de Esteban, puede concluirse que tiene una idea de la relacién que debe
darse entre las areas de los cuadrilateros, aunque no hace referencia directa de esta utilizando el
término area. Cuando a los estudiantes se les pidi6 que reacomodaran las piezas recortadas sobre los
cuadrados construidos con base en las medidas de los catetos, todos ellos lo realizaron sin ningdn
problema y verificaron que esta piezas eran “parte” de dichos cuadrados.

Posteriormente a los estudiantes se les preguntd, nuevamente, sobre la relacion existente entre la
medida del area de los cuadrados construidos sobre los catetos y la medida del area del cuadrado
construido sobre la hipotenusa del triangulo, con el propdsito de verificar si a través de la actividad
que estaban realizando lograban identificar que se estaban comparando las areas de estos cuadrados.
Lo que se buscaba era que los alumnos analizaran la relacion en su “totalidad” y no por partes o
“piezas”.
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Dos de los estudiantes no establecieron esta relacién. Por ejemplo, en la Figura 7 se puede
observar la respuesta de Maria, quien establece una relacion completamente diferente. Ella indica que
la medida del area del cuadrado oACKJ, construido sobre la hipotenusa, es mayor que la de los
cuadrados construidos sobre los catetos del triangulo. Esta respuesta es probablemente producto de
una singular manera de entender lo que se le consulto, ya que es posible que entendiera que las debia
comparar en forma individual.

8. (Qué relacion existe entre el 4drea del DACKJ y del area de los
cuadriléteros’DABlH y OBCGF ?

Qv d A0 acky o mapor giclo
ADppiH y A =08c6T

Figura 7. Respuesta de Maria sobre relacion entre las areas de los cuadrados construidos sobre los
lados y el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa

Por otra parte, Isabel si establece correctamente la relacion entre las medidas de las areas de los
cuadrados construidos sobre los lados del triangulo rectangulo. Otros estudiantes como Monica y
Esteban también lo indican, pero a la hora de expresar su idea no lo hacen claramente, como si se
puede observar en la Figura 8.

8. ¢Qué relacién existe entre el area del ODACKJ y del &rea de los
cuadrilateros 0ABIH y OBCGF ?

las n-\ed‘.\;[aa van \moccar las U SEM oS 3

el Aamano y ¢l aica tamben Al vanles

davan el HDyea -
Figura 8. Respuesta de Monica sobre relacion entre las areas de los cuadrados construidos sobre los
lados y el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa

Entre algunas de las inconsistencias o errores que presentaron los estudiantes al expresar sus
ideas respecto al teorema de Pitagoras se destaca la mencion de conceptos erréneos —como que la
suma de las medidas de los catetos es igual a la medida de la hipotenusa- y el olvido de indicar que
dicha proposicion solo se cumple en un triangulo rectangulo.

Al final de la guia se les pedia a los estudiantes indicar simbolicamente la relacion aprendida
para un triangulo rectangulo donde la hipotenusa y los catetos poseian longitudes z, x y y unidades
lineales, respectivamente. Tres de los alumnos indican una relacion correcta; sin embargo, no les es
posible expresarla de una manera simbolica. Por ejemplo, aunque Isabel indica una relacién entre los
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catetos de longitudes X, y con la hipotenusa de medida z, esta no es expresada en forma simbolica y es
incorrecta (Figura 9).

10.Si se tiene un-AXYZ rectéingulo, donde la-medida'de la hipotenusa es z y la
medida de los catetos es x, y ¢ Qué relacion tienen las medidas de los
lados de este tridngulo?. "

?(\ QU@ }05 '(0‘16“00 Son /05 (GJOS VY‘aS /Df’qC.vf-/‘logl
v,‘\l | e/c*uoagos a ’o J Aon [a WJ@A@ o’; /a

1’)1' O0%nus
Q.
\/ 7 Z F \

Figura 9. Respuesta de Isabel sobre relacion de los catetos y la hipotenusa en un triangulo rectangulo

En el caso de David, él hace una apreciacion correcta entre el area de los cuadrados que pueden
ser trazados sobre los catetos con aquel que puede ser dibujado sobre la hipotenusa, sin expresarla de
forma simbolica, como se muestra en la Figura 10.

10.Si se tiene un AXYZ rectangulo, donde la medida de la hipotenusa es zy la
medida de los catetos es x, y ¢ Qué relacion tienen las medidas de los
lados de este triangulo?.

Q si se freza Un tadvade en @mde, cabels }'o\mo\ \s V\\\poftnuz'c
LC\ wedvde, d{\ ox Zon del evondade e e \r\\‘pohnuzc‘ ‘eb e misma q
s obees das Jonkes

Figura 10. Respuesta de David sobre relacion los catetos y la hipotenusa en un triangulo rectangulo.

Caracteristicas esperadas de los estudiantes del EM

Para esta actividad, las caracteristicas esperadas en el EM correspondian a las mismas que se
requerian del ET. La siguiente tabla resume el logro de los estudiantes del EM.
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Tabla 5
Resumen del logro de los estudiantes del EM segun las caracteristicas esperadas
Caracteristicas a. b. |c. d |e f.
Participantes
Carlos Si Si [Si |Si |Si |No
Lucia Si Si |Si |Si |Si |Si
Raul Si |Si |Si |Si |Si |Si
Diego Si |Si |[Si |Si |SI |No
Jimena Si |Si |[Si |Si |Si |No
Julia Si |Si |Si |Si |Si |Si

Anélisis EM

Los estudiantes del EM comenzaron la actividad moviendo las piezas del rompecabezas con
ayuda del mouse para adaptarse a sus posibilidades. Todos los estudiantes lograron, después de cierto
periodo, realizar con éxito el primer reto que consistia en cubrir el cuadrado construido sobre la
hipotenusa del tridngulo rectdngulo “sin que sobraran o faltaran espacios”. A partir de esta
experiencia todos los estudiantes llegaron a la conclusion de que la suma de las areas de las piezas
proporcionadas era igual al area del cuadrado construido sobre la hipotenusa del tridngulo rectangulo.
La diferencia fue la redaccion que le dieron a sus respuestas.

Por ejemplo, en la Figura 11 se puede observar que Carlos indica “suma de las piezas” en lugar
de senalar “la suma de las areas de las piezas”, pero su conclusion es “correcta”. Las respuestas dadas
por los otros participantes son similares y apuntan a la igualdad de las areas entre el cuadrado ocACKJ
y las piezas proporcionadas. También indican que al variar las medidas de los lados del triangulo, y
por ende variar el tamafio de las piezas, siempre es posible cubrir el area del cuadrado construido
sobre la hipotenusa del triangulo.

2. ¢Qué se puede decir del area del ACKJ y de la suma de las areas de todas las
piezas? :

Figura 11. Respuesta de Carlos sobre relacién entre las piezas del rompecabezas y el cuadrado
construido sobre la hipotenusa

Luego de esta actividad, los estudiantes debian mover las piezas para intentar cubrir con ellas
los cuadrados construidos sobre los catetos del triangulo, cosa que luego de algunos ensayos, todos
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lograron hacer. Las conclusiones que los estudiantes extraen a partir de esto son muy similares entre
si. A continuacidn se exponen algunas de ellas.

Lucia, por ejemplo, expresa que la suma de las medidas de las areas de estos cuadrados
corresponde a la suma de las areas de las piezas que se usaron para cubrir el cACKIJ, como puede
observarse en la Figura 12. Es posible observar que Lucia no solo relaciona el area conjunta de las
piezas con el area de los cuadrados construidos sobre los catetos, sino también con el area del
cuadrado realizado sobre la hipotenusa del triangulo.

6. ¢Qué se puede decir del 4rea de los cuadriliteros DABIH y OBCGF y de la
~_suma de las éreas de todas las piezas que los cubren?

o a dc \C\b Pl(&CAS que Seuscon Puro Cubrir cl 0(e0 dtl DA(\(\S

Figura 12. Respuesta de Lucia sobre relacion entre las piezas del rompecabezas y los cuadrados
construidos sobre los catetos del triangulo rectangulo

Al establecer la relacion entre las medidas de las areas de los cuadrados construidos sobre los
catetos del triangulo rectangulo y aquel construido sobre su hipotenusa, todos llegaron a la conclusién
de que la suma de estas es igual a la medida del area del cuadrado construido sobre el lado mayor del
triangulo rectangulo. Al igual que en el caso de los estudiantes del ET, los alumnos del EM insisten
en afirmar que la suma de la longitud de los catetos da como resultado la longitud de la hipotenusa.
Esto representa un indicio de que no todos tienen claro que se deben elevar al cuadrado las longitudes
mencionadas para establecer la relacion entre ellos, es decir, no logran “abstraer” el concepto de area
para relacionarlo con el teorema de Pitagoras.

Es importante mencionar que, con ayuda del GeoGebra, los estudiantes tuvieron la oportunidad
de variar las medidas de los catetos y la hipotenusa, y verificar que la relacion hallada por ellos se
seguia cumpliendo para “todos los casos”, aunque no lo pudieran expresar simbolicamente, como ya
se menciono.

Finalmente a los alumnos se les pidié que plantearan la relacion existente entre los lados con
medidas X, y, z de un AXYZ rectangulo, donde z correspondia a la medida de la hipotenusa. Tres de
ellos afirman que al sumar X, y se obtiene z, Se presenta nuevamente una imprecision entre los
argumentos expuestos. Una estudiante indica que la suma de las longitudes de los catetos elevados al
cuadrado corresponde a la hipotenusa y omite indicar que es la medida de la hipotenusa elevada al
cuadrado. Solo dos alumnos afirmaron que al elevar al cuadrado las longitudes de los catetos y
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sumarlos se obtiene la medida de la hipotenusa elevada al cuadrado. Julia y Raul son ejemplo de ello.
A continuacion se presenta la respuesta de Raul (Figura 13).

11.8i se tiene un AXYZ rectangulo, donde la medida de a hipotenusa es z y Ia
medida de los catetos es x, y §, Qué relacién tienen las medidas de los lados de

este tridngulo?. :
(e o cevoe o Yo T \eg u%eiosxey loo- comornee, Yo\
ado \o womo qe £ dundy 0\ 2 Jo €0 drocnody

OV \gpy \\\QG\R&\\\")&-

Figura 13. Respuesta de Raul sobre relacion entre los lados x, y, z de un AXYZ rectangulo donde z es
la longitud de la hipotenusa

Al analizar el uso correcto del lenguaje por parte de los estudiantes para comunicar sus ideas y
expresar sus conclusiones desde el punto de vista matematico, fue posible constatar que existe falta de
rigurosidad en ellos ya que algunos, como Carlos, Diego y Jimena, expresan sus respuestas de forma
tal que da la “impresion” de que tienen una “idea” de lo que se les solicita; sin embargo, No se cuidan
de algunos detalles, por ejemplo, indicar que las medidas de los catetos y de la hipotenusa van
elevadas al cuadrado. Esto puede deberse a que no estdn familiarizados con expresar ellos mismos
conclusiones en la clase de Matematicas.

CONCLUSIONES

A continuacién se presentan las principales conclusiones obtenidas a partir de los resultados
analizados en la investigacion realizada una vez completadas las doce actividades en cada grupo y
segun los objetivos planteados en el estudio.

Sobre los objetivos de la investigacion

Fue posible describir, de acuerdo con el modelo de razonamiento Geométrico de Van Hiele, el
nivel de razonamiento que mostraron los estudiantes al desarrollar el tema del teorema de Pitagoras y
su reciproco, apoyado con el GeoGebra. Se planted una comparacion entre el nivel de razonamiento
mostrado por aquellos estudiantes que desarrollaron este con apoyo del software respecto a aquellos
que estudiaron el tema con un enfoque tradicional.

También fue posible evaluar la estrategia metodoldgica implementada desde el punto de vista
de los estudiantes participantes en estudio, los cuales manifestaron su satisfaccién por haber sido
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parte de una experiencia de esta naturaleza. Aquellos estudiantes que desarrollaron las actividades
apoyados por el GeoGebra se sintieron mas motivados a estudiar Matematicas, y en especial
geometria, que aquellos que lo hicieron con el enfoque tradicional.

Es posible afirmar que el uso de software de Geometria contribuye a motivar al estudiante,
ademas de que representa una forma nueva y atractiva de estudiar geometria.

Sobre la estrategia metodoldgica

El docente debe tener mucho cuidado con la elecciéon de las preguntas que formulara a los
estudiantes como parte de una estrategia didactica, ya que estas deben guiar al estudiante a través de
lo que se quiere analizar. Ademas, es importante que se preparen preguntas que ayuden al estudiante a
poner a prueba, de diversas formas, sus descubrimientos.

La implementacion de estrategias que propicien en el estudiante aprendizajes significativos
requiere, de parte del docente, de una inversion de tiempo, previo a la clase, mucho mayor que para
una clase tradicional. Al principio, inclusive, se avanza mucho mas lento que en una clase tradicional.
Sin embargo, este esfuerzo se ve compensado con los resultados que se obtienen en cuanto a la
capacidad que el estudiante adquiere para analizar hechos matematicos.

La estrategia metodoldgica empleada en esta investigacion, con el apoyo del GeoGebra, logro
hacer que muchos de los estudiantes que tenian bajas notas se motivaran a “competir” y a discutir
ideas matematicas con estudiantes que tenian mejores notas que ellos, por lo que se puede afirmar que
esta estrategia ayudo a reforzar la confianza de estos en su interaccién con los otros.

Sobre el uso del GeoGebra

Al usar un software como apoyo para disefiar una estrategia didactica, se deben tomar en cuenta
las limitaciones propias del programa, como la exactitud con que brinda los resultados de calculos o
medidas, ya que estas pueden provocar percepciones falsas en el estudiante y llevarlo a establecer
conclusiones erroneas.

El uso del GeoGebra en el andlisis de las situaciones planteadas a los estudiantes les permitio
emitir juicios mas acertados sobre la situacion analizada que a aquellos que usaron solamente lapiz y
papel. Esto puede deberse a que los primeros tuvieron la oportunidad de analizar varias
representaciones del problema al mismo tiempo, lo que les permitio tener un punto de vista mas
amplio que aquellos que usan representaciones en lapiz y papel, ya que no les fue posible manipular
sus representaciones ni analizar mas que los ejemplos que se les plantearon (dos o tres como
maximo).
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Los estudiantes que usaron representaciones con software de geometria se sintieron mas
motivados a explorar, a plantear conjeturas y a probarlas, que aquellos estudiantes que usan
representaciones tradicionales plasmadas con lapiz y papel. Los estudiantes expresaron que el uso del
software les dio autonomia en el aula, les permitio explorar y aclarar sus dudas; ademas de ser algo
novedoso que los sacé de la rutina del aula.

El uso del GeoGebra reforzo las apreciaciones de tipo visual hechas por los estudiantes, ya que
les permitio realizar medidas directas y manipular los objetos con el fin de afirmar o desechar una
apreciacion realizada sobre una propiedad geométrica en una situacion dada. Esto pone en ventaja a
los estudiantes que utilizan este tipo de programas sobre aquellos que usan solo representaciones
hechas con lapiz y papel, ya que pueden verificar si las propiedades de un objeto o representacion
geomeétrica se cumplen siempre o bajo qué condiciones.

Se pudo observar que el GeoGebra les proporciond a los estudiantes del EM una herramienta de
fuerte tendencia visual, puesto que algunos, a pesar de responder correctamente la mayoria de los
cuestionamientos, no justificaron sus conclusiones mas que de dicha forma. Es importante tomar esto
en cuenta al planear una actividad que involucre el GeoGebra y plantear preguntas guias que le
permitan al estudiante complementar la observacion visual con otros argumentos que lo orienten a
establecer justificaciones de sus conclusiones.

Los estudiantes participantes en el estudio evidenciaron que se les dificultaba resolver una
situacion generalizandola de forma simbdlica. Sin embargo, estos mismos se desenvuelven bien al
aplicar un algoritmo para resolver una situacion similar. El uso del GeoGebra pudo haber ayudado a
los estudiantes del EM a ir un poco mas alla en la resolucién de algunas situaciones en donde los
estudiantes del ET no respondieron del todo y en las que se les pedia una argumentacion l6gica que
justificara una situacion. ElI GeoGebra les permitié manipular el objeto en estudio y analizar diversos
ejemplos que cumplian con las caracteristicas de la situacion planteada y en los que podian observar
cémo cambiaban las medidas del objeto y como se relacionaban entre si las diversas representaciones
que podia analizar, verificando, al mismo tiempo, conjeturas que surgian durante el analisis. Todo
esto les brindaba un criterio un poco mas amplio que les permitia resolver o intentar resolver de
manera logica la situacién planteada.

La dificultad de los estudiantes participantes en el estudio para expresarse de una manera
matematicamente correcta puede ser producto de la poca o nula importancia que se le otorga al
aprendizaje del lenguaje matematico en los diferentes niveles escolares. La experiencia obtenida al
observar el desempefio de los estudiantes, cuando resolvian las diferentes actividades, evidencio que,
en muchas ocasiones, la razon principal de no responder a un cuestionamiento correspondia,
precisamente, al mal manejo o a la falta de vocabulario necesario para expresar sus ideas
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correctamente. Por esta razén, coincidimos con lo afirmado por Goncalves (2006) en cuanto al
modelo de razonamiento planteado por Van Hiele, en el sentido de que la organizacion del lenguaje se
va construyendo de forma conjunta con la estructuracion geométrica visual y abstracta del
pensamiento. Por lo que el profesor tendré que conocer el nivel de dominio del lenguaje geométrico
de sus alumnos, para adaptarse a este, y procurar que él avance en complejidad hacia uno mas
estructurado y abstracto.
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