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ESPACIOS DE FUNCIONES DERIVABLES

JOSÉ LUIS ANSORENA1

RESUMEN

Analizamos el contexto en el que los espacios de Besov fueron introducidos
y explicamos la aportación del autor a su conocimiento.

Palabras clave: Análisis funcional, funciones diferenciables, espacios de Be-
sov.

We analyze the mathematical context in which Besov spaces were introduced and
we explain the contribution of the author to the knowledge those spaces.

Key words: Functional Analysis, differentiable functions, Besov spaces.

1. EL CONCEPTO DE TAMAÑO DE UNA FUNCIÓN

Jean Dieudonné, matemático francés miembro del grupo Bourbaki, en el pró-
logo a la edición original del tratado Calcul infinitésimal [8, página 15] dijo, en
traducción libre, que «Los objetivos del Análisis Matemático podrían resumirse
en tres palabras: mayorar, minorar y aproximar». En realidad, la diferencia entre
mayorar y minorar está más en el punto de vista que en el concepto, que en ambos
casos coincide con lo que los matemáticos llamamos acotar. De manera que, se-
gún Jean Dieudonné, podríamos resumir el Análisis Matemático en dos palabras:
acotar y aproximar.

Si trabajamos en el ámbito de los números reales es sencillo hacernos una
idea acerca de qué estamos considerando. Acotar es hacer (para ser más preciso,
demostrar) desigualdades y aproximar es hacer límites. Sin embargo, sobre todo a
partir del siglo XX, los científicos llegaron a la conclusión de que para desarrollar
muchas de las ideas que aparecen en las Matemáticas son necesarios conjuntos más
sofisticados. En el contexto del Análisis Matemático comienzan a estudiarse con-
juntos cuyos elementos son funciones. Son los llamados espacios de funciones. Su

1. Departamento de Matemáticas y Computación, Universidad de La Rioja, Logroño (La Rioja, España)
Correo electrónico: joseluis.ansorena@unirioja.es

13
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estudio toma un gran impulso partir de la tesis doctoral de Henri Lebesgue Intégra-
le, longueur, aire, defendida en 1902 (ver [10]), hasta el punto de originar una rama
del Análisis Matemático, el llamado Análisis Funcional, cuya base fue establecida,
sobre todo, por Stephen Banach en su tratado Théorie des opérations linéaires [6],
publicado en 1932.

Si queremos hacer Análisis Matemático (es decir, acotar y aproximar) dentro
de espacios de funciones necesitamos una medida del tamaño de las funciones. Y
enseguida nos damos cuenta de que no hay una única manera de calibrar funciones.
Quizás la forma más sencilla sea fijar nuestra atención en los mayores valores que
toma la función. Es decir, a cada función f : �→ � le asignamos el número, que
denotamos ‖ f ‖∞, definido mediante

‖ f ‖∞ = sup
x∈�
| f (x)|.

Un lector crítico puede argumentar que este calibrador (norma en la jerga mate-
mática) desprecia qué sucede con la función en muchas zonas de la recta real. Si le
hacemos caso, nos vemos obligados a introducir una norma en la que todos los va-
lores que toma la función contribuyan. La noción de integral nos permite definir
uno adecuado a este propósito. A cada función f : �→� le asignamos

‖ f ‖1 =
∫ ∞
−∞
| f (x)|d x.

Si tenemos en cuenta que quizás no todas las zonas de la recta real tengan la mis-
ma importancia (o sea, la densidad puede ser variable), debemos introducir una
función de ponderación (que llamamos w ) para calcular el tamaño. Obtenemos la
norma

‖ f ‖1,w =
∫ ∞
−∞
| f (x)|w(x)d x.

Sin embargo, Ernst Fischer y Frigyes Riesz se dieron cuenta (ver sus trabajos de
1907 [9, 13]) de que los espacios funcionales con mejores propiedades —y con
una teoría más útil y sencilla— son los espacios de Hilbert L2(w), formados por
funciones f : �→� para los que la norma dada por

‖ f ‖2,w =
�∫ ∞
−∞
| f (x)|2w(x)d x
�1/2

es finita. También interesante y útil es la gama de espacios Lp (w), introducida por
Frigyes Riesz en 1909 en [14], donde p es un índice positivo cualquiera y la norma
considerada es

‖ f ‖p,w =
�∫ ∞
−∞
| f (x)|p w(x)d x
�1/p

.

A decir verdad, cuando el índice p es menor que uno, el calibrador de arriba ya
no es una norma sino una cuasi-norma (y lo mismo ocurrirá más adelante en otros
casos), pero éste es un detalle en el que no insistiremos.

14 Núm. 26 (2014), pp. 13–18 Zubía
ISSN 1131-5423 Monográfico
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De izquierda a derecha, Frigyes Riesz, Stephen Banach y Oleg Vladimirovich Besov.

Estos espacios de funciones tienen su versión discreta, cuando consideramos
en lugar de funciones de variable real funciones de variable discreta, o sea sucesio-
nes. Ahora tomamos una sucesión de ponderación w = (w1, w2, . . . , wn , . . . ) y un
índice 0< p <∞. A cada sucesión α= (a1, . . . ,an , . . . ) le asignamos el número

‖α‖p,w =
� ∞∑

n=1

|an |p wn

�1/p

.

En realidad, hacer tanto sumas infinitas como integrales son operaciones que pue-
den enmarcarse dentro de la integración abstracta introducida por Johann Radon
en 1913 en [12], de modo que estos espacios de sucesiones para los que esta norma
es finita también están incluidos en la gama de espacios Lp .

Además, en Matemáticas aparecen de manera natural funciones de varias va-
riables. Si observamos que las variables involucradas pueden tener diferente natu-
raleza es razonable considerar espacios en los que el calibrador utilizado en una de
las variables sea diferente al calibrador utilizado en la otra. Llegamos así a los espa-
cios de norma mixta. Por ejemplo, para una función de dos variables f : �2→ �,
consideramos dos funciones de densidad w0, w1, y dos índices p0, p1, y definimos
la norma

‖ f ‖p0, p1,w0,w1
=
�∫ ∞
−∞

�∫ ∞
−∞
| f (s , t )|p1 w1(t )d t

�p0/p1

w0(s )d s

�1/p0

.

2. FUNCIONES DERIVABLES

Gran parte de las ecuaciones funcionales se expresan en términos de variacio-
nes infinitesimales de la función incógnita, es decir, de derivadas. Los matemáticos
sabemos que es posible controlar (acotar) el tamaño de una función a partir del
tamaño de su función derivada pero que, en general, no puede controlarse el ta-
maño de la derivada a partir del de la función (las funciones analíticas constituyen

Zubía Núm. 26 (2014), pp. 13–18
Monográfico ISSN 1131-5423 15
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una bella excepción a este principio). De manera que incluir derivadas añade un
ingrediente nuevo en el juego de los espacios de funciones.

Podría decirse que toda mi labor investigadora se ha centrado en el estudio
de la derivación, es decir, en estudiar espacios de funciones definidos mediante
derivadas. Permitidme que, olvidando otros aspectos, os hable de mi contribución
al estudio de los espacios de Besov, un tipo de espacios clásico en el contexto de
los espacios de funciones derivables. Dada una función f : �→ � consideramos
su función incremental

∆t f (x) = f (x + t )− f (x)

y, para controlar su tamaño y el de sus derivadas, consideramos la norma mixta

‖ f ‖=
�∫ ∞
−∞

�∫ ∞
−∞

w−p0 (|t |)��∆t f (m)(x)
��p0 d x
�p0/p1

d t

�1/p0

,

donde p0, p1 son índices positivos quizás infinitos (en cuyo caso debemos consi-
derar la norma del supremo), m ∈ �, y w es una cierta función de ponderación.
Usualmente la función de ponderación considerada es una función potencial, de
la forma w(t ) = |t |a con 0 ≤ a < 1, de modo que m + a representa el grado de
derivabilidad de las funciones del espacio. Este tipo de espacios fueron introduci-
dos por Oleg Vladimirovich Besov en 1961 en [7]. Si consideramos otro tipo de
ponderaciones obtenemos los espacios de Besov de derivabilidad generalizada, que
fueron introducidos en mi tesis doctoral [2].

El manejo de espacios definidos a través de derivadas o incrementos no es
sencillo. Por ello es importante, para su comprensión y uso, disponer de descrip-
ciones alternativas (caracterizaciones) de estos espacios. Nosotros nos centraremos
en descripciones de tres tipos:

Caracterizaciones de Littlewood-Paley. Fijamos una función, que llama-
mos φ, con buenas propiedades. Intentamos dar una caracterización del es-
pacio en la que, en lugar del tamaño de la función incremental de las funcio-
nes f , consideramos el tamaño de las convoluciones

F (t , x) =φt ∗ f (x) = t
∫ ∞
−∞
φ(t y) f (x − y)d y, t > 0, x ∈�.

Es decir, perseguimos expresar la pertenencia de la función f al espacio de
Besov en términos de que una adecuada norma mixta de la función F sea
finita. En la versión discreta de este tipo de resultados, caracterizamos la per-
tenencia de f al espacio de Besov en términos de una norma mixta calculada
sobre φ2 j ∗ f (x) ( j ∈�, x ∈�).
Descripciones en términos de análisis multiresolución. Consideramos la
función madre, que llamamos ψ, de una base de ondículas hilbertiana, en
el sentido introducido por Pierre Gilles Lemarié y Yves Meyer en [11]. A

16 Núm. 26 (2014), pp. 13–18 Zubía
ISSN 1131-5423 Monográfico
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partir de esta función madre construimos, mediante traslación y dilatación,
la base de ondículas

ψ j ,k (x) = 2 j/2ψ(2 j x − k), j , k ∈�.

Toda función f (para ser más preciso, toda distribución temperada, concep-
to popularizado por Laurent Schwartz, ver [15]) tiene una expresión única
como una suma infinita

f =
∑
j ,k∈�

c j ,kψ j ,k

para unos ciertos coeficientes reales c j ,k , de modo que podemos intentar des-
cribir el tamaño de f en términos del tamaño de la sucesión de coeficientes,
es decir, calculando una adecuada norma mixta sobre la sucesión doble (c j ,k ).

Descomposiciones atómicas.Un intervalo diádico es un intervalo de la for-
ma 2 j [k , k+1], donde j y k son números enteros. Un átomo asociado a este
intervalo (o sea, un ( j , k)-átomo) es una función indefinidamente derivable
con una cantidad suficiente de momentos nulos, de tamaño acotado y que es
nula lejos del intervalo. Puesto que los átomos son funciones fácilmente ma-
nejables, es interesante caracterizar las funciones en un cierto espacio como
aquéellas que pueden escribirse como una suma infinita de la forma

∑
j ,k∈�

c j ,k a j ,k ,

donde cada aj ,k es un ( j , k)-átomo y la sucesión de coeficientes (c j ,k ) tiene
una cierta condición de tamaño, expresada de nuevo como una normamixta.

Resultados en esta línea logrados con mi aportación, y aplicaciones de los mismos,
para espacios de Besov de derivabilidad generalizada, pueden encontrarse en los
trabajos [3, 4, 5].

En Matemáticas, siempre que aparece un concepto (un tipo de conjuntos que
tienen una determinada estructura) tenemos que considerar las aplicaciones biyec-
tivas que conservan la estructura (es decir, los isomorfismos). Los conjuntos estu-
diados en el Análisis Funcional son espacios vectoriales en los que hay una noción
de aproximación (o, lo que es lo mismo, una noción de continuidad). El marco
más general que engloba su estudio es el de los llamados espacios vectoriales topo-
lógicos. Los isomorfismos, en este marco, son las aplicaciones lineales continuas y
con inversa continua. Los espacios de Besov se engloban dentro de la clase más
usual y estudiada de espacios vectoriales topológicos, la de los llamados espacios
quasi-Banach. Desde un punto de vista teórico, es interesante identificar, o dis-
tinguir, mediante isomorfismo, los espacios de Besov. Este avance, en el que he
participado, ha sido realizado recientemente:
Teorema (Ver [1]). Dos espacios de Besov de derivabilidad generalizada son isomor-
fos si y sólo si los índices p0, q0 de ambos espacios coinciden. En particular el grado de
derivabilidad no interviene en la clase por isomorfismo de los espacios.

Zubía Núm. 26 (2014), pp. 13–18
Monográfico ISSN 1131-5423 17
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