
��������	
 ������
���������


�������	��������������������	����������
���������������������

�����	��������������������	����������
���������������������
��������

���������	
 ���
 �������	��
 ��
 ������
 ���	��
�����������	
 �����������

���������	
 ����
 	����
 ����	
 ������	����
 ������������

���������	
��������
����������������
�������������� ����
�����
����
������������

�������
��������	��
���
	��	����
��
����	
����	��
�	
���������	��
��
��
	���������
����
�������
	�����
�������
��
������
���
��	��	���	��
��
���
�������
��

���	���
�
�	�����
��
��������
��
��
��������
�
�������	�
�	
��������
�����	
�������
	�����
��
���������
��
	��	�� �
���
�����	
������
�
������
����
���
���������
����
��� ����
�������
����
��
��������	
����������
������
���������
������
����
�������
��
�����
��
�����	���
��������������
�����
���
�������
����
�������
�
������
��
�����
�	
���
�����
��
�����
����
������
��
��	��	
��
��	���
�������
�
���
��!��
�
�����
����	��
���������
��
�	�
���	���
��	�
�����	������������������������������������������������������ �����������������������!�������"�����������#����$�����
��#���������#�����������"������������#������������%

�
�&���&
�	�	����
���
�����	���
������	�
��
���������	�
��
	�����
���
��"	�
	�#
����	��
$����	�
���
��	���		�
��
�����
��
���	��
�	�
�	����
���
�������
����
��
��
��������
�	�
��������%
��#�����
����
������
���	
����
�	�	���	�
 ��������
 �����
 ��
 ����
 ���
 ����
 ���������
 &��
 ������
 ���#�
 ��#
 ����������
 ��������	
 '�
�����������
�����
���
�����	�
����		�
����������
�����	��(
��	
��
����
���
������	�
�	�
������	�
���
#��
�
����
���#�
	
�����
��
�����	�
���
��
��	���	
��
�����	�
�������
���
���
������
�	�
�
���	�)�
�����
�����
����	��
'�(�)*�+���������������,���������������������-�,������������������ ��������"��������������.����#����������#������������#����������%

��������� 	�
�����������������
���
����� �������������������

����������������������������������
�������������������������������������������������������� �!�	��
"������������������������������������������������������ �!�	��

������	
��

� ���������� 	
��������� �
����
��� ������� ���� ������������� ��������� 	�����
��� 	
������ ��������
� ������������������������������
����
�� ���������� ����������������������
� ���������� ��������� ��� ��������� ��	 ���
�
 ������������� ����������
� ���
��������������
�� ���
���� �������
�  �������� ��� ����������
�� !����"�������	������������
����������� �����
 ������� ����������������� ������� ���� �
����

� ������� ��� �������������� ���� ����������
#� $�������%�������� ���� ����������
Ω $���������� ��	������������ �������������&'
Ω��� $���������������������� �������������&'
λ �
���������������(�������������������������������

��� ���
���

� ����������������������)�������*�+)�,)�-)��

��������������

�������������� ��� ��
���� ��� ��� ���� ����� ���� 
�����.
���������#��
���������������������
����)�����������)
�����������������������������������/��/��/��0
��	"���)
�������������������������������
�����/�������������.
�"��1� 	
������������������������1�������'

�
�0
������������0
������ ��������������������� �����.
�
������� �� ��������)� ��� ������� �� 0
�� ��� ��� /
����)� �
������ ��� ��� /������)� �� /�������������� ���� ����� 1� ��� /�
����������������������������
���������������2��������
�����������������������3�����(���������������������
����� �
����� ��� ����'

(����������������
��������������"��/��������������	
����
������������������������
�����������������
�����4�������
.
������� ���� ����� ��� ����
����� /�� ������� �����0
���
��� ���	����4� ��� ���� ����'�5��� ��� ������ �������
�#�������������������)�0
��/������������������6�.

�������#�$%������%����
����&$%������%���
��&�#���$%������%���

'��!����(�������&����(��)�����������*�
�������������%����%� +�
������������,�&����(��!��-�����*�!����.�����
������������������������������������)��������&��-�



SIMULACIÓN DEL CRECIMIENTO DE TALLOS USANDO OPTIMIZACIÓN TOPOLÓGICA

22 REVISTA INGENIERÍA E INVESTIGACIÓN No. 56, DICIEMBRE DE 2004

pecies ingenieras autogénicas� ya que cambiando sus
estructuras físicas pueden resolver los problemas de in-
geniería que se les presenta debido a su altura, volumen,
peso y longevidad.

II. Biomecánica del tallo y su crecimiento
Desde que empezó la evolución de las plantas terrestres,
éstas se vieron en la necesidad de resolver dos nuevas
problemáticas: soportar cargas y absorber y transportar el
agua y nutrientes presentes en el suelo. Lo anterior, junto
con la necesidad de absorber el dióxido de carbono de la
atmósfera necesario para su nutrición, fueron el motor
que impulsó el surgimiento de diversas estructuras espe-
cíficas que permitieran solucionar tales problemas.

A falta de un esqueleto como el que poseen los anima-
les, las plantas desarrollaron una pared celular compuesta
de fibrillas de celulosa para soportar las cargas a tensión.
La rigidez que le agregó pared celular al cuerpo de las
plantas hizo que desarrollara un sistema circulatorio  ba-
sado en mecanismos físico-químicos, y permitió que
empezaran a alzarse por encima del suelo.

A medida que aumentaba la altura de crecimiento, las
condiciones de carga cambiaban ya que se empezaba a
luchar contra la gravedad, haciéndose presentes cargas
de compresión y de flexión que las fibrillas de celulosa
no podían soportar; esto derivó en la aparición de la lignina
entre los componentes de la pared celular; sin ella, los
árboles apenas alcanzarían una altura máxima de medio
metro. La evolución y especialización de las estructuras
continuó a través del tiempo, a tal punto que la anatomía
general de cualquier planta terrestre vascular está com-
puesta por órganos vegetativos (raíz, tallo y hojas), órga-
nos reproductores (flores) y órganos propagadores (frutos
y semillas).

El tallo se convirtió en el encargado de brindar soporte a
las hojas y demás órganos superiores y transportar el agua
y nutrientes desde la raíz hasta las hojas. Un tallo está
compuesto generalmente por las partes que se muestran
en la Fig. 1: los nudos son abultamientos donde se inser-
tan los pecíolos de las hojas y nacen yemas, los entrenudos
son los espacios comprendidos entre dos nudos consecu-
tivos, y las yemas, conformadas por tejido embrionario,
son las encargadas del crecimiento de nuevos órganos.

A. Mecanismos de ramificación

La arquitectura1  de una planta depende principalmente
de dos factores: la información genética y el entorno. Los
genes poseen la información primaria según la cual el
tallo empezará a ramificarse (genotipo de la planta), sin
embargo, de acuerdo al entorno que rodea a la planta
ésta puede modificar su �plan de crecimiento� para dar
origen a su forma actual (fenotipo).

Aunque cada planta tiene una forma distinta, existen va-
rios sistemas de ramificación que se han observado en

ellas y que son recurrentes. Estos sistemas se han clasifi-
cado en dos grandes grupos: de ramificación terminal y
ramificación lateral.

Como lo ilustra la Fig. 2, en los sistemas de ramificación
terminal las ramas crecen en la parte terminal del tallo.
Puede ser dicotómico, cuando nacen dos ramas diver-
gentes, o policotómico o simpodial, cuando nacen varias
ramas.

Fig. 1. Partes de un tallo.

Fuente: http://espanol.geocities.com/ueb2001/

(a) (b)

Fig. 2. Sistemas de ramificación terminal. (a)dicotómico
(b) policotómico o simpodial.
Fuente:http://espanol.geocities.com/ueb2001/
Resumen/botanica/tallo.htm

Los sistemas de ramificación lateral, Fig. 3, son aquellos
en los que las ramas crecen a los costados del tallo. Se
puede presentar crecimiento aislado, cuando cada rama
nace en un nodo independiente; opuesto, cuando en un
solo nodo nacen dos ramas enfrentadas, y  verticilado,
cuando de un solo nudo nacen varias ramas.

1 Al hablar de la arquitectura  de una planta se hace  referencia al sistema
de ramificación que adopta para su crecimiento.
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(a)  (b) (c)

Fig. 3. Sistemas de ramificación lateral. (a)aislado (b)
opuesto (c) verticilado.
Fuente:http://espanol.geocities.com/ueb2001/
Resumen/botanica/tallo.htm

Independientemente de los mecanismos de ramificación
que el tallo siga y de las influencias que se puedan pre-
sentar debidas al entorno, siempre se cumple el siguien-
te precepto: �La estructura de las plantas siempre se apar-
tan espontáneamente - sin necesidad de recurrir a cálculos
matemáticos- economizando material en las zonas en las
que se producen mayores solicitaciones, fieles al principio
de que la materia tiende a asumir la geometría que mini-
miza la energía�2 . Lo anterior, como se explicará a conti-
nuación, es lo que justifica el uso de la optimización
topológica para simular el crecimiento de tallos.

III. El modelo de optimización topológica y
su aplicación para simular el crecimiento
de tallos

A. Definición del problema de optimización
topológica

El problema de optimización topológica y su procedimiento
de solución fueron definidos por el matemático danés
Martin P. Bends∅e, profesor del Departamento de Mate-
máticas de la Universidad Técnica de Dinamarca3 , en la
década de los Ochenta, bajo el nombre de �Diseño de
mínima flexibilidad (máxima rigidez)�4 . El planteamiento
del problema es el siguiente:

Supóngase que se pretende diseñar un componente
mecánico hecho de un material isotrópico que ocupa un
espacio Ωmat contenido en un dominio de referencia Ω, el
cual debe ser escogido de tal forma que permita definir
los soportes y las cargas aplicadas. El objetivo del método
es encontrar que puntos de Ω deben pertenecer a Ωmat

para que la energía de deformación del componente
mecánico alcance un valor mínimo, bajo la condición de
que el volumen que ocupe Ωmat debe ser un porcentaje
fijo del volumen de Ω.

En la Fig. 4 se muestra la configuración general de un
problema de optimización topológica. Se observa que Ω
está compuesto de tres tipos de regiones:

� Región vacía: constituida por los puntos en los cuales
no hay presencia de material isotrópico, por lo tanto,
son puntos que nunca pertenecerán a Ωµατ

� Región sólida: constituida por los puntos en los que se
tiene certeza de la presencia de material, es decir, se
sabe de antemano que pertenecen a Ωµατ.

� Región de diseño: constituida por los puntos entre los
cuales se seleccionarán los que deben pertenecer a
Ωµατ, es decir, es la zona en la cual se llevará a cabo la
optimización topológica

Fig. 4. Problema básico de optimización topológica.

En pocas palabras, lo que pretende el método es generar
a partir de dominio totalmente sólido un nuevo cuerpo
con agujeros producto de un procedimiento heurístico en
el cual se adiciona material isotrópico en las zonas donde

2 Tomado de Pardos, José Alberto
3 Technical University of Denmark: DTU.
4 Minimum Compliance Design.

existen requerimientos altos de carga  y se elimina de las
regiones donde no es necesario.

Minimizar la energía de deformación del cuerpo implica
calcular los desplazamientos que se  producen debido a
la acción de las cargas aplicadas. Para ello, se soluciona la
ecuación de elasticidad lineal usando el Método de los
elementos finitos, con el cual se obtiene un  sistema
matricial de la forma

       (1)

Se crea como variable de diseño la densidad relativa  del
enésimo elemento finito xe, la cual tomará valores dentro
del intervalo [0,1]: si el elemento debe pertenecer al
cuerpo sólido xe tomará el valor de 1, en caso contrario
tomará el valor de 0. En base a lo anterior, la función
objetivo (la energía por deformación) se expresa de la
forma

  (2)
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Siendo:

  (3)

Ya que no es deseable que se presenten densidades rela-
tivas con valores intermedios, sino que la mayoría sean
valores binarios entre 0 y 1, se penaliza la densidad rela-
tiva mediante un exponente de penalización p, cuyo valor
estándar es 3, por lo que las ecuaciones (2) y (3) se
redefinen como

    (4)

   (5)

Como se mencionó, la cantidad de material está restrin-
gida: el volumen final del nuevo cuerpo será una fracción
del volumen inicial que ocupa el material base. Por lo
tanto, se define la restricción de la fracción volumétrica f,
de la forma:

   (6)

Donde V es el volumen optimizado y V0 es el volumen
inicial. V está definido por la ecuación. (7)

   (7)

Finalmente, es posible plantear por completo el proble-
ma de optimización topológica como sigue:

Minimizar:

Sujeto a:        (8)

                   

                    

B. Procedimiento heurístico para la solución del
problema de optimización topológica

Para la solución del problema se emplean multiplicadores
de Lagrange; suponiendo que las cargas son independien-
tes del diseño, y que la restricción de los valores de la
densidad relativa no está activa, se obtiene finalmente
que la derivada del lagrangiano respecto a las variables de
diseño estará dada por la expresión

 (10)

Con

   (11)

Definiendo la energía de deformación de un elemento
sólido qc  como

   (12)

Es posible actualizar el valor de las densidades relativas
usando la Ecuación de Densidad de Energía Constante

   (13)

Ya que no habrá un cambio significativo en el valor de las
densidades relativas con un único cálculo, se hace evi-
dente la necesidad de un procedimiento heurístico de
solución. Basándose en las Ec. (13) se puede afirmar  que
el valor de xe para la iteración k+1 será

  (14)

Siendo z  un factor de amortiguamiento, el cual permite
estabilizar la iteración. Definiendo un límite de movimiento
m, el cual se usará para hacer que los valores intermedios
de las densidades relativas tiendan  con mayor rapidez a
valores entre 0 y 1, se puede definir el siguiente esque-
ma heurístico para actualizar en cada iteración el valor de
las  variables de diseño:

IV. Simulación del crecimiento de tallos
usando ansys

La optimización topológica ha demostrado desde su naci-
miento que es un método muy eficiente para el diseño
estructural; debido a ello varias industrias, entre otras la
automotriz y la aeroespacial, la han acogido como herra-
mienta fundamental en sus procesos de diseño mecáni-
co. Su popularización e importancia como campo de in-
vestigación ha venido en aumento, hasta el punto en el
que varias empresas dedicadas a desarrollar software CAE5

y FEA la han incorporado dentro de sus herramientas de
análisis.

Para la simulación fue escogido el programa de elemen-
tos finitos Ansys6 , ya que la Universidad Nacional cuenta
con una licencia para su uso. Los problemas se definie-
ron, como se muestra en la Fig. 5, en dos dimensiones,
usando como dominio inicial un rectángulo con una re-
gión sólida que simula un tallo primario que se encuentra
restringido en su parte inferior tanto en X como en Y,

5 CAE: Computer Aided Engineering, ingeniería asistida por computador
6 Marca registrada por Ansys Inc.
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