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Resumen

El objetivo de esta investigacion es obtener un principio de calculo de primas, para el ramo
de vida, basado en una medida de riesgo coherente, la llamada Esperanza Distorsionada
transformada proporcional del tanto instantaneo, que justifique la recomendacion de Solvencia |l
de incrementar los tantos instantaneos de mortalidad y conseguir de este modo una prima
recargada de manera implicita para hacer frente a las desviaciones de siniestralidad real con
respecto a la esperada. En este articulo se ha seleccionado la modalidad de seguro vida entera,
calculandose la prima unica de riesgo para las cuatro leyes de supervivencia mas aceptadas,

como son la primera y segunda de Dormoy, ley de Gomperzt y ley de Makeham.

Abstract

The goal of this research is to obtain a premium calculation principle, for the life business,
based on a coherent risk measure, distorted probabilities with the Wang distortion function in the
form of power, called “Proportional Hazards (PH) Transforms”. It justifies the recommendation of
Solvency Il to increase or decrease, according to the type of insurance chosen, the mortality
instantaneous rate and thus get an implicitly surcharged premium to deal deviations of actual
claims regarding expected. Whole life insurance has been selected for this research, and the
premium risk has been calculated for the four accepted laws of survival, such as the first and

second Dormoy, Gomperzt law and Makeham law.

Cadigo Jel: M20
Palabras clave: Recargo implicito, Funcion de distorsion, Leyes de supervivencia, Transformada del
tanto instantaneo, medida de riesgo coherente, seguro vida entera. Implicit surcharge, Distortion function,

Hazards transform risk, Law of survival, Coherent risk measure, Whole life insurance.
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1. Introduccion

El riesgo asociado a eventos aleatorios representa el factor mas importante dentro del entorno
asegurador, tanto en el ramo de vida como en el de no vida. El seguro es una medida de prevencion de un
acontecimiento incierto, que en el caso de los seguros de vida se sabe que se producira pero no se sabe
cuando acaecera. Como en la vida no siempre es factible evitar los riesgos, cuando éstos se producen
suele conllevar una pérdida de los ingresos o de los ahorros. Es por esta razén por lo que surge la
cuantificacion del riesgo y su aseguramiento. Ante la situacion que se esta viviendo en los ultimos afos, las
entidades aseguradoras tienen como una de sus prioridades saber cuantificar los riesgos que les afectan de
una manera correcta y con las técnicas estadisticas-matematicas apropiadas, para asi conseguir que su
nivel de recursos propios sea acorde con el ejercicio de su actividad. Llevan a cabo analisis periédicos de su
capacidad financiera (solvencia) para poder hacer frente a los riesgos a los que se enfrentaran. Y es
precisamente en esta idea de ajuste en la que se sustenta una directiva que afecta a los paises de la UE:
Solvencia I, cuyo objetivo es lograr una mejor defensa de los asegurados europeos a través de una
adecuada evaluacion del riesgo, esto es, sabiendo identificar las causas que pueden ocasionar pérdidas a

las entidades aseguradoras, asi como la correcta medicion del mismo.

El origen de Solvencia Il se situa en el afio 2001 con los informes elaborados por la empresa KPMG
y por la conferencia de las actividades supervisoras de los estados miembros de la UE. En dichos informes
se han establecido las bases para el desarrollo de las tres cuestiones basicas de Solvencia Il, que son las

que a continuacién se detallan.

- La fijacién de los tres pilares basicos en los que se sustenta la directiva comunitaria, similares a
Basilea Il para entidades de crédito;

- La especificacion de los problemas de solvencia a los que se enfrentan las companias de seguros,
asi como la anticipacion a los mismos; y

- El establecimiento de los requerimientos cuantitativos de capital para hacer frente a los riesgos de

las companias, para de este modo poderlos supervisar.
Los informes técnicos desarrollados hasta la fecha, que son el desarrollo de Solvencia Il, se

denomina QIS. Este cuenta con diferentes capitulos (QIS1, QIS2, QIS3, QIS4 y QIS5), siendo el sexto el

que actualmente esta en proceso de elaboracion.
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En la figura 1 se muestra el esquema de trabajo de Solvencia .

FIGURA 1: SOLVENCIA I
Solvencia Il
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- Requerimientos cuantitativos de capital
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II. Directivas y reglamento e Segundo: Entidad
de la Comision. supervisora.

ITII. Comité Cientifico (Guias e Tercero: Imagen de
+ normas no obligatorias). transparencia por las

IV. Seguimiento y vigilancia aseguradoras.
de la Comision Europea.

Triple Objetivo:
1. Integracién mercado Unico europeo de seguros.

2. Fomentar un sector seuro.

3. Convergencia y supervision de supervisores.
Fuente: Elaboracion propia
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Por todos los razonamientos anteriores, se puede afirmar que una entidad aseguradora no
presentaria problemas de solvencia para el pago de las prestaciones cubiertas en las pdlizas, ni tampoco
presentaria pérdidas, si no se produjeran desviaciones desfavorables de la siniestralidad real con respecto a
la esperada. Como en la realidad dichas desviaciones se producen, Solvencia Il, en el informe técnico
QIS5, establece vy fija determinados niveles de capital exigibles a las aseguradoras para el ramo de vida, asi
como el incremento que ha de experimentar el tanto instantaneo de mortalidad en el ramo de vida, trabajo al
que se orienta este articulo, para evitar dichas desviaciones, en concreto para el seguro con cobertura de

fallecimiento.

En las companias de seguro del ramo de vida, es una practica habitual fijar un recargo de seguridad
implicito para protegerse del riesgo que se origina como consecuencia de las desviaciones desfavorables
de la siniestralidad real con respecto a la esperada. Lo que pretende la compadia, pues, con dicho recargo

es otorgar estabilidad a la empresa aseguradora.

Como se indica en el informe QIS5 Technical Specifications (Working Document of the Commission
services, European Commission, (2010)), en los seguros de vida con cobertura de fallecimiento, el recargo
de seguridad no suele formularse de forma explicita, pero existe de forma implicita cuando las
probabilidades de fallecimiento estimadas con la tabla de mortalidad empleada son mayores que las reales
del grupo humano considerado. De este modo se produce un incremento en el tanto instantaneo de
mortalidad. SOLVENCIA 1l recomienda un capital a la compafiia aseguradora, para hacer frente a las
desviaciones desfavorables que puedan surgir, que se obtenga de incrementar dicho tanto en un 15%, de
un modo permanente y para todas las edades y pdlizas que comprenden la cartera. De este modo la

liquidez y solvencia de la entidad se encontraran garantizadas.

En 1995 Wang, en su articulo de la revista Insurance, Mathematics & Economics, titulado “Insurance
pricing and increased limits by proportional hazards transforms”, ya propone un principio de calculo de prima
recargada para seguros del ramo no vida, a partir de la medida de riesgo coherente (Artzner, P (1999)), la

llamada esperanza distorsionada con la funcion de distorsion de Wang en su forma de potencia,
1
(transformada proporcional del tanto instantaneo’), teniendo la funcion de distorsién la forma g(u)=u’,

siendo condicion necesaria para que dicha medida de riesgo sea coherente que el parametro p > 1.

Se sigue la linea de investigacion abierta por Wang, dado que se propone un principio de calculo de
prima, la esperanza distorsionada con la funcién de distorsiéon transformada proporcional del tanto
instantaneo, pero aplicado al ramo de vida. Se demuestra que el empleo de este principio de calculo de
primas produce el mismo efecto de aumento del tanto instantaneo que utilizar una tabla de mortalidad con

probabilidades de fallecimiento superiores, para la modalidad de seguro vida entera. Por tanto en este

! Denominada “Proportional Hazards Transforms” (PH)
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articulo se proporciona una modelizacion teérica, a partir de una medida de riesgo coherente, a una practica

habitual existente en el ramo de vida.

El objetivo que se pretende es obtener una expresion para la prima de riesgo recargada que esté
basada en la esperanza distorsionada en forma de potencia para la modalidad de seguro de fallecimiento
(vida entera). Para este seguro es necesario que el valor del parametro sea p < 1. Se demuestra que la
medida de riesgo definida para calcular la prima verifica los axiomas de medida de riesgo coherente, por lo

que este estudio supone una extension del de Wang (Wang, S (1995)).

Tomando en consideracion las indicaciones que hace SOLVENCIA |l a las companias de seguro en el

QIS5, el valor que debera tomar el parametro p para los seguros con cobertura de fallecimiento sera
p=0.15<1. En este articulo se ha ampliado el campo de variacion numeérico de dicho parametro para

poder llevar a cabo una comparacion, tanto numérica como grafica, entre la prima de riesgo recargada y la

prima de riesgo neta o sin recargar, y de este modo extraer conclusiones.

2. Principios de calculo de primas: cumplimiento de los axiomas de

coherencia

En toda empresa existen riesgos que pueden hacer peligrar su situacién econémica y llevarla, incluso
a la quiebra. La palabra riesgo va unida al azar, a la incertidumbre, luego por lo tanto esta relacionado con
la aleatoriedad en cuanto a su acaecimiento y la cuantia de la pérdida. Se puede definir como la
incertidumbre que existe de que un evento se produzca, en un determinado momento y bajo unas

condiciones concretas, originandose por ello unas pérdidas cuantificables.

Es preciso analizar los riesgos que afectan a las aseguradoras en el ramo de vida, con el fin de
realizar una buena gestion de los mismos, ya que el estudio de los riesgos no se limita a cuantificarlos
(medirlos) sino también a obtener una buena proteccion frente a los mismos e intentar prevenirlos. En este

articulo se va a centrar la atencion en el riesgo biométrico de mortalidad.

En la figura 2 se recogen los diferentes riesgos de las companiias aseguradoras:
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FIGURA 2: RIESGOS DE LAS COMPANIAS ASEGURADORAS

R. CREDITO RIFSGO R.MERCADO
COMPANILIAS ]

SEGURONS
R ADICTONAL T R. LIQUIDEZ
R. OPERACTONAL

Riesgo por contratar Riesgo de caida de cartera: Rescate v
Ramo Vida Reduccion
Riesgo Biométrico, especifico del
seguro de vida: Nortalidad.
Longevidad e Incapacidad.

Fuente: Elaboracion propia.

La gestidn del riesgo, orientado al ramo de vida, se considera que es la coordinacion perfecta entre
el riesgo asegurable (el fallecimiento o supervivencia del asegurado) y una reduccién adecuada de los
costes del seguro. Dicha gestion del riesgo es un objetivo a alcanzar por todas las empresas, ya que como
dice el teorema de Modigliani-Miller (1958), en su articulo “The cost of Capital, Corporate Finance and the
Theory of Investment”: una gestion eficiente del riesgo puede conducir a una serie de efectos positivos.
Dichos efectos son una reduccion de los impuestos, debido a una reduccion en la variabilidad del cash-flow,
un efecto beneficioso para una empresa, en el sentido que ésta puede tener un mejor acceso a los
mercados de capitales que los inversores individuales, asi como un aumento del valor de la empresa en
caso de quiebra (haciendo ademas a ésta menos probable en cuanto a su ocurrencia). No obstante si existe
una probabilidad de quiebra, por pequena que sea, ésta tendra un efecto muy negativo en los empleados y
clientela de la empresa. Centrandonos en empresas aseguradoras esta claro que muy pocos clientes
querran contratar una modalidad de seguro de vida con una aseguradora que se sabe cercana a la quiebra.

Por ultimo una gestion eficiente del riesgo facilita la obtencién de inversiones éptimas.

Para llevar a cabo una politica de gestion del riesgo eficiente sera preciso previamente que éste se
pueda cuantificar a través de alguna herramienta (medida de riesgo). Esta herramienta implica dos cosas.
Por una lado, que exista un dafo econémico potencial que se puede medir (en el caso del ramo de vida es
el fallecimiento o supervivencia del asegurado). Por otro lado, que se pueda cuantificar que probabilidad
existe que ocurra ese dano, esto es, la probabilidad de que ocurra el fallecimiento o supervivencia del

asegurado.
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El siguiente paso es definir que es una medida de riesgo. Se trata de un funcionalM : X — [0,00)

que hace corresponder a un riesgo X un numero real no negativo M(X) (que puede ser infinito), el cual

representa la cantidad adicional que se debe anadir a X (pérdida) para hacerlo aceptable (Gémez, E. y
Sarabia, JM (2008)).

La cuantificacion utilizando una medida de riesgo permite obtener un propésito cuadruple (Tse, Y-K
(2009). En primer lugar determinar el capital que necesita la compania en cuestion, para mantener un nivel
adecuado de solvencia. Se trata de un amortiguador frente a las pérdidas inesperadas que se pueden
producir en la empresa. El tamano de este capital depende no solo del nivel de crédito que la compania
espera alcanzar, sino también de la probabilidad de insolvencia que dicha compafia esta dispuesta a
asumir. De cualquier modo, el primer paso que ha de dar la compafiia para determina el nivel de capital
requerido es cuantificar los posibles riesgos a los que se enfrenta. En segundo lugar, determinar la prima del
seguro. La prima es el coste que supone para el asegurado la transferencia del riesgo de sufrir una pérdida
a la compania aseguradora. La prima cobrada al asegurado deberia ser directamente proporcional con la
pérdida potencial. Por lo tanto, una medida de riesgo adecuada es importante para determinar la prima del
seguro. En tercer lugar, gestionar el riesgo interno de la empresa. La evaluacion interna de la empresa sera
una labor mucho mas sencilla si se encuentran cuantificados de una manera clara los riesgos. Tal como
establece Solvencia Il, en su pilar |, se deben de establecer mecanismos de regulacion en lo que respecta a
los niveles de capital propios que ha de tener una compafia de seguros para poder hacer frente a los
riesgos asumidos. Y por ultimo, generar informes de regulacion externa. En lo referente a la solvencia de
una compania de seguros, los 6rganos reguladores han intentado institucionalizar el entorno regulador de la
generacion de informes, asi como el establecimiento de una adecuada supervisién de tales informes.
Solvencia I, en su pilar Il establece que dichos érganos reguladores o supervisores son los que han de
controlar la situacion financiera de las entidades aseguradoras: controlar la exposicion al riesgo de cada
entidad de seguros, establecer modelos internos de gestion del riesgo, conseguir que el gobierno
corporativo de las entidades se caracterice por la profesionalidad asi como poder solicitar, si se estima

conveniente, capitales extras a los calculados analizando cada compania de manera individualizada.

El medir el riesgo es un hecho que ha originado multiples publicaciones (Artzner, P. (1999); Denuit,
D. Dhaene, J. Goovaerts, M. Kaas, R (2005); Landsman, Z. Sherris, M (2001); Wang, S (2000)).Una medida
de riesgo ha de permitir poder calcular de una manera correcta las primas que ha de cobrar una compania
de seguros. Y se entiende por una manera correcta el que dichas primas reflejen adecuadamente la
incertidumbre que va inherente en la distribucién de la variable aleatoria definida con anterioridad como X
(pérdida). Diferentes autores han seleccionado una serie de principios para establecer un grupo de
requisitos que se entiende debe de satisfacer una medida de riesgo, a pesar de que en la literatura actuarial
no existe un criterio unificado sobre que propiedades son las que debe de cumplir una medida de riesgo. No

obstante se van a enunciar las propiedades mas comunmente aceptadas (Artzner ,P. Delbaen, F. Eber, JM.
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Heath, D. (1999)) para luego establecer las que se han de cumplir para que la medida de riesgo sea

considerada coherente, y, por lo tanto, poderla aplicar en este trabajoz.

FIGURA 3: PROPIEDADES DE LAS MEDIDAS DE RIESGO

PROPIEDADES DE LAS MEDIDAS DE RIESGO MEDIDA DE RIESGO
COHERENTE

Margen Seguridad acotado M(X) > E(X)

por la esperanza

Riesgo constante M(c)=c ¢c=20

No exceso M(X) £ Max.(X)

Monotonia X,(0), X,(0), ® € Q tal que MONOTONIA

X, () £ X, () entonces se cumple que

M(X,)<M(X,).
Invarianza por traslaciones M(X+a)=M(X)+a INVARIANZA POR
TRASLACIONES
Homogeneidad Positiva M(aX)=aM(X) a>0 HOMOGENEIDAD
POSITIVA
Aditividad de Riesgos M(X, +X,)=M(X,)+M(X,) La medida
COmONEEEmE de riesgo suma global de los riesgos es
igual a la suma de las medidas de riesgo de
cada uno de los mismos
Subaditividad M(X, +X,) <M(X,)+M(X,) SUBADITIVIDAD

Fuente: Elaboracion propia

Es bastante dificil que una medida de riesgo cumpla todas las propiedades que acabamos de revisar.
Es por esto por lo que los autores anteriormente citados establecieron una seleccion de estas propiedades,
de modo que las medidas de riesgo que cumplan con dicha seleccion se consideran pues coherentes para
lograr una gestion eficiente. Esta seleccion se muestra en la figura 3.

Por criterio de coherencia se entiende aquel que proporciona contribuciones al riesgo
econémicamente racionales. Dado que lo que hace una medida de riesgo es asignar a una variable

aleatoria un numero, que en este caso es la prima, para evitar inconsistencias en dicha asignacion y que

2 Como se ve mas adelante, s6lo se han de verificar cuatro de las propiedades para que una medida de riesgo sea
considerada coherente.
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dicha medida de riesgo lleve a cabo una gestion éptima y eficiente del mismo, es preciso que cumpla cuatro
de las propiedades anteriormente enumeradas. Dichos criterios de coherencia han de ser compatibles con
la evaluacién ajustada al riesgo, de modo que proporcionen una informacion correcta sobre los activos

financieros, permitiendo asi su adecuada gestion (Tasche, D (2000)).

Homogeneidad Positiva

Invarianza a las traslaciones o Consistencia.
Monotonia.

Subaditividad.

A wbdE

Se hace necesaria una interpretacion de cada una de las cuatro propiedades anteriores aplicada al

ramo de vida asegurador.

Una posible interpretacién de la propiedad homogeneidad positiva significa que si se producen
efectos inflacionistas al alza o a la baja o de cambio en la unidad de medida que afecten a la cuantia de esa

pérdida, estos efectos se reflejan de una manera directamente proporcional en dicha prima.

Una posible interpretacion de la propiedad invarianza a las traslaciones significa que si el riesgo
cubierto por la companfia aseguradora se ve incrementado por algun factor externo, convirtiéndose asi en un
riesgo mayor para la compania, este efecto negativo ha de trasladarse directamente de manera aditiva a la

prima que cobra la compadia.

Una posible interpretacién de la propiedad monotonia implica que si una compafia soporta la
cobertura de un riesgo que es peor que otro, légicamente por el riesgo que es mas dafiino para la

compafiia, ésta debera de tener que cobrar una prima mas elevada al tomador de la pdliza.

Una posible interpretacion de la propiedad de subaditividad significa que en una compafia de
seguros que cuenta con una cartera compuesta por n pdlizas, el riesgo global al considerar todas las poélizas
de la cartera ha de ser menor o igual al riesgo de considerar cada una de las pdlizas de manera
individualizada, dado que al considerar la totalidad de la cartera los riesgos de cada pdliza se compensan

los unos con los otros.

Un principio de calculo de prima es una medida de riesgo, dado que permite obtener una prima, que
es la cantidad de dinero minima que una compania de seguros debe de cobrar a sus tomadores para que a
dicha compaiiia le interese firmar el contrato de seguro. Por lo tanto, los principios de céalculo de primas son
ejemplos claros de medidas de riesgo. La caracteristica clara de éstos es que el numero real que resulta de
su aplicacion a la variable aleatoria del riesgo es el candidato para ser la prima asociada a la cobertura de la

prestacion de dicho riesgo aleatorio.

Por tanto, los principios de calculo de primas estan intimamente relacionados con las medidas de
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riesgo, dado que dichos principios han de reflejar el comportamiento del asegurador respecto al riesgo que

soporta como compania de seguros.

En la figura 4 se muestran los principios de calculo de primas con los que se trabaja, tanto en el

ramo del area de vida como en el de no vida.

FIGURA 4: CLASES DE PRINCIPIOS DE CALCULO DE PRIMAS

Propiedad P. Prima P. Valor P. P. P. P. Prima P. Funcién
Neta Esperado Varianza Desviacion Exponen Esscher Distorsion
tipica cial Wang
Monotonia Sl Sl NO NO Sl NO Sl
Subaditividad SI Sl NO NO NO NO SI
Invarianza a las Sl NO Sl Sl Sl Sl Sl
traslaciones
Homogeneidad Sl Sl NO Sl NO NO Sl
positiva

Fuente: Elaboracién propia

De los principios de calculo de primas que se muestran en la figura n° 4, el de la prima neta es el
que se aplica en el ramo de vida en la actualidad. El inconveniente que plantea es que no proporciona una
prima recargada, ni implicita ni explicitamente, a pesar de ser medida de riesgo coherente. Es por esto por
lo que las entidades han de modificar las probabilidades de fallecimiento para obtener las primas

recargadas y hacer frente de este modo a las desviaciones desfavorables de la siniestralidad real.

El principio del valor esperado, el de la varianza y el de la desviacion tipica proporcionan una prima
de riesgo recargada de manera explicita, pero no constituyen medida de riesgo coherente. Se aplican en el

ramo de no vida.

Con respecto al principio exponencial y al de la prima Esscher, estos proporcionan una prima de
riesgo recargada de manera implicita, pero tampoco constituyen medida de riesgo coherente.

El ultimo de los principios, el de la funcion de distorsion de Wang, proporciona una prima de riesgo
recargada de manera implicita, y ademas constituye medida de riesgo coherente. Se aplica en el ramo de

los seguros generales, y la aportacion de este articulo es su aplicacién en el ramo de vida asegurador.
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3 Principio de la funcién de distorsion de Wang: transformada

proporcional del tanto instantaneo

3.1 Funcién de Distorsion

Dado un riesgo, representado por la variable aleatoria pérdida X = 0, con funcién de distribucion y

funcion de supervivencia respectivamente

F(x) =P, (X <x) (1)
S(x)=1-F(x)
La pérdida esperada de dicha variable, expresada a partir de la funcion de supervivencia, tiene la

expresion:

E(X) = j: xf(x)dx =j: S, (x)dx 2)

Se trata ahora de obtener una prima recargada mas ajustada al riesgo basada en la denominada

funcion de distorsion.

Dada una funcién gno decreciente (Wang, (1995)) definida por g:[O,l] —)[0,1], con g(0)=0y
g(l)=1, llamada funciéon de distorsion, se define la prima de riesgo ajustada a la medida de riesgo

esperanza distorsionada como:

E, [X] =H(X) = I:g(SX (X)) dx, para un riesgo X con funcién de supervivencia S, (X). Es por

esto por lo que la funcién de distorsion g no puede ser cualquier funcién, dado que ha de verificar las

propiedades necesarias para que g(SX (x)) sea considerada funcidn de supervivencia, ya que lo que hace

dicha funcién g es transformar la funcion de supervivencia Sy (X).

Dado que g es una funcién no decreciente, y como la funcion de supervivencia S, (X) es una

funcién no creciente, la transformada g(SX (x)) es una funcién no creciente. A esta funcién que transforma

la funcion de supervivencia se la denomina funcién de supervivencia ajustada al riesgo (Wang, (1995)).
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Luego la finalidad de la funcién de distorsién es transformar una distribuciéon de probabilidad SX(X)
en una nueva distribucion de la forma g(SX (X)) Y para ello es preciso que dicha funcion de distorsién
cumpla las propiedades que a continuacion se enuncian (Wang, (1996)), suponiendo que las funciones g y

S+ (X) sean derivables.

1. La funcién g(SX(x)) es una funcioén no creciente con respecto a x. Para ello, siendo g y S
derivables, su primera derivada ha de ser menor o igual a 0.

dg(SX (X))

Fr—— g'(Sx(x)) S« (x)<0 (3)

2. Lafuncion g(SX (x)) estad comprendida entre 0y 1 cuando X € [O;+oo]_
- S,(0)=1, luego g(S4(0))=g(l)=1.
- LimS, (x)=0, luego g(LimSX(X)) — (0)=0

3. Al verificar g(SX(x))Ias propiedades primera y segunda de la funciéon de supervivencia, y

siendo g y S, (X) funciones continuas, se puede considerar a la funcion de supervivencia

ajustada al riesgo como la funcién de supervivencia de otra variable aleatoria denotada por Y, con
la siguiente funcién de densidad:

dg(Sx(x))

- R =f =

(5, (0)S' (0 = £'(Sx (%)) (%)

Y se tiene que g'(SX(X)) es una funcion de ponderacion de la funcion de densidad fy (X) .

Ademas si g(x) es una funcion concava:

dg'(:i(X)) = g"(sx (X)) S'X (X) >0.

La funcion de distorsion permite definir una nueva variable aleatoria Y, ya que la funcién g(SX(x))

tiene las propiedades de funcién de supervivencia explicadas anteriormente. De este modo se ha recargado
la distribucion de probabilidad inicial, consiguiendo la distribuciéon de probabilidad ajustada al riesgo, o

también llamada distribucién de probabilidad distorsionada.
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3.2 Medidas de riesgo basadas en diferentes formas que adopta la funcion de

distorsiéon

Es importante indicar que, segun sea la forma que adopte la funcion de distorsion, esto conducira a
una u otra medida de riesgo. Es por esto por lo que se muestran diferentes ejemplos de medidas de riesgos
basados en diversas formas de la funcién de distorsion. (Whirch, JL. Hardy, M (1999); Tse, Y-K (2009)).

- Prima neta. Lleva asociada una funcion de distorsion lineal de la forma g(u) = u la cual verifica las

propiedades anteriormente explicadas para que sea considerada funcion de supervivencia.

Luego

H(X) = [ g(Sx(0)dx = [ *(Sx(x))dx = E(X) (4)

- Valor en riesgo. Se define:
Var, = [ "g(S,(x) Jdx

Esta medida de riesgo lleva asociada una funcion de distorsion de la siguiente forma:
g(SX(X)) =1 0<x<Var,
g(Sx(x))=0 x> Var,

Luego el calculo del Var mediante esta forma de la funcién de distorsion:

Var, = j g(Sy(x))x = j 2(Sy (x))dx + I\Zrég(sx(x))dx=

()
—I “ldx +

“ 0dx =(x )Ovari = Var,

Varﬁ

- TVar. Se le puede considerar como una medida alternativa al Var, ya que cuantifica las pérdidas
que pueden existir en las colas de las distribuciones La forma que tiene la funcién de distorsion en este caso

es la que a continuacion se indica (con la condicién que X sea continua):
g(SX(X))zl 0<x<Var,

S, (%)
S =
g(Sx (%)) =

X > Varé
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Luego el calculo del TVar mediante esta forma de la funcién de distorsion es:
_ _ * X(X) _ Vaf:; ® SX(X) —
TVar—H(X)—jO Se(x))dx = j 1dx + j i dx =(x), +jwé—l_§ dx =
Sx®) 4
i

Integrando por partes la integral (Tse, (2009)):

= Var, +I

_ngzrésx(x)dx‘ (x8x(0))y,, ~ Jy,, X8'x (X)dx =

-8
= 1 —Var, S (Var fo(x)dx:
_é Var;

1 w
_ Q(—Varé(l —&))+ [Varé x Ty (x)dx
Por tanto:

1 o 1 o
TVar = Var, — Var, + Tz j 1 X () = e f, (x)dx (6)

Es importante resaltar como a partir de la funcién de distorsion de Wang se obtienen diferentes

medidas de riesgo ampliamente utilizadas.

- Transformada proporcional del tanto instantaneo. Este principio de calculo de primas tiene una

forma de funcién de distorsién con la siguiente expresion (Tse, (2009)):

1

g(u)=u” p>0 (7)

1
H(X) = '[ S (x) dx JO ( X(x))E dx . Esta forma de funcion de distorsion es la que se emplea

en esta investigacion.

Esta expresion es a nivel general, definiéndose una nueva variable aleatoria Y , a partir del riesgo

inicial denotado por X, con funcion de densidad y prima ajustada al riesgo dadas por:
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Sy ()= (Sx (X)) p>0
| (8)
I (X) = E(Y) = jo (Sy(x))dx

De la definicidon establecida en la ecuacion (8) se extraen las siguientes consecuencias.

1. La E(Y) es una funcién creciente con respecto de p.

Dado que la expresion Log(SX(X))<0 , a mayor p mayor prima ajustada al riesgo,

justificandose de este modo la interpretacion de dicho parametro como un indice de aversién al
riesgo, tal como indica Tse (2009).

Los tantos instantaneos de las variables aleatorias X e Y son proporcionales. En seguros no

vida (Wang (1995)), dada la variable aleatoria no negativa X con funcién de distribucion

F, (x)y funcion de supervivencia S, (x), dado que:

L - u)du L -1 x(u)du
S, (0= 5(0)° = [¢ M <

Por tanto se verifica que:

1
uy(t)=gux(t) p>0 t=0 )

Los tantos de las variables X e Y son proporcionales, y es por esto por lo que la nueva variable

aleatoria Y se denomina transformada proporcional del tanto instantaneo de la variable X , con parametro
p (Wang, (1996)).

En general, esta transformada soélo necesita que el parametro sea mayor que cero, pero en el
contexto de los seguros generales se considera que el parametro sea p >1, para asi proporcionar mas

peso a la cola de la distribucién del riesgo.

1

Sy (x) = g(Sx(x))=(Sx(x))r, con valores de p > 1.
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3.3 Calculo de la prima neta y la prima recargada implicitamente para la modalidad

de seguro Vida Entera, aplicando las cuatro leyes de supervivencia.

Se va a calcular la prima neta y la prima recargada para esta modalidad de seguro con cobertura de
fallecimiento, en tiempo continuo, con capital asegurado unitario, para una cabeza de edad x. En este caso,
el riesgo esta representado por la variable aleatoria T(x), vida residual o tiempo de vida desde la
contratacion de la pdliza hasta el fallecimiento del asegurado, siendo la edad de contratacion la edad

actuarial x.

Se tienen en cuenta los siguientes supuestos.

1. Se paga una unidad monetaria en el momento del fallecimiento.
El tipo de interés técnico es i.
Dada la variable aleatoria continua, edad de fallecimiento X, para un recién nacido , con funcién de
supervivencia S(x), la variable aleatoria T(x) tiene una funcién de distribucién denominada G,(t) y

una funcién de supervivencia Sy(t) cuyas expresiones en funcién de S(x) vienen dadas por :

S(x) —S(x +t) :1_S(x+t)
S(x) S(x)
S(x +t)
S(x)

Gx (t):
(10)
S, (1) =1-Gy (1) =

Aplicando el principio de equivalencia actuarial para obtener la prima pura uUnica se obtiene la
expresion (Bowers, JR. Newton, L. Gerber, H. Jones, D (1997)):

P= Ivthx(t) (11)
0

1
Siendo v :? el factor de actualizacion.
+1

Para adaptar este principio de equivalencia actuarial al calculo de primas basado en la funcién de

distorsion, se expresa esta integral en funcion de St).

P= j vthX(t)z—j vids, (1) (12)
0 0

Haciendo el cambio de variable v' =z y a continuacion integrando por partes se llega a la expresion

de la prima Unica de riesgo en términos de la funcion de supervivencia de la variable aleatoria vida residual:
1 Inz
P=1-[S, dz (13)
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En la figura 5 se muestran las primas Unicas de riesgo calculadas para las cuatro leyes de

supervivencia®.

FIGURA 5: PRIMAS UNICAS DE RIESGO

Leyes Supervivencia Prima Unica de Riesgo
Primera Ley de Dormoy P LnS
LnS+ Lnv
Segunda Ley de Dormoy ey Lanv LnS, +(2x+2)LnS,

LnS, +Lnv+2xLnS, +2lnS, LnS, +Lnv—+(2x+2)LnS,

Ley de Gompertz - Lnv < (Cxu Lng+an)—an
- g” (C"+1 Lng+LnV) - g (C”' Lng+LnV)

Ley de Makeham .- Lnv gC‘(InSJrIanrC*“Ing)—an
 g“(nS+Inv+C*Ing)  g(LnS+Lnv+C* Lng)

Fuente: Elaboracion propia. Tabla que relaciona las primas unicas de riesgo, calculadas por aplicacién del

principio de equivalencia actuarial, con cada una de las leyes de supervivencia.

Lo que se trata de hacer a continuacién es obtener una prima recargada transformando la funcion
de supervivencia por medio de una funcion de distorsién en forma de potencia, tal como se ha indicado en
la ecuacion (8):

1

1 —
Inz
P :1—[{3,( (—ﬂ" dz (14)
Inv
0
1
Para que la prima recargada sea mayor que la prima pura, el exponente debera ser —>1=p<I.

El objetivo que se busca es obtener una prima recargada mayor que la prima pura de riesgo, y esto

se consigue, en este caso en concreto, haciendo que el parametro p sea menor que la unidad.

Esta afirmacion se justifica de este modo. Conforme menor sea el parametro p, menor sera el valor

de la integral, por lo que la prima recargada sera mayor. Dicho de otro modo, en un seguro con cobertura

% Para un anélisis matematico completo, véase Hernandez, M (2013).

Revista Atlantica de Economia — Volumen 1 - 2013



Atlantic Review of Economics — 1st Volume - 2013

de fallecimiento, a la compafia aseguradora le interesa que el asegurado no fallezca o que lo haga lo mas
tarde posible, ya que si el ébito acaece pronto el resultado de la péliza sera negativo para la compafiia. Si
se considera un tanto mayor, entonces se recarga la prima (para p <1) luego la prima recargada sera
mayor, puesto que la compafiia cobrara mas dinero a los asegurados al presentar estos un tanto

instantaneo de mortalidad mayor.

1 L
El hecho de que el exponente — sea mayor que la unidad significa que para cada valor de t = ﬂ,

Lnv

la funcién de supervivencia distorsionada es menor que la inicial, dando esto lugar a que se considere que
el asegurado tiene un riesgo de fallecer mayor, como se ha explicado con anterioridad. De esta forma, al

considerarse una siniestralidad superior a la esperada, se obtiene una prima recargada.

Asi mismo, esta esperanza distorsionada cumple todas las propiedades de una medida de riesgo
coherente, en especial la de subaditividad (Hernandez, M (2013)), ya que el resto solo precisan del valor
del parametro mayor que 0.Wang demostré que se verificaba esta propiedad solo para el caso de que el

parametro p > 1 vy aplicado al entorno de los seguros generales.

La prima recargada obtenida en (14) coincide con la prima pura de otra variable Y, con el mismo
modelo de supervivencia que el de la variable inicial X, pero con un tanto instantdneo de mortalidad

proporcional al tanto instantaneo de dicha variable X. La demostracién esta recogida en el Apéndice A.

o0 l
P ==, vd(Sx(D)r (15)

1
Sise llama S, (t) = (SX (t))E , entonces la expresion final de la prima recargada es:

P =—[ vd(S, (1) (16)

La nueva expresiéon de prima obtenida se corresponde a la prima Unica de un seguro de la misma

modalidad (seguro de vida entera) pero para una nueva variable aleatoria llamada Y, cuya funcién de

1
supervivencia tiene la expresion S, (t) = (SX (t))E .
La expresion del tanto instantaneo de la variable Y es la siguiente:

Revista Atlantica de Economia — Volumen 1 - 2013



Atlantic Review of Economics — 1st Volume - 2013

1 L
o ssosopt
Sy() _ p IS0 g (17)
p

SY (t) (Sx (t))i p Sx (t)

Ly (t)y=-

siendo [ (t) el tanto instantaneo de la variable inicial X. Por tanto se llega al final de la demostracion
concluyendo que la prima recargada obtenida a partir de la medida de riesgo esperanza distorsionada

coincide con la prima pura obtenida para la misma ley de supervivencia, pero con un tanto proporcional, con

1
factor de proporcionalidad —.
p

En la figura 6 se muestran las primas Unicas de riesgo recargadas calculadas para las cuatro leyes
de supervivencia, mediante el empleo de la funcién de distorsion de Wang en forma de potencia.
(Hernandez, M. (2013)).

FIGURA 6: PRIMAS UNICAS DE RIESGO RECARGADAS

Leyes de supervivencia Prima Gnica riesgo recargada

Primera ley de Dormoy 1
LnS®
Prec = 1
LnS? + Lnv
Segunda ley de Dormoy Lt
Ln| S,’S, P
P =
ree L 2(x+1)l
Ln|S,"vS, .
Ley de Gompertz ol 1
g "(C"”Lng+[nvj—l_nv
P — P
rec Xl 1
g "(C"“I_ng+anj
p
Primera ley de Makeham e 1
g "(InS+CX“Lng+Lan—LnV
_ P p
(1l
g ?|-InS+C*"—Ing+Inv
p p
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Fuente: Elaboraciéon propia. Tabla que relaciona las primas unicas de riesgo recargadas
implicitamente, a través de la funcién de distorsién de Wang en forma de potencia, con cada una de las

leyes de supervivencia.

Para terminar con este apartado y con el objetivo de mostrar de una manera grafica cémo la prima de
riesgo recargada mediante esta medida de riesgo coherente, la transformada proporcional del tanto
instantaneo, es superior a la prima neta, y de este modo proporcionar una justificacion teérica a la practica
habitual que llevan a cabo las entidades aseguradoras de modificar las probabilidades de fallecimiento y
evitar asi las desviaciones desfavorables de la siniestralidad, se detallan unos graficos explicativos en base
a los valores que toma el parametro p < 1. Es necesario decir que La asignacién de los valores numéricos a
dicho parametro es uno de los puntos objeto de una futura linea de investigaciéon, dado que no se han
seguido criterios de solvencia y aversion al riesgo para su seleccion. No obstante se ha considerado la
recomendacion realizada por SOLVENCIA 1l en el documento QIS5, que dice que el valor del parametro se
recomienda sea de 0.15 para esta modalidad de seguro. Para este seguro con cobertura de fallecimiento se

han tomado valores del pardmetro p que oscilan desde 1 hasta 0.1, con disminuciones de valor 0.1. Con
estos valores asignados a p lo que se ha pretendido es demostrar, tanto matemética como graficamente

que la prima recargada obtenida mediante el empleo de la funcién de distorsion de Wang en su forma de

potencia es superior a la prima neta.

FIGURA 7: GRAFICOS EXPLICATIVOS DE LA PRIMA NETA Y LA PRIMA DE RIESGO

RECARGADA
N tiva de ambas pri A
. . ‘omparativa de ambas primas
Comparativa de ambas primas en L‘ ¢ l‘ ‘ l‘ ll - d ‘
basea la primera ley de Dormoy en base a fa segunda ley de
5 M Dormoy
y  oeeee a 1,0000
a L' 09998 -
| 0,5000 - a
. 09996
o}
¢ 04000 e 09994
e 50,9992
g 0,3000 p 0,9990
P r 09938
0,2000 ;
r 0,9986
i m
m 01000 - . 09984
a s 09982
s 0,0000 ——————— 01 02 03 04 05 06 07 0,8 0,9 1
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 .
_ ~ Valores de p
Valores dap =@ Prima tnica de riesgo recargada
=—@—Primarecargada =—se=—Prima sinrecargo i == Prima sin recargo )
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4 4
Comparativa de ambas primas en ) Comparativa de ambas primas en A
basea lIa ley de Gompertz base a la ley de Makeham

v 10100
a L0000 7 v 1,0100
1 0,9900 a 1,0000 -
o 09800 é 0,9900
r 09700 r 0,9800
€ 09600 g 09700
S 09500 s 0,9600

0,9400 P 09500
1: 09300 I; 0,9400
, 0.9200 m 0,9300
09100 2 0,9200
a 0,900 ——— 0,9100
< 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0,.9000 R

Valores de p 0,1 0,2 03 04 05 06 07 0,8 09 1
——Prima tnica de riesgo recargada Valores dep
== Prima sin recargo == Prima tinica de riesgo recargada
\_ AN == Priima gin recargo J

Fuente: Elaboracién propia. . En los graficos se observa el impacto del recargo implicito sobre la prima Unica

de riesgo segun disminuye el parametro p , en base a cada una de las cuatro leyes con las que se trabaja

en el articulo.

4 Resultados y conclusiones

En esta investigacion se ha obtenido un principio de célculo de primas para seguros de vida basado
en la medida de riesgo coherente denominada esperanza distorsionada con la funcion de distorsion de
Wang en forma de potencia. El objetivo perseguido ha sido obtener un método alternativo de tarificacion,
diferente del principio basado en las esperanzas matematicas, para calcular la prima Unica de riesgo
recargada que refleje una siniestralidad superior a la esperada. La modalidad de seguro elegida ha sido el
seguro vida entera, para la cobertura de fallecimiento. El resultado obtenido permite justificar la practica
habitual que realizan las compafiias aseguradoras, en el area de vida, de manipular el tanto instantaneo de
mortalidad con el fin de obtener una prima recargada a través de un recargo implicito. La recomendacion
que realiza Solvencia Il en lo que respecta al importe que tome dicho recargo se encuentra especificado en
el informe QIS5.

Se ha obtenido una expresion de prima recargada mediante el empleo de la funcién de distorsién de

Wang en su forma de potencia, para un seguro de vida con cobertura de fallecimiento (14).

Uno de los principales resultados obtenidos es que la funcion de distorsion de Wang en su forma de

potencia es una medida de riesgo coherente para el caso que p > 1.Asi fue demostrado por Wang en 1995.

Pero lo novedoso a resaltar es que esta funcién de distorsion de Wang en su forma de potencia sigue
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siendo una medida de riesgo coherente (para el caso de tarificacion de un seguro con cobertura de

fallecimiento), con valores del parametro menores que la unidad. Por lo tanto se puede concluir que la

funcion de distorsion seleccionada en este trabajo, la llamada Esperanza Distorsionada, es apta para
tarificar en vida, haciendo lo analogo a lo que ya hizo Wang en 1995 pero aplicado a la rama de los seguros
generales. Otro resultado logrado es que la prima recargada, calculada para todas y cada una de las leyes
empleadas y para la modalidad de seguro elegida, con la funcién de distorsion de Wang en forma de
potencia, es la misma a la que se obtendria (prima sin recargar) a partir de otra variable aleatoria que sigue
la misma ley de supervivencia, modificandose exclusivamente el valor de los parametros. Para la modalidad
de seguro vida entera, la modificacion que sufren los parametros origina el mismo efecto en la probabilidad
de fallecimiento en las cuatro leyes de supervivencia: dicha probabilidad aumenta, lo cual hace que la prima
recargada sea superior a la prima sin recargar. De este modo se ha conseguido el objetivo propuesto de
recargar la prima unica de riesgo mediante un recargo implicito, con el unico efecto sobre las leyes de
cambiar sus parametros. Justamente la modificacion que experimentan estos es que los nuevos parametros
son proporcionales a los parametros de las leyes aplicadas para calcular la prima sin recargar, siendo el
factor de proporcionalidad el exponente de la funcién de distorsion transformada proporcional. Ademas, el
efecto que produce, sobre las leyes de mortalidad utilizadas, la funcion de distorsiéon es que las nuevas

leyes presentan un tanto instantaneo de mortalidad proporcional al de la ley original. El factor de

1
proporcionalidad es —, que es justamente el exponente de la funcidn de distorsion transformada

proporcional.

En el caso concreto de los seguros de modalidad vida entera, al ser el cociente — proporcional al

p

tanto instantaneo de mortalidad, conforme disminuye p aumenta la probabilidad de fallecimiento, luego esto

implica un mayor riesgo para la compafiia aseguradora. Es por esta razén por la que la entidad cobrara
primas recargadas de manera implicita cada vez mayores ante decrementos en el valor de dicho parametro.

Por ello, la relacion entre la prima Unica de riesgo recargada y el parametro p sera decreciente.
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Apendice A

Demostracion

Se parte de la expresion siguiente:

Llamando r = — e integrando por partes:

p
ye ( . ( Lnz D
Lnv
-1
du=r——g' (ﬁj sX(LnZ]
zLnv Lnv Lnv

dz=dv z=v

r 1 -1
P 1|2 Sx(anj —J.lzr 1 S,X(anj S}((anj i
Lnv . 0 zLnv Lnv Lnv

(s (22 - (s 22

Haciendo el cambio de variable z =v' resulta:

Lnz=tLnv
Lnz

t=
Lnv

P == vd(S,(0) = [ vid(S,(v)

P =- jowv‘d(sx(t))i

1

Sise llama S, (t) = (SX (t))g , entonces la expresion final de la prima recargada es:

P =—[ vd(S, (1)

®)

(1)

()
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