RUSSELL Y SU LOGICA *

Hao Wang

1. Notas al azar

(1) Al intentar encasillar a Russell nos enfrentamos con
obstaculos que pueden atribuirse parcialmente a la pobreza del
lenguaje. Es un escritor que no escribe belles lettres, al menos
ninguna que se la pueda tomar seriamente. No es ni artista
ni cientifico. Shaw intencionadamente lo calificé de matema-
tico, mientras que Littlewood, sosegadamente, hablé de €l
como de un filésofo. Contestando a sus criticos (julio de
1943), precisé: “Pasaré gradualmente de lo abstracto a lo
concreto. Lo que nos llevard en primer lugar a la logica, a
continuacién al método cientifico, después a la teoria del co-
nocimiento y la psicologia y de aqui a la metafisica. Pasando
a materias que involucran juicios de valor, llegamos en pri-
mer lugar a la ética y la religién, después a la filosofia politica
y econOmica, y finalmente a la filosofia de la historia”. Inclu-
so esta larga lista excluye desde sus pronunciamientos sobre
la guerra y la paz, la educacién, ciencia popular, conquista
de la felicidad, hasta las contribuciones a la revista Playboy.

No ha sido nunca profesor normal, aunque es el idolo
de muchos profesores. Los matematicos profesionales tienden
a considerarlo como un extrafio, aunque en términos de po-
tencia intelectual estd equiparado a los mejores de entre los
cientificos y Jos matematicos. Es el Unico capaz de combinar
un F. R. S. con un “Premio Nobel” de literatura. Entre sus
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32 Russell y su Id6gica

amigos y admiradores hay misicos, cientificos, novelistas, po-
liticos y jovenes: todos de categorias a las que no pertenece.

(2) Como forma de vida, la carrera de Russell presenta
muchos aspectos poco corrientes. El méas bésico tal vez sea
el efecto de la preponderancia de la especializacién. Por una
parte, hoy dfa un tema serio y valorado requiere una buena
dosis de preparacién intelectual y de continuos esfuerzos para
mantenerse a la altura de los nuevos descubrimientos. En con-
secuencia, ser especialista es esencialmente una dedicacién ex-
clusiva. Por otra parte la opinién social tiende a considerar
cominmente al escritor no especializado, en el mejor de los
casos, como a un intelectual de segunda fila. Esta combina-
cién de circunstancias excluye practicamente la posibilidad
de una vida satisfactoria entregada a escritos que se extien-
den a muy diversos campos. Russell se las arregla para resol-
ver este dilema tan satisfactoriamente como pocos otros lo
han hecho en esta centuria. Un ejemplo més reciente de un
éxito semejante, desde una posicién algo distinta, es Sartre.

En varias ocasiones Russell dijo modestamente que sus
escritos tienen un publico tan amplio s6lo porque él en su
juventud hizo un trabajo serio en la l6gica matemética. Uno
se siente ligeramente confundido cuando Russell escribe que,
habiendo hecho todo lo que él pretendia hacer en matemati-
cas, dirigié su atencién a otras materias hacia 1910. Para
deambular en diferentes 4reas es esencial que los resultados
de la preparacién de un especialista no sean abrumadores.
Esto quiere decir que se estd obligado a dirigirse a campos
“faciles” o a disciplinas intelectuales menos desarrolladas, que
afortunadamente incluyen la mayoria de los temas que inte-
resan directamente al intelectual medio.

En los anos cincuenta se hizo una pelicula de una entre-
vista a Russell. Respondié a una pregunta diciendo que si
fuera joven entonces hubiese elegido fisica en lugar de filoso-
fia o, si no tuviese la capacidad para ello, la propaganda
politica como campo de dedicacién. Esta observacion ofendié
a muchos filésofos académicos que rehusaron tomarla en
serio. No obstante, si la meta de uno en esta vida es tener
tanta influencia positiva como sea posible y con preferencia
una influencia razonablemente conspicua, dentro del restrin-
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gido ambito del uso de la palabra escrita, entonces la obser-
vacién no es tan sorprendente.

Por supuesto, es completamente imposible valorar y com-
parar las satisfacciones que se obtiene siguiendo una especia-
lidad hasta el méximo de nuestra capacidad, sea musica,
poesia, matematicas, fisica o filosofia, con las obtenibles si se
permite a todas las inclinaciones fragmentar la atencién en
varias direcciones. Hubo una época en la que se deploré
que Russell hubiese dejado la légica en 1910. Aunque Rus-
sell dijo que él sentia que sus ideas en esta &poca estaban
completamente anticuadas, se adivinaba que habfa razones
mdas profundas para el cambio de direccién. La decisién de
dejar la l6gica debe haber requirido sabiduria y una gran
fuerza de caracter. Es dificil imaginar que Russell hubiera
llevado una vida maés satisfactoria continuando con la légica.

En un articulo popular reciente, se indicaba que Russell
habia dicho que consiguié més fama que muchos de sus maés
inteligentes contempordneos en Cambridge al lanzarse de
lleno a las controversias. Parece que al menos en la bisqueda
del conocimiento, las polémicas y controversias tienden mas
bien a entorpecer que a espolear el progreso. Se sirve mejor
al propdsito de acumulacién viendo qué hay de correcto en
alguien que viendo qué hay de equivocado ep él. Si las ideas
de alguien no tienen valor o contenido, el mejor tratamiento
es el silencio y la negligencia. Las polémicas tienden a desviar
la atencién de la verdad cercana y nos introducen en un juego
de palabras. Una diferencia fundamental entre Wittgenstein
y la mayoria de los filosofos académicos angloamericanos
contemporaneos parece ser el gusto de estos Ultimos por los
argumentos pequefios, agudos, revestidos con toda clase de
detalles extrafos.

(3) Otro aspecto del modo de vida de Russell es su
despego de las instituciones académicas y de las grandes cor-
poraciones en general. En las sociedades “libres” adelanta-
das hoy, la méaxima libertad parece estar reservada para los
que tienen el ingenio de los negocios. Respecto a los cienti-
ficos y a los que viven de las letras y los simbolos, es practi-
camente imposible escapar de las asociaciones, que natu-
ralmente imponen restricciones para proteger sus propios
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intereses. En consecuencia, hay una‘enorme presién para
limitarse a materias que tienen muy poco que ver con los
principios morales o politicos bésicos.

Incluso si uno se las arregla en cierto modo para conseguir
una cierta independencia econdémica, hay pocas posibilidades
de ejercer una gran influencia en los asuntos. publicos escri-
biendo sélo textos y argumentos l6gicos. Aparte del control
de los medios de comunicacién por personas no adecuadas,
hoy existe la desventaja de la diversificacién que deja en
manos del aturdido lector la eleccién de una variedad de pa-
noramas de muy desigual valor.

Russell resuelve parcialmente esta dificultad mediante una
combinacién de circunstancias mis o menos Unica. Prime-
ramente se cred un considerablemente vasto capital de repu-
tacion académica, por medio de un trabajo duro, un buen
estilo, una riqueza y eminencia familiar, la sociedad de clases
en Inglaterra y el predominio del Imperio Britdnico. A esto
se le afiadia una gran capacidad de lectura, una escritura
facil, un ingenio agudo, una lucidez emprendedora, constan-
tes participaciones en polémicas y una capacidad de no preo-
cuparse por las criticas adversas. Incluso con todo esto,
algunas de sus actividades publicas en los uwltimos ahos
hubieran sido imposibles o mucho més dificiles si no hubiese
contado con profundas raices en un pais de menguante poder
con un notorio y tradicional respeto al hombre educado.

Cuando llegd, con un espiritu cientifico, a sus opiniones
sobre la crisis cubana y el problema fronterizo entre China
y la India, su desacuerdo con la posicidén oficial en el Oeste
fue atribuido por el Observer a la “vanidad de un viejo” ya
que se le habia de conceder que no era comunista.

(4) El esquema bésico de referencia al considerar el
desarrollo de Russell, deben formarlo el individualismo y un
egoismo ilustrado. Cuando Moore se deshizo rdpidamente
del egoismo como contradictorio, da la impresion de que el
tema no fue planteado de un modo exacto. Es cierto que un
grupo de egoistas se contradirfa y que una concentracién in-
formal de gente exclusivamente interesada en su beneficio
puede ser contraproducente. No obstante, hay ocasiones en
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las que han de hacerse unas elecciones genuinas que estable-
cen diferentes resultados segliin se sea egoista o no. La
situacion se complica enormemente por el hecho de que se
oculta la solucién porque muchos factores objetivos se des-
conocen. Las instituciones se las arreglan para transformar
casi todos los problemas del yo frente a la sociedad en pro-
blemas del yo frente a si mismo,

Por otra parte, parece necesario para que haya un vigo-
roso colectivismo tolerar e incluso incitar alguna forma de
individualismo que, seguramente, deberd implicar en suma
un provecho para el bien comaun.

La posicidn filoséfica del empirismo moderno, que em-
pieza con mi expenencia aqui y ahora, es un fracaso como
guia para la investigacién cientifica y como guia para la ac-
ciébn préctica. Los dos fracasos son independientes, pero
tienen un origen comun en el hecho de que mis datos actuales
de los sentidos estan demasiado desviados de lo que realmen-
te importa.

En cuestiones morales, muy a menudo sucede que rehu-
samos comparar la importancia relativa de premisas basicas
diferentes. Cuando Moore predicaba el afecto personal y el
aprecio de lo que es hermoso en el arte o en la naturaleza
como lo intrinsecamente bueno, no especificé de un modo
explicito un programa de accion basado en esta doctrina. En
la practica, sin embargo, se podria esperar que tal posicion
bésica, si era seguida por la mayoria, no seria particularmente
buena para el provecho social. Incluso Keynes superd esta
filosofia confortadora cuando entré en el servicio civil.

La injusticia bdsica hoy en dia quiza no sea la explotacién
dentro de cada pais, con la importante excepcion de los ne-
gros en los Estados Unidos, sino mas bien la desigualdad
econdmica entre paises diferentes. Cuando la discrepancia es
tan grande y los paises ricos intentan proteger e incrementar
aln méas su riqueza y los pobres intentan ser menos pobres,
no sorprende que no prevalezcan la paz y la buena voluntad..
Si se acepta esto como premisa bésica, uno no puede menos
de disgustarse, ante la cantidad de hipocresia y de injustifi-
cado moralismo por parte de los paises ricos. Es un placer
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encontrar que Russell, finalmente, en su méas alto grado de
madurez, acentla este aspecto del problema moral hoy en dia.

Una gran dificultad respecto a puntos de vista sobre
problemas politicos y socialcs es la diferencia entre lo que
deberia ocurrir y lo que realmente ocurre. Al proponer una
linea de aproximacién A4, que si se realizase, seria mejor que
B, existe el gran peligro de que la doctrina ayude a producir
una alternativa C que seria incluso menos deseable quc B.
Esta es basicamente la objecidon al radicalismo utopico que
desvia la atencién de las alternativas mas rcales.

(5) Acerca del escribir, Russell tiene que decir esto: “su
consejo mas enfatico fue que siempre s¢ debe reescribir. Yo
he tratado de hacer esto conscientemente, pero me encontré
con que mi primera version era casi siempre mejor que la
segunda. Este descubrimiento me ha ahorrado una inmensa
cantidad de tiempo. Por supuesto no he aplicado esto al con-
tenido, sino a la forma”. Esto esta en un claro contraste
con la historia acerca de cdmo escribia Tolstoy, que a me-
nudo revisaba sus manuscritos de arriba abajo diez o veinte
veces. Indudablementc esto estd relacionado con la diferencia
entre los escritos artisticos y los didécticos. Ademdas de esta
diferencia en la intencién, estd claro que las satisfaccioncs
derivadas de un escrito u otro también deben ser completa-
mente difcrentes.

Wittgenstein escribid bien de un modo muy diferente al
de Russell. Seria muy insultante y carente de informacion
decir que Jos libros de Russell se aproximan a un buen pe-
riodismo, en tanto que los de Wittgenstein se acercan a la
poesia. Ambos han tratado de hacer una filosofia mas cien-
tifica y menos verbal, con un progreso ascendente, pero sin
una técnica repulsiva. Al perseguir esta finalidad, cada uno
de ellos ha creado en cicrto sentido un estilo de escribir y
posiblemente también un estilo de filosofar.

(6) Hubo épocas en las que se pensd que Russell era
un corruptor de la juventud. Es dificil entender como sus
argumentos racionales sobre el matrimonio y la moral, por
ejemplo, pudieron considerarse subversivos. Sin embargo se
puede comprender que las opiniones de Russell pueden facil-
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mente ser malentendidas. Las especulaciones abstractas son
adecnadas para dejar al margen las circunstancias practicas
bajo las que se llevan a cabo las recomendaciones implicadas.
Falla la comunicacién porque hay diferentes niveles en Ia
comprension de una frase en el lenguaje ordinario. Este es
el modo en que Russell inintencionadamente ha podido cau-
sar alglin dafo a jovenes que son intelectualmente capaces,
pero practicamente muy incapaces.

En cuestiones intclectuales, existen también joévenes algo
incautos que han sido llevados errdneamente por los escritos
superficialmente claros de Russell a creer que la filosofia
prometia unas matemdaticas unificadas y una ciencia mads
grande, clara y sistemdtica. Es dificil estimar si esta misma
gente no habria encontrado sin Russell otros proyectos menos
compensadores en los que perder su tiempo y energias.

(7) La influencia de Russell en la légica y la filosofia
ha sido profunda y grande. Probablemente ha sido el mis
leido y citado de los filésofos de este siglo. Trabajos basicos
tales como el de Skolem sobre la teoria de néimeros variables
libres, las tesis de Herbrand y Godel, el trabajo de Gdodel
sobre la incompletabilidad de la aritmética, tomaron como su
punto de partida los Principia. La idea de una jerarquia
ramificada (predicativa) juega un papel esencial en el estudio
de los fundamentos de la teoria de conjuntos, en particular,
en las cuestiones de la independencia y consistencia relativa.
El contraste entre lo falso y lo sinsentido, tal como es sugerido
en la teoria de los tipos, continGa fascinando a filésofos
profesionales.

A menudo se ha dicho que las contribuciones mas solidas
de Russell al conocimiento humano, son mucho mas peque-
fas que sus influencias. La valoracién mas hostil e injusta de
los trabajos de Russell que puede oirse eatre algunos logicos
y filésofos discurre més o menos como sigue. Muchas de sus
ideas mdas preclaras en Iogica fueron anticipadas e incluso
desarrolladas mas adecuadamente por Frege: la reduccion de
las matematicas a la logica (en particular, la definicion de los
nitmeros naturales), la invencién del cdleulo proposicional y
del cuantificacional, la formulacidon de los conceptos basicos
de la moderna filosofia de la logica. Incluso la teoria de los
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tipos aparecié en cierta forma en Frege y en Schroder. La
paradoja de Russell y la teoria de las descripciones vienen a
ser como dos breves observaciones, y la primera de éstas fue
también descubierta independientemente por Zermelo. EI
principio del circulo vicioso fue sugerido primeramente por
Richard y Poincaré. En filosofia Russell estuvo de moda en
una época, pero ultimamente fue suplantado por Wittgenstein;
y puesto que dificilmente existe alguna acumulacién de
progreso en filosofia, tan pronto como se pasé de moda, no
ha quedado practicamente nada que pueda salvarse.

El que una valoracién semejante sea enteramente malin-
tencionada es muy obvio. Hay un poco de envidia y resenti-
miento del especialista contra un talento més o menos uni-
versal. Hay un elemento de frustracidon en la filosofia
“cientifica” y en la académica en general. Quizd lo mas
importante sea ¢l impacto del criterio de originalidad del
matematico: la basqueda de innovaciones definidas y especi-
ficas es de alguna manera aniloga al uso del acto sexual como
la Uinica norma para evaluar el éxito de una relacidén amorosa.
Ademds existe el deleite del historiador al trazar las anticipa-
ciones y arbitrar la distribuciéon de los créditos: una pequefia
dosis no es malsana, pero se podria facilmente exagerar y
perder la visién de una estructura mas amplia. Este juego se
reduce €l mismo al absurdo cuando se llega a la conclusién
de que la figura central de un periodo, tal como es Russell
en légica y filosofia, realmente no hizo mucho. Se puede em-
plear un sistema semejante de desmitificacidn prdcticamente
con cualquiera. Una gran parte de este trabajo serd suficiente,
ast lo espero, para refutar la valoracidn negativa, antes cita-
da, de los logros de Russell.

(8) Muchos de los anteriores comentarios sobre Russell
como hombre son intolerablemente crudos y de mal gusto.
Quienes eran jovenes ep una Europa prospera y en paz
(internamente al menos) son naturalmente més amables, op-
timistas y generosos que los individuos de una generacion
desarrollada en guerra y llevando una vida en circunstancias
extranas. Quizd esta es la razoén por la que Russcil parece
tener mas fuerza, valor y esperanza que la gente cuya edad
estd comprendida entre un tercio y la mitad de la suya.
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He aqui un mensaje de Russell escrito en su ochenta
cumpleanios:

He podido concebir verdades tedricas erréneamen-
te, pero no estaba equivocado al pensar que existia tal
cosa, y que merece nuestro homenaje. Puedo haber crei-
do que el camino hacia un mundo de seres humanos
libres y felices era méas corto de lo que se ha demostrado
que es, pero no estaba equivocado al pensar que un
mundo semejante es posible, y que merece la pena vivir
con el propésito de hacerlo méas cercano. He vivido
buscando una visidén personal y social a la vez. Perso-
nal: preocuparme por lo que es noble, por lo que es
hermoso, por lo que es amable; conseguir momentos
de reflexién que aporten sabiduria en un tiempo mas
mundano. Social: imaginar Ia sociedad que ha de ser
creada, donde los individuos se desarrollen libremente
y donde el odio, la avaricia y Ja envidia mueren porque
no hay nada para alimentarlos. Creo en estas cosas, y
el mundo, a pesar de todos sus horrores, me ha dejado

inconmovible.

2. Principles (1903)

La primera gran obra de Russell sobre l6gica y funda-
mentos es sin duda sus Principles de los cuales la Parte 1
(pégs. 1-108) y el Apéndice B (pdgs. 523-528) son probable-
mente las méas interesantes. Ademas, la Introduccién a la
segunda edicidn (1937, pags. v-xiv) ofrece un sumario y
evaluacién de los trabajos referentes a sus intereses origina-
les, efectuados por €l mismo y otros durante los 34 anos de
intervalo. Puesto que €l no ha hecho nada en este area desde
1937, parece razonable usar este libro como una guia preli-
minar para la discusién de su obra ldgica.

Este libro comienza con una audaz definicién de la
matemadtica pura como la clase de todas las proposiciones de
la forma ‘p 1mplica ¢’ donde p y ¢ son proposiciones que con-
tienen una o mas variables, las mismas en las dos proposi-
ciones, y ni p ni g contienen otras constantes que las cons-
tantes logicas. En 1937 modificé esto para incluir otras
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funciones de verdad ademdas de la implicacién. Podria ar-
gliirse, sin embargo, que el condicional es, en verdad, sola-
mente una entre las funciones de verdad y no méas importante
que las otras, pero la implicacién ocupa un lugar especial,
como se desprende, por ejemplo, de la importancia del modus
ponens y los teoremas de deduccién. Es €sta una cuestion que
Russell no considera. Pero las constantes légicas son un
topico al cual retorna constantemente.

La tesis fundamental del libro es que mateméticas y légica
son idénticas (reducibilidad de las matemaéticas a la légica). Es
ésta una posicidon que Russell sostiene incluso hoy. Una ter-
cera cuestidon global es la referente al realismo y constructi-
vismo en lo concerniente a clases. En Principles, la posicién
realista es conspicua, por ejemplo, se dice en el prefacio que
definir diferentes tipos de numeros como clases no hace
surgir dudas en torno a los teoremas de existencia, es decir,
que hay entidades del género en cuestién. Esto es totalmente
lo contrario de su posterior énfasis sobre las construcciones
l6gicas. Otra cuestidon favorita de los filosofos, la distincion
analitico-sintético, no ha interesado tanto a Russell, aunque
ha dejado una nota singular en un capitulo sobre Kant
(pdg. 457): ‘En primer lugar, Kant no dudd, ni por un mo-
mento, de que las proposiciones de la légica fuesen analiti-
cas, percibiendo correctamente, al mismo tiempo, que las
matematicas son sintéticas. Desde entonces se ha creido que
la l6gica es tan sintética como todos los demds géneros de
verdad; pero es esta una cuestion puramente filoséfica, que
pasaré aqui por alto’. Finalmente, continuando en este alto
nivel de generalidad filoséfica, incluiremos una cita en honor
de los linglistas matematicos (pag. 42): ‘En su conjunto la
gramatica me parece que nos acerca més a la logica correcta
que las opiniones corrientes de los fildésofos; y, en lo que
sigue, la gramatica, aunque no sea nuestro patron, serd to-
mada como nuestro guia’.

Al nivel més asequible, Russell apunta un sistema de
l6gica simbdlica e insinlia una teorfa de tipos como medio
de resolver las paradojas de teoria de conjuntos. El sistema
contiene tres partes con siete indefinibles y veinte premisas
(pags. 13-26).
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El cédlculo proposicional usa tres indefinibles y diez pre-
misas: (a) implicacién (material), (b) implicacién formal, (¢)
verdad; las premisas (1), (2), (3) dicen esencialmente que las
proposiciones se forman con p, g, etc., mediante D, (4) modus
ponens, (5) pq2p, (6) w29 (g>2nN2(@>3n, (1) (>
(@22 (g2 n, &) (pg2nN2d{(p2g 21, 9) (P29
(pDrND(pD gr), (10) ((pDg Dp)Dp. ‘p es una proposi-
cién’ es definido por ‘»D¢q’, pg por (N {(pD(gDr)Dr),
pVqpor (pDg)Dg, ~ ppor () (p2r).

El calculo de clases usa tres indefinibles més (d) €, (e) tal
que, (f) funcién proposicional, y las premisas: (11) xE/JE;:dx
Dgx (D serla probablemente =), (12) (x) (gx = $x)Dx
gx = xAL!)x y x = y se define por (1) (x Eudy€u)y. El
calculo de relaciones usa un indefinible mas (g) relacién y
siete premisas mads (inverso, complemento, producto relativo,
par ordenado, xRy es proposicién, implicacién y € son re-
laciones).

Se observa que la implicacién formal y la funcién propo-
sicional estan relacionadas y ambas son muy complejas. Al
analfizarlas, Russell tropieza con nuevos indefinibles tales
como cada término (pag. 40), variable, que a su vez remite
a denotacién, y cualquier término (pag. 80}, asi como con la
clase de proposiciones definidas por una funcidén proposicio-
nal (pag. 93). Ademas, en el capitulo sobre la denotacidn
encontramos todo, cada, cualquiera, uno, alguno, y el: ‘En-
contramos que conceptos de este género son fundamentales
en matematicas, y nos permiten tratar de clases infinitas
mediante proposiciones de complejidad finita’ (pag. 106).

Sin duda, los 16gicos actuales no quedarian satisfechos con
el modo inapropiado en que las construcciones se efectian.
Lo que no estd tan claro es si estos intentos primitivos po-
dian, 0 no, contener gérmenes de desarrollos fructiferos, que
han sido marginados en los sistemas logicos mas claros
que poseemos actualmente.

Al discutir las clases y las paradojas, Russell prueba pri-
mero que para todo R no puede haber ningldn a tal que, para
todo w, wRa = ~ wRw. En consecuencia, hemos de aban-

donar el axioma x € x gx = ¢gx o el principio de que toda



42 Russell y su logica

clase puede tomarse como un término. En esta coyuntura se
sugiere la distincién entre clase como muchos y clase como
uno (pags. 104-105, y pég. 76). ‘Una clase como uno, dire-
mos, s un objeto del mismo #ipo que sus términos; 1. e. cual-
quier funcién proposicional @gx que es significativa cuando
x se sustituye por uno de los términos 1o es tambi€n cuando lo
que se sustituye es la clase como uno. Pero la clase como uno
no siempre existe, y la clase como muchos es de un tipo dis-
tinto del de sus términos... A este respecto, una clase como
muchos puede ser sujeto 16gico, pero en proposiciones de un
género distinto de aquellas en las que sus términos son su-
jetos’. Iniciando un, al parecer, cambio de tdpico, Russell
establece un contraste entre todo y cualguiera: ‘Asi el enun-
ciado correcto de las verdades formales requicre las nociones
de cualquier término o cada término, pero no la nocién co-
lectiva de todos los términos’.

Aunque la distincién de clase como uno y clase como
muchos se asemeja superficialmente a la separacién de Cantor
y von Neumann entre conjuntos y clases, Russell no adopta
el criterio decisivo de que una clase como muchos es también
una clase como uno, cuando no es demasiado amplia. La

cuestién general que se sugiere es mas bien la de que a € x gx
es algunas veces carente de significado, aun cuando a € x

gx = ¢ga es siempre verdadera, si aE?gﬁx es significativa.
Esta doctrina es elaborada ulteriormente en el Apéndice B.
Convendria sefialar que Russell habla de ‘la solucidon verda-
dera’ (pag. 522) y ‘un primer paso hacia la verdad’ (pag. 523)
en conexidn con la solucidn de las paradojas. Aparentemente
no considera la posibilidad de que haya soluciones alternati-
vas, no siendo ninguna de ellas una teoria unificada que sea
superior en todos los aspectos. Esto recuerda el debate entre
Einstein y Bohr sobre los fundamentos de la fisica.

En el Apéndice B se establece con gran detalle Ja doctrina
de los tipos. Contiene esencialmente la teoria simple de tipos,
aunque algunas de las dificultades que aqui se discuten no
parecen haber sido abordadas correctamente, incluso en las
versiones mas definitivas. La idea no es forzada, si considera-
mos ¢l ejemplo familiar de que ‘Ja virtud es triangular’ no es
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ni verdadera ni falsa, sino sin-sentido. LLos dos postulados
basicos se establecen explicitamente (pag. 523):

TI. Cada funcién proposiciocnal gx tiene, ademas
de su rango de verdad, un rango de significatividad, i. e.
un rango dentro del cual debe caer x, si gx es una pro-
posicién, sea verdadera o falsa.

T2. Los rangos de significatividad forman tipos,
1. e. si x pertenece al rango dc significatividad de gx,
entonces hay una clase de objetos, el tipo de x, todos
los cuales deben pertenecer también al rango de gx,
por mas que pueda ser variado g.

Sobre estos dos postulados, se discuten Jos tipos para las
clases, relaciones, proposiciones y nimeros. En la base estan
los individuos: un individuo es cualquier objeto que no es un
rango; es éste ¢l tipo de objeto de mas bajo nivel. Hay una
dificultad basica con los numeros y las proposiciones, porque
todos los numeros se consideran como un tipo y todas las
proposiciones se consideran como otro (porque de todas ellas
puede decirse, significativamente, que son verdaderas o fal-
sas). El tipo de todos los numeros requiere una consideracién
de la totalidad de tipos y rangos, puesto que todos los rangos
tienen numeros. El tipo de todas las proposiciones da lugar a
una contradiccidn al considerar todas las clases de proposi-
clones y la clasc de todas las proposiciones, una para cada
clase m de proposiciones, ‘cada proposicion de la clase m es
verdadera’ que no pertenece a la clase m.

En la versiéon mas definitiva de los Principia se evitan
estas dificultades, tomando cada numero como realizado en
diferentes niveles con infinitas coplas diferentes, y aplicando
el principio de circulo vicioso para obtener diferentes Grdenes
del concepto de verdad. Los conceptos semdnticos, tales como
verdad, presentan otras cuestiones sobre las que volveremos
mas tarde.

Hay otras dificultades que parecen haber sido pasadas,
mas o menos, por alto en los Ultimos escritos de Russell.
Russell no considera en ningin lugar la posibilidad de conser-
var T1 pero climinar T2, permitiendo asi el solapamicnto de
tipos. Aunque T2 excluyc el solapamicnto de tipos, Russell
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sugiere que ‘la suma de cualquier nimero de tipos minimos
es un tipo, 1. e. es un rango de significatividad para ciertas
funciones proposicionales’ (pag. 525).

Parece que ello permitiria una teoria de tipos menos rigi-
da, aunque no estd claro cémo podria construirse tal esque-
ma. Ademds, se plantea también la cuestiébn de si hay tipos
de orden infinito: ‘Todos los rangos forman, ciertamente, un
tipo, ya que todo rango tiene un nimero; y lo mismo todos
los objetos, puesto que cada objeto es idéntico a si mismo...
pero el rango de todos los rangos es, por supuesto, un tipo
de orden infinito’ (pag. 525).

3. Preludios a los Principia (1903-10)

En 1902, Frege discutié las paradojas en el Postcript al
segundo volumen de sus Grundgesetze y considerd la posibi-
lidad de que pudiese haber conceptos a los que no correspon-
dieran clases. Pero se decidié por un remedio suave que
excluye solamente unos cuantos ‘puntos singulares’. Varias
personas demostraron después que el sistema modificado era
inconsistente. De hecho, durante sus tltimos anos, ¥rege ha-
bia abandonado la creencia de que la matemaética es reducible
a la l6gica y emprendid, euntre otras cosas, una investigacién
de nuestra intulcidn geométrica del continuo.

Mientras tanto, Russell se centro en la busqueda de una
solucién a las paradojas. En sus propias palabras, ‘A lo largo
de 1903 y 1904, mi trabajo estuvo casi totalmente dedicado
a esta materia, pero sin éxito. Mi primer triunfo fue la teoria
de las descripciones, en la primavera de 1905... fue general-
mente aceptada, y se llegd a pensar que era mi méas impor-
tante contribucién a la 16gica’. Aunque el andlisis violenta de
algin modo el uso ordinario (por ejemplo, como sefiala
G. E. Moore, no es aplicable a ‘La ballena es un mamifero’),
ha llegado a ser un modelo consagrado en los libros de
l6gica. De hecho, Avyer, siguijendo a Ramsey lo llamé una
vez el paradigma del andlisis filoséfico, aunque el autor sea
personalmente parcial respecto del ejemplo mds antiguo de
resolver el problema de Jos infinitésimos mediante el con-
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cepto de limite. En cualquier caso la teoria de las descripcio-
nes ha obtenido publicidad mas que suficiente y no requiere
ser elaborada aqui.

En 1906, Russell usé su respuesta a un trabajo de Hobson
como ocasién para iniciar sus pensamientos sobre las parado-
jas. Pensaba que habia algunas funciones proposicionales (nor-
mas, propiedades) que no determinan clases, y el problema
era dar las reglas por las cuales esas normas no-predicativas
pudiesen ser separadas de las demds. Discutid tres caminos
alternativos: A, la teoria del zig-zag; B, la teoria de limita-
ciébn de tamafno; C, la teoria de las no-clases (pag. 37). El
trabajo fue recibido el 24 de noviembre de 1905 y en una
nota adicional del 5 de febrero de 1906 podemos leer: ‘Desde
mis ultimas investigaciones creo fuera de toda duda que la
teoria de las no-clases ofrece la solucidn completa a todas
las dificultades surgidas en la primera seccion de este trabajo.

En la teoria de zig-zag, ‘partimos de la creencia de
que las funciones proposicionales determinan clases cuando
son completamente simples, y no lo hacen sélo cuando son
complicadas y recdnditas... en la teoria de zig-zag la nega-
cion de una funcién predicativa es siempre una funcidon
predicativa’. La estratificacion de Quine parece cumplir co-
rrectamente los requisitos exigidos. Hay una nota accidental
que parece dificilmente compatible con la teoria de las no-
clases: ‘Cuando se introduce una nueva entidad, el Dr. Hob-
son considera la entidad como creada por la actividad de Ia
mente, mientras que yo la considero como meramente discer-
nida. (pag. 41).

Russell seniald que en la teoria de limitacidén de tamafio
ningin conjunto puede tener complemento. Mas tarde dio
una generalizacion de la paradoja de Burali-Forti ‘una pro-
piedad ¢ no define una clase, si hay una funcién f tal que
para todas las clases u, si (x) (x € u D gx), entonces
f(u) existe, (f(«)), y f(u) no es un miembro de u (pag. 35). De
este modo, si @ define w, obtenemos g(f(w)) y ~g(f(w)). Si g
es ‘ser un ordinal’ v f(u) es ‘el ordinal de «’ obtenemos la.
paradoja de Burali-Forti. Si ¢ es ‘ser un cardinal’ y f(u) es
‘el cardinal del conjunto potencia del mayor cardinal en u’
obtenemos la paradoja de Cantor. Si ¢ es ‘no pertenece a si
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misma’ y f(u) es simplemente u, obtenemos la paradoja de
Russell. ‘Es probable, a la vista de la forma general anterior
de todas las contradicciones conocidas, que, si g es cualquier
propiedad no-predicativa demostrable, podemos efectivamente
construir una serie ordinalmente similar a la serie de todos
los ordinales, compuesta enteramente de términos, que tie-
nen la propiedad ¢. Por tanto, si los términos que satisfacen
¢ pueden ser ordenados en una serie ordinalmente similar a
un segmento de la serie de ordinales, se sigue que no resulta
contradiccién alguna de aceptar que ¢ es una propiedad pre-
dicativa. Pero esta proposicién es de uso muy limitado, mien-
tras no conozcamos hasta dénde llega la serie de ordinales
(pag. 36). La teoria de conjuntos de Zermelo con el axioma
de sustitucidén y el axioma de von Neumann, que excluye
clases tan amplias como el conjunto universal, parecen reali-
zar estas ideas literalmente. Aunque las notas de Russell sobre
la teoria de las no-clases en este trabajo son muy cripticas,
indicd que se tratasen las clases como ‘simbolos incompletos’
y correlaciond una clase u# con una sentencia abierta Fx
de modo que ‘u tiene solamente un miembro’ resulta ser
(I D)y (X)(x = b = Fx).

En esta etapa, se produjo una intervencion de Poincaré.
En 1905, Richard inicid el estudio de las paradojas seman-
ticas al considerar el conjunto de todas las fracciones deci-
males definibles en un ntmero finito de palabras. Richard
resolvié la paradoja sugiriendo que el conjunto de decimales
definibles en un numero finito de palabras no podria ser
propiamente entendido como capaz de incluir cualquier deci-
mal definible solamente por referencia al conjunto total. Esto
fue recogido por Poincaré en 1906, al comentar el trabajo
de Russell que aqui se considera. Poincaré propuso identifi-
car las normas no-predicativas con aquellas que contienen.un
circulo vicioso, como se evidenciaba en la paradoja de Ri-
chard. Esto ha llegado a ser considerado como un concepto
establecido bajo el término ‘definiciones impredicativas’. Se
desprende claramente del contexto que la principal objecién
de Poincaré iba contra el infinito actual v no era su deseo
someter los principios basicos, tales como el de induccidn
matemdtica, a la prueba de predicatividad.
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En una pronta respuesta, Russell aceptdé la sugerencia,
formuld el principio de circulo vicioso, seflald la similaridad
con la vieja paradoja de Epiménides y defendié la doctrina
cantoriana del infinito. Russell también sefiald que atin que-
daba una gran tarea hasta construir una teoria sobre la base
del principio de circulo vicioso, porque lo necesario era edi-
ficar una estructura positiva y no meramente decir, de forma
negativa, aquello que no era permitido. La resistencia de
Russell a tratar las clases finitas y las clases infinitas de modos
basicamente diferentes estd estrechamente ligada con su deseo
de identificar la légica con las matematicas. Ya que el infinito
es central en las matemdticas, una teoria que hiciera resporn-
sables de las paradojas a las peculiaridades de las clases infi-
nitas haria dudosa la pretensidn de que la lo6gica contiene la
riqueza total de Jas matematicas.

La primera exposicién completa de la teoria de tipos de
Russell aparecié en 1908, afio en que también fueron publi-
cados el trabajo de Zermelo sobre los fundamentos de la
teorta de conjuntos y el trabajo de Brouwer sobre la inde-
pendencia de los principios de la logica. El trabajo de la teoria
de tipos contiene esencialmente la estructura bésica de los
Principia, tal como fue elaborada en las primeras 200 péagi-
nas del volumen I (1910).

Parece lo mejor considerar ambos trabajos al mismo
tiempo. De hecho, ya que el tratamiento posterior sobrepaséd
ampliamente el primero, aludiremos preferentemente al libro.

En 1909 (de nuevo en Rev. Métaph. Mor.) Poincaré co-
mentd el trabajo de Russell de 1908, sefialando que los ordi-
nales estaban presupuestos en la descripcién de la teoria de
tipos. Como réplica, Russell publicé una traduccién francesa
de las pdginas 37-60 de los Principia con una nota adicional
en la que argumentaba que se podria esquivar pedantemente
el hablar del orden de un tipo hablando de glx, f! (g'x),
‘v asi sucesivamente’. Puesto que la teoria general menciona
cualquier orden fintto, la defensa parece dificilmente acep-
table. ,
Una pequefia cuestidén es la distincién entre cualquiera
y variables reales, por un lado, fodo y variables aparentes,
por otro, en parte debida a Peano. Esto indudablemente
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corresponde al contraste de variables libres con variables liga-
das. En la segunda edicién de los Principia (1925), esta dis-
tincién fue abolida totalmente. En la discusién informal, las
variables libres y las letras esquematicas (simbolos de comu-
nicacién) parecen estar juntos de manera descuidada. De
este modo, por ejemplo, en la construccidn de Goédel, hay en
el sistema un predicado Px tal que para cualquier m, Pm es
un teorema, pero para {x}Px o Pa (con a como variable libre)
no es un teorema. Por tanto, hay ciertamente una distincidén
entre todo y cualquiera, tomados en el sentido esquemdtico.
En cuanto a la distincién entre variables libres y ligadas, la
escuela alemana continla usando diferentes letras para ellas,
En un sentido, las variables libres parecen corresponder a Jos
pardmetros que permanecen inalterados en el curso de una
prueba, de modo que, por ejemplo, la variable de induccién
no puede ser considerada como una variable libre. En otro
sentido, las variables libres son las variables cuantificadas uni-
versalmente, que no van regidas por ninglin cuantificador
existencial y se comportan como constantes, al considerar la
validez de los esquemas cuantificacionales. Como observéd
Skolem, los sistemas de variables libres son especialmente
transparentes, al menos cuando se usan solamente predica-
dos decidibles y funciones efectivas.

Aunque la implicacién formal no ocupa un lugar desta-
cado en los Principia, se ha sefialado que las implicaciones
entre sentencias cerradas ‘no sirven al propdsito para el que
lJas implicaciones son principalmente utiles, a saber el de
hacernos conocer, por deduccidn, conclusiones de las que
fuésemos previamente ignorantes. lLas implicaciones forma-
les, por el contrario, sirven para este propésito, debido al
hecho psicoldgico de que a menudo sabemos ‘(x) (dx D {x)’
y @y, en casos en que iy (que se sigue de esas premisas)
no puede ser facilmente conocida de una manera directa’
(pag. 21). Esta distincién no estd lo suficientemente marcada;
en particular, Quine en Mathematical Logic fue capaz de
derivar el modus ponens para la implicacién formal a partir
del caso especial en que tan sélo se manejan sentencias ce-
rradas.



Russell y su logica 49

4. Principia

Para evitar complejidades extraiias, limitaremos nuestra
atencién a las clases, marginando las relaciones, que podrian
ser aftadidas con ayuda de pares ordenados, ya sea introdu-
cidos como primitivos, como en Peano, ya definidos de algu-
na manera adecuada. También, por el momento, dejaremos
de lado nociones semanticas como verdad y denotacidn.

En el tipo inferior, se encuentran los individuos y cier-
tos predicados aplicables a individuos. De esta forma, obte-
nemos una clase de proposiciones atomicas a partir de la cual
obtenemos otras proposiciones mediante conectivas veritativo-
funcionales. Hay variables x, etc., que tienen por rango indi-
viduos. Por cuantificacién sobre esas variables, obtenemos
funciones proposicionales de primer orden. Se introducen
variables g, etc. (preferiblemente @g,, etc.), que tienen por
rango estas funciones, y que son construidas como una sen-
tencta abierta Px o como la expresion abstractiva Px o como
Ja propiedad denotada por ella. Usando las variables, lega-
mos, a partir de ... Px ... a resultados tales como (&) ...
Gix .., (B1) . Fix o, (X)L gix ., (X)) ... Bi1x ... que
son todos (a excepcidn del tercero) de orden 2. Como orden
de una funcidén proposicional se toma el minimo entero que
excede el orden de todas las variables ligadas en ella, o sea,
todas las variables cuantificadas y también todas las que lle-
van circunflejo. Asi, el orden de una sentencia ablerta Fg
esta determinado por los o6rdenes de las variables ligadas

que haya en ella, el orden de un abstracto F E (la expresidn)
y la propiedad nombrada por ella estd determinado por el
orden de la sentencia abierta Fg y el de la variable de abs-
traccién ¢. El orden de una variable (una expresién) esta a
su vez determinado por el orden tunico de todas las pro-
piedades que la variable toma como valores.

Una propiedad ha de ser de orden superior a las cosas
que tienen la propiedad, p. ¢j.,, Px es una propledad, de
orden 1, de individuos (cosas de orden O) mientras que (&)

... $1x ... es de orden 2. Las propiedades que son justamen-
te del orden inmediatamente superior a las cosas que las

4
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tienen (sus argumentos, en términos de funciones proposi-
cionales) son llamadas por Russell predicativas (pag. 53), uso
éste que se remonta a las discusiones con Poincaré, aunque
introduce diferencias por medio del axioma de reducibilidad
(véase més adelante). Puede pensarse que necesitamos intro-
ducir variables para las propiedades de, digamos, individuos
de cada orden m, asi como usar variables de orden m y nivel
n para todo par (s, n) de enteros positivos. Esto era, segin
Russell, innecesario (pag. 54). De hecho sélo introdujo varia-
bles para funciones predicativas y, por tanto, si marginamos
las relaciones, las variables necesarias forman una jerarquia
infinita simple: x, y, etc.; ¢;, etc., gs, etc., y asi sucesivamente.

Si tomamos en consideracidén el axioma de reducibili-
dad, este procedimiento, mas sencillo, cumple realmente el
mismo objetivo que la aproximacién alternativa de usar dos
jerarquias. Asi, el axioma establece que, para toda senten-
cia abierta F¢,, tenemos:

(dd, 1) (Fn) (Fat1 G = Fdo).

Esto significa que, aunque hayamos incluido infinitos géne-
ros de variables para propiedades de objetos de un nivel y
un orden determinados, éstas podrian ser reemplazadas por
las variables de la clase menor usadas por Russell, con la
ayuda del axioma.

Con todo, una vez realizado esto, la diferencia entre la
teoria de Russell y la versidon moderna de la teoria simple de
tipos queda esencialmente reducida a una cuestion de propie-
dades versus clases para las que el axioma de extensionalidad
es verdadero. De hecho, el sistema formal oculto puede sa-
carse a la luz sin demasiada dificultad. En particular, se puede
hablar de cada variable o abstracto como siendo de un tipo
1 =0,1,...).

4.1. El sistema formal PM
P1. El alfabeto incluye variables sobre individuos x, y, etc.

(o, méas bien, dg,, etc.), variables sobre funciones proposicio-
nales de individuos g,, etc., y, en general, variables g, etc.,
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para cada entero positivo n, V, ~; simbolo para la
cuantificacion universal; posiblemente determinados nombres
constantes para individuos y propiedades de tipos fijados que

desestimaremos. Una férmula atémica es cualquier expresion
de la forma ¢,41 8., para algun n, en general, las férmulas

se obtienen a partir de otras ya dadas por medio de ~, V,
y la cuantificacién universal segun los criterios habituales. Las
constantes D, =, A, (1), son definidas a partir de ~, V, ()
segn los criterios habituales,

P2. El calculo proposicional. Es maéas natural construir
p, g, I, etc., como letras esquematicas.

*1.1. St py p D g, entonces q.

*1.2. (p V p) D p.

¥1.3. gD (pV q).

*14. (pV g) D (qV p)
*15. p V@V r)DgV (p V r (redundante, como

demostré Bernays).
*16. (q2nNDWpVg@D(pVr).

P3. La teoria de la cuantificacién. En cada una de las
siguientes (féormulas), x, y, son variables cualesquiera del mis-
mo tipo, v x no figura libre en p.

*10.1. (x) Fx D Fy.

*10.11. S1 Fy, entonces (x)Fx.

*10.12. (D (VY Fx)D(p VY (X)Fx).

P4. El axioma de reducibilidad.
*12.1. ( gn—l-l) (gn) (an = ﬁn—]—l ﬁn)

P5. Identidad.
13.01. (8, = o) = (B, 11) Bor1 6, D Bor1 ) DI

P6. El axioma de infinito.

P7. El axioma de eleccion.

En tanto que parte integral del sistema PM, las clases se
introducen como ‘simbolos incompletos’. La engorrosa nota-
cion gx de circunflejos locales para propiedades, es ahora
reemplazada por una notacidn x gx, relacionada pero maés
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conveniente, para abstraccién de clases. En *20, encontra-
mos: ‘“las proposiciones en las que ocurre una funcidén g
pueden depender, en cuanto a su valor de verdad, de la
funcién particular g, o pueden depender sélo de la extensién
de ¢g. En el primer caso, llamaremos a la proposicién en
cuestion una funcidn intensional de ¢; en el Ultimo caso, una
funcién extensional de ... Las funciones de funciones de las
que la matematica se ocupa de manera especial son todas
extensionales. Cuando una funcién ¢!z es extensional, puede
considerarse que versa sobre la clase determinada por glz,
ya que su valor de verdad permanece inalterado en tanto en
cuanto la clase permanece inalterada”.
La definiciéon contextual de clases es:

*20.01. G (8, Fé, = (T Bo+1) (Bn) (Bas1 60 = Fdy)
N Gg.11) DL

Las variables a, etc., cuyo rango estd compuesto por cla-
ses, se introducen ademas en contexto:

%20.07. (ot 1) Fotap1 = Bar1) F (Bn(Bopr 62)) DE.
*20,071. (ﬂa.-_+1) FC{,n+1 = (ﬂ’ gn—kl) F(,an (gn-F-‘l gn))
Df.
Con base en estas definiciones, el axioma de extensiona-
lidad se deriva como teorema:

¥20.43. (0:) (Bn € ttntr =B € Bag1) D ttap1 = Bats.

Para n > 0, podemos asimismo derivar:
(Yn) (Tn S An41 = Yn S Bn—l—l) 2 Qa1 — Bn+l-

A partir de las discusiones anteriores, deberia estar claro
que todo lo que la teoria de no-clases lleva a cabo es la reduc-
cioén de clases a propiedades. Es ésta una reduccién de menor
alcance que la pretendida, sin duda, originalmente por Rus-
sell: el axioma de reducibilidad introduce una diferencia ma-
yor que la distincién entre propiedades y clases. De hecho,
en la introduccién a la segunda edicién de los Principia
(1925), la distinctdn entre funciones proposicionales y clases
es abandonada sobre la base de que estamos interesados sélo
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en funciones extensionales. También se renuncia al axioma
de reducibilidad, y las clases de Ordenes diferentes compues-
tas de miembros del mismo orden se distinguen de modo que
las variables llevan tanto superindices como subindices.

Continuando con nuestras consideraciones sobre la pri-
mera edicion, volvemos a varios rasgos peculiares que deli-
beradamente hemos marginado.

En la practica, los indices de tipo son suprimidos por
medio de una convencidn de ambigiiedad sistemdtica. En
efecto, la convencidn consiste en que se ha de imaginar que
los indices se suplen de manera adaptable a la restriccién de
que una clase leva un indice de tipo superior en una unidad
a sus miembros (‘estratificacion’). Esto hace que el desarrollo
resultante sea muy similar al de New Foundations de Quine,
excepto en que PM se mantiene mas débil en su teoria de
cuantificacion, porque en el sistema de Quine no se impone
ningun requisito de estratificaciéon a la parte cuantificacional.

Algo parecido al sistema PM, con el axioma de extensio-
nalidad afiadido como directamente aplicable a las variables
para funciones proposicionales, se conserva en Hilbert y Ac-
kermann (1938), y es conocido en la literatura como célculo
de predicado o funcional de orden superior.

La mixtura de las paradojas semdénticas y matematicas
crea dificultades mas serias. No es descabellado querer des-
arrollar una légica méas comprensiva en la cual Ias nociones
seméanticas aparezcan también directamente. De hecho, tal
desarrollo parece altamente atractivo y se presenta, incluso
hoy, en espera de una ejecucion satisfactoria. Pero, en orden
a desarrollar tal teoria, estamos obligados a afrontar la dis-
tincion entre uso y mencién, entre simbolos y su significado.
Asi, en los Principia, hay también una jerarquia de pro-
posiciones (sentencias cerradas). Sin embargo, las grandes
complicaciones resultantes de las interacciones de proposicio-
nes y funciones proposicionales no encuentran un trata-
miento totalmente serio. Por ejemplo, si A significa ‘afir-
mado por Epiménides’ y T significa verdadero, aunque ten-.
gamos (pn,-1) (Apa_1 D ~ T, p,_.1), abreviadamente, ¢, y
Ag, no podemos derivar ~ T, g porque g es de orden .
Entre otras cosas, tendriamos que incluir axiomas como p, =
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T.11 Pn—1, Y Permitir que variables proposicionales desempe-
nasen un doble papel, como sustitutos de nombres y de sen-
tencias. Necesitamos, por supuesto, reglas que permitan la
sustitucién de variables proposicionales por proposiciones,
las cuales pueden suponerse implicitas en *10.1.

Aun cuando parece perfectamente posible desarrollar una
teoria unificada, ello, aparentemente, no fue capital en el
intento de Russell. En los afios mas recientes y en varios lu-
gares, Russell se ha mostrado de acuerdo en separar de su
teorta la parte concerniente a las nociones semanticas.

Hay una idea filoséfica acerca del desarrollo de la teoria
de la cuantificacién que tiene un interés técnico considerable.
Es la idea de que las funciones de verdad que rigen expre-
siones cuantificadas han de ser explicadas en términos de
proposiciones en las que las funciones de verdad no rijan ex-
presiones cuantificadas. En *9 y en la segunda edicidn (*8 y
la nueva introduccidon), donde se describen desarrollos alter-
nativos que reemplacen *10, esta elaborado con gran am-
plitud que la teoria de funciones de verdad se supone sélo
para sentencias libres de cuantificador al principio, junto con
cuantificadores que ocurren en férmulas en forma normal
prenex. Los cuantificadores que ocurren de otro modo son
introducidos mediante definiciones.

El sistema indicado en *9 es csencialmente el siguiente:

*1.1.-*1.6. Teoremas libres de cuantificador de funcio-
nes de verdad.

*¥9.01.-9.06. Por ejemplo, ~ (¥x) Fx = (x) ~ Fx. Df,

(x} Fx Vp = (x) (Fx V¥ p) DL

*Q.1. Fx D (i y) Fy.

*92. Fx NV Fy D (g Ft.

*9.12. Sipy g D g, entonces g (p, g, pueden contener
cuantificadores).

*9.13. Si Fx, entonces (y)Fy.

Los conceptos primitivos son V, ~, (x}, (dy). Este es
practicamente el mismo sistema que el de la disertacién de
Herbrand, exccepto en que, aqui, el sistema se supone simul-
taneamente para todos los diferentes tipos, mientras que el
sistema de Herbrand es exactamente para un solo tipo. Las
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definiciones *9.01 a *9.06 estan construidas de modo que
permitan aplicaciones reiteradas, y asi Fx y p puedan con-
tener cuantificadores. Esto no fue apreciado por Russell por-
que la distincién entre teoremas y metateoremas no era
familiar: ‘La induccién matemdatica es un método de prueba
que no es todavia aplicable, y no es (como se verd) suscepti-
ble de ser usada libremente hasta que la teoria de propo-
siciones que contienen variables aparentes haya sido esta-
blecida’ (pag. 130).

En conexién con la idea de aislar las reglas para mani-
pular cuantificadores, es también, para ciertos propositos,
conveniente, usar formas de minialcance mas bien que formas
prenex, o incluso proceder sin manipulacidn extensiva algu-
na de cuantificadores. En este caso, es natural tener reglas
para introducir también cuantificadores en el interior de una
formula, y no s6lo en el principio. Un sencillo ejemplo que
algunos han encontrado conveniente usar es tomar A, V,
~, (x), (Hy) como primitivos, y considerar sélo férmulas
en la forma positiva, a saber, en una forma en la cual el
signo de negacion rija sélo férmulas atémicas. Obtenemos
entonces un sistema formalmente simple con sélo tres reglas:

Q1. Cualquier tautologia veritativo-funcional (posible-
mente con cuantificadorcs) es un teorema.

Q2. 81 ... Fx ... es un teorema, y x no figura libre
en ningun otro lugar, ... (x)Fx ... es un teorema.

Q3. Si ... ((Ix)Fxy V Fyy) ... es un teorema, enton-
ces ... {dx)Fxy ... es un teorema.

Para extender el sistema hasta incluir férmulas que no
estén en las formas positivas, hemos de anadir:

Q4. En cualquier contexto, ~ (dx)Fx y ~ (x)Gx pue-
den ser respectivamente reemplazadas por (x) ~ Fx y (d x)
~ Gx ~ Vg, ~@Vqg,~~ppor(~pV ~ g
(~ 2 Aq),p

St usamos los conceptos de Herbrand de cuantificadores
general y restringido en lugar de (x) y(g x) en Q2 y Q3,
podemos prescindir totalmente de Q4.
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5. Wittgenstein y Ramsey

Hasta ahora nos hemos abstenido de discutir los pasajes
filos6ficos de los Principia, especialmente pags. 37-59. El
autor puede ain recordar como cavilaba sobre estas péaginas
como principiante en 1940, hora tras hora, con escaso éxito.
Particularmente relevantes para la filosofia de la légica de
Russell son el Tractatus, el libro de Ramsey, y los ensayos
de Quine (1940) y de Godel (1944) de la Library of Living
Philosophers.

En la Seccién 2 anterior, hemos mencionado los princi-
pios T1 y T2. Desde 1908, un tercer principio ha sido par-
ticularmente conspicuo, T3. El principio de circulo vicioso.

El principio T2 excluye la posibilidad de tipos mixtos.
Este principio es establecido explicitamente como *1.11 en
pég. 95. Los tres principios en conjunto determinan esencial-
mente alguna forma de la teoria ramificada de tipos, si bien
queda en pie la cuestidon de qué ordinales son permitidos
como indices de orden. En particular, podemos inferir de
estos principios:

T3a. Ninguna clase puede ser del mismo tipo que sus
miembros.

A partir de T1, T2 y T3 llegamos a la teoria simple de
t1pos.

La derivacidén de T3a a partir de T3 se expone en pagi-
na 40: ‘Ahora bien, dada una funcidn ,czf}, los valores de la

funcién son todas las proposiciones de la forma gx. Se sigue

que no puede haber proposicidn alguna de la forma ,95}, en

e

la que x tenga un valor que envuelva gx. (Si asi ocurriera,
los valores de la funcién no estarian determinados todos hasta
que la funcion estuviese determinada, encontrando al mismo

tiempo que la funcidn no estd determinada a menos que sus
valores estén previamente determinados)... De hecho, @g(gx)
debe ser un simbolo que no exprese nada: podriamos, por
tanto, decir que carece de significado’. También se arguye

que ‘el valor de gz con el argumento gz es verdadero’ no
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carece de significado, sino que es falso, ya que no existe
ningin valor de tal indole.

Ahora bien, puesto que la teoria simple de tipos no re-
quiere toda la potencia de T3, es natural preguntarse si
T3a se puede derivar de otros fundamentos. De hecho, Rus-
sell ofrece otro argumento mediante una consideracion direc-
ta (pags. 47-48), a saber, que la funcién proposicional es
ambigua y no puede ser usada como sujeto. Aqui, la confu-
sion entre funciones proposicionales como propiedades y
como sentencias abiertas parece particularmente evidente. En
este sentido, es la sentencia abierta la que es una mera ambi-
giedad que espera determinacién, y no puede ocurrir como

argumento; mientras que en ‘gx es un hombre’ se dirfa que
la ambigiiedad de gx se elimina mediante el circunflejo.

Si prescindiéramos por completo de T3a, no habria nada
que nos impidiese obtener la propiedad de todas las propie-
dades ¢ tales que ~ gg o :;c\(xﬁx). Por otra parte, puede
concebirse ¢l reemplazo de T3a por principios mas débiles
tales como el de que ninguna clase de un tipo dado pueda ser
tan amplia como la clase de todos los numeros ordinales de
dicho tipo.

En la segunda edicidén de los Principia, Russell tomd
prestado de Wittgenstein un principio de extensionalidad
(véase mas adelante) y ademas intentd operar sin el axioma
de reducibilidad. El fruto de la primera revisién es, esencial-
mente, el de hacer extensionales todas las propiedades de
modo que no se diferencien de las clases excepto en que,
de acuerdo con la segunda revision, sélo se permitan clases
predicativas. Se afiaden algunas padginas (Apéndice C) para
argliir que ‘4 cree p’ y ‘p es acerca de 4’ no son genuinos
contra-ejemplos del principio de extensionalidad.

La eliminacion del axioma de reducibilidad tiene, al me-
nos, cuatro tipos de consecuencias. En primer lugar, la defi-
nicién de identidad no tendria en adelante cometido alguno.
Esta, sin embargo, podria ser reemplazada por el principio de -
extensionalidad (x) (dx = {x) D (F(gz) = F ({z)). Algunos
conceptos y resultados sobre infinitos superiores, tales como
el teorema de Cantor, no podian ser obtenidos; pero esto no
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fue lamentado. Se perderian andlisis cladsicos, tales como el
del teorema de minima cota superior, y esto si que lo seria.
Finalmente, existen dificultades con la induccién matematica.

Sin el axioma de reducibilidad, no sdlo hay enteros de
diferentes tipos, sino que, dentro de cada tipo superior a 1,
hay enteros de infinitos 6rdenes, ya que un entero correspon-
de a toda clase (de un orden determinado) que sea inductiva,
i. e. que contenga O y est¢ cerrado bajo la operacion
sucesor. En el Apéndice B, Russell ofrecié una prueba de
que la clase de enteros de orden 5 no es mayor que la clase
de enteros de orden n, para cualquier n > 5. Se concluiria
que la clase de los enteros puede ser definida como la intersec-
cién de todas las clases inductivas de orden 5. Esto pareceria
contradecir el hecho de que se puede probar, usando la in-
duccién de orden superior, la consistencia del sistema con
induccién de orden inferior y, en consecuencia, eliminar mas
enteros no-standard. Como Godel hizo ver, la prueba de
*89.16 no es concluyente.

En el Tractatus, Wittgenstein sujetd a discusidon una serie
de puntos de capital interés sobre la filosofia de la logica y la
matematica. Dicho esquemadticamente, hay objetos simples y
hechos atomicos. Las proposiciones atomicas, si son verda-
deras, son pintura de los hechos atoémicos (‘La teoria pictdrica
del significado’). Los cuantificadores son reducidos a conjun-
ciones y disyunciones. Todo objeto simple tiene un nombre
unico, y por consiguiente la identidad no es, en el andlisis
final, indispensable, aunque no se niega que sca util ¢ incluso
esencial a la matematica, donde nuestro principal interés es
determinar si diferentes descripciones tienen la misma refe-
rencia. Por afiadidura, se entiende que el principio de exten-
sionalidad (5.54) es aplicable a todas las proposiciones
compuestas: ‘BEn la forma proposicional general, las proposi-
ciones ocurren en otras proposiciones sélo como bases de
operaciones de verdad’. Partiendo de estas afirmaciones ge-
nerales, se obtiene la forma general de las proposiciones, que
a su vez da lugar a todas las proposiciones mediante aplica-
cién de una funcidn barra generahizada (negacion de todas
las proposiciones de cualquier conjunto dado, esto es, en la
notacién de Schénfinkel, fx|°gx) repetidamcnte sobre la clase
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de todas las proposiciones atomicas. La totalidad de la teoria
omite la distincién entre rangos finitos y rangos infinitos, y
es, por Jo tanto, en gran medida irrelevante para la funda-
mentacidén de la matematica. Los nimeros son tratados, ma-
nifiestamente, de acuerdo con una linea distinta: ‘Un numero
es el exponente de una operacién’ (6.021).

El principio mds bésico es quizd el de atomicidad, que
afirma la posibilidad de analisis ultimo. Poco se dice acerca
de Ios objetos simples, que parecen mas semejantes a objetos
materiales que los datos sensoriales preconizados por Russell
y los positivistas logicos. La teoria de las descripciones pa-
rece haber ejercido importante influjo al sugerir esta posicidn
del ‘atomismo 16gico’.

‘Una espada estd rota’ tiene sentido sdlo si hay objetos
simples tales que podemos pensar en ellos como siendo reor-
denados. Ello supone que el sentido ha de ser formulado en
términos de refercncia, y la referencia ha de ser a objctos
materiales. Quizd no justamente objetos materiales, pero ob-
jetos simples en todo caso.

La l6gica ha de ser verdadera en todos los mundos posi-
bles. ;Como hemos de pensar entonces los mundos posibles?
Las diferentes posibilidades surgen de la reordenacién de la
misma materia basica.

Todo ello es muy familiar: ‘El presidente de Inglaterra’
parece tener una referencia ficticia y la teoria de Ja descrip-
cién hace que parezca innecesario ir mas alla de objetos
reales. ;Por qué no, pues, en todos los casos? El analisis
conduciria a signos simples y por tanto a objetos sumples. Si
los signos simples han de tener sentido, el sentido sélo puede
ser referencia. Si el sentido de un signo simple no €s un ob-
jeto, entonces c¢s posible ulterior analisis. De hecho, el que
un nombre tenga sentido, tendria que depender siempre de
s1 algo es verdadero. En ofras palabras, si sélo tenemos des-
cripciones, ;dbénde obtienen éstas sentido? A menos que las
proposiciones no alcancen en alguna parte la realidad, no
pucde haber un fundamcnto para explicar la verdad o la .
falsedad de cualquier proposicion. Puede que no sepamos qué
son las proposiciones atdmicas, pero es preciso que tales pro-
posicionecs existan,
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El contraste entre sentidos definidos e indefinidos intro-
duce un elemento que recuerda la ley de identidad establecida
con varias cualificaciones. Existe el sentimiento de que, cuan-
do uno se toma la suficiente molestia, una proposicién no
puede menos de tener un sentido definido: no tener un sen-
tido definido es no tener sentido alguno.

Si comenzamos con proposiciones no analizadas y gene-
ramos proposiciones mdas complejas mediante operaciones
l6gicas, hemos de elegir entre diferentes significados de las
constantes légicas y decidir por tanto si se permiten senten-
cias sin un valor de verdad definido,

El tratamiento matemdtico de un dominio finito dado de
objetos resulta facil de Ilevar a cabo por €l hecho de que
podemos contar todos los objetos y asignar a cada objeto un
unico signo. Predicados y funciones fijos pueden ser definidos
extensionalmente, acaso por tablas. Es claro que, extensional-
mente, puede haber s6lo un numero finito de predicados y
funciones posibles sobre un dominio finito. Entonces las
constantes logicas A, V, ~, (), (H) pueden ser también ex-
plicadas del modo natural, y las leyes usuales de la 16gica
pueden ser comprobadas en su verdad de acuerdo con la
explicacién. No podemos esperar sin mas que estas leyes
sean completas relativamente a la explicacidén, puesto que
hay en general enunciados accidentalmente verdaderos acerca
del pequefio mundo dado que no son légicamente verdade-
ros, por ejemplo (x) (y) (7 x = yVx =z Vy = 2z)enun
mundo con dos objetos. De aqui no resta sino un corto paso
para llegar a la posicidn de que en la secuencia de proposi-
ciones (Hx1) ... (Hx,) (X1 = x2 A ... A X,_1 # X,), comen-
zamos con tautologias cuando n no es mas que el ndmero
total de objetos simples y terminamos con contradicciones
(véase el libro de Ramsey, pags. 59-61).

En sus lecciones de 1930-3 (Mind, Vol. 64, pags. 1-4),
Wittgenstein llegd a percatarse, de los dos errores basicos en
el Tractatus, probablemente bajo el impacto de Brouwer. El
primero de ellos concernia a las proposiciones atomicas. ‘De-
cia que ambos, €l y Russell, tenian la 1dea de que las propo-
siciones no atdmicas podrian ser “analizadas” en proposicio-
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nes atdémicas, pero que no sabiamos aln qué era el
analisis... Su concepcion actual era que carecia de sentido
hablar de un “analisis final”’. Se proponia considerar en
cualquier contexto proposiciones no analizadas (mds bien que
no analizables) como atémicas. El segundo error importante
era su analisis de las proposiciones generales como conjun-
ciones. ‘Decia que habia sido llevado a error por el hecho de
que (x)Fx puede ser reemplazado por Fa A Fb A Fc A ...,
sin advertir que la Gitima expresiéon no siempre es un produc-
to légico: de que sélo es un producto légico si los puntos

1

son lo que él llamaba “el punto de comodidad” .

El ensayo de Ramsey de 1926 contiene una reinterpreta-
cién de la teoria simple de tipos bajo influencia de Wittgen-
stein. Ramsey constatd tres errores bdsicos en Principia. En
primer lugar, la referida teoria tiende a decir que toda clase
tiene una propiedad definitoria. ‘El error se comete no por
tener una proposicidn primitiva que afirme que todas las cla-
ses son definibles, sino por dar una definicién de clase que se
aplique solamente a clases definibles, de suerte que todas las
proposiciones matemadticas acerca de algunas o todas las cla-
ses sean malinterpretadas’. Por el teorema de Lowenheim, en
cada sistema formal hay clases indefinibles. Ramsey parece
sugerir asimismo la posibilidad de clases absolutamente inde-
finibles. ‘Si hay o no clases indefinibles, es una cuestion
empirica; ambas posibilidades son perfectamente concebibles’.
En segundo lugar, los Principia yerran al no distinguir las
paradojas semdanticas de las matemaéticas. En tercer lugar, el
tratamiento de la identidad da lugar a malinterpretaciones
por cuanto no define el sentido segin el cual se usa realmente
el simbolo de identidad. En su recension del libro de Ramsey
(Mind, Vol. 40, pags. 476-82), Russell dijo: ‘Por mi parte,
admito el primero y el segundo de estos defectos, y considero
de gran valor la obra de Ramsey sobre estos puntos. ... Con
respecto a la identidad, sin embargo, estoy menos convencido’.

La posiciéon de Ramsey es la de un realista que pone en
el mismo plano a los conjuntos finitos y a los conjuntos
infinitos. En particular, todas las verdades matematicas son,
de acuerdo con é€l, tautologias (veritativo-funcionales), a ve-
ces de infinitas proposiciones. ‘Una funcidn predicativa de
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individuos es una funcidén veritativa cualquiera de argumen-
tos, sean finitos o infinitos en ndmero, todos los cuales son, o
bien funciones atémicas de individuos o proposiciones atod-
micas... Admitir un nimero infinito leva consigo ¢l que no
definamos el rango de funciones como el de aquellas que po-
drian ser construidas en un cierto modo, sino que las deter-
minemos por una descripcion de sus significados’ (pag. 39 del
libro de Ramsey). De acuerdo con Ramsey, nuestra incapaci-
dad para escribir proposiciones de longitud infinita es, 1dgi-
camente, un mero accidente (pag. 41). Desde tal perspectiva,
deja de ser indispensable el axioma de reducibilidad, el cual
es reemplazado por el axioma de comprehension, que parece
por su forma ser, en buena medida, el mismo, pero que es
verdadero, de acuerdo con la posicidbn realista, con respecto
a clascs o funciones veritativas infinitas. Por otra parte, de
acuerdo con la interpretacidon de los Principia, el axioma
de reducibilidad no es una contradiccion (puede ser verdade-
ro) ni una tautologia (puede ser falso). El axioma de eleccién
se comporta del mismo modo en las dos interpretaciones.
Que es una tautologia en la interpretacion realista, se sigue
del hecho de que todas las especificaciones determinan clases
(de algtn tipo dado), puesto que consideramos todas las cla-
ses posibles de objetos en cada tipo. A la objecién de que, si
el axioma de eleccién es verdadero, seria demostrable, Ram-
sey replica, ‘Pero no me parece, al menos, inverosimil que
hubiese una tautologia que pudiese ser establecida en térmi-
nos finitos, cuya prueba fuese, sin embargo, infinitamente
compticada, y, por tanto, imposible para nosotros’ (pag. 59).
El axioma de infinito siguc siendo motivo de perturbacion por
causa de la preocupaciéon por los ‘individuos’ v la negativa a
conceder un puesto aparte a los nameros O construcciones
recursivas,

Las observaciones de Ramscy son de poca significacidon
matematica por no arrojar luz sobre cémo pueda probarse
con ayuda de medios finitos que el axioma de comprehensién
es consistente (cuando hay infinitos objetos de algin tipo
dado), o codmo pueda establecerse la cuestidn de la indepen-
dencia del axioma de eleccidn con relacion a pruebas (que
no sean infinitamente complicadas). Con respecto a Jos axio-
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mas en la teoria constructiva, puede observarse, en efecto,
que ¢l axioma de reducibilidad es falso (porque hay clases de
orden superior no coextensivas con clases de 6rdenes inferio-
res) y el axioma de eleccién es verdadero (porque el universo
es enumerable y el modelo intuitivo ascgura la posibilidad de
selecciones mediante clases de orden suficientemente superior).

El tratamiento que hace Ramsey de las paradojas seman-
ticas pone de manifiesto algunas oscuridades en los Principia.
Considérese la paradoja de Grelling de ‘w es heteroldgica’. Si
utilizamos w teniendo por rango simbolos de propiedades y
siendo R la relacidn de nombrar, el predicado es dado por:

Hw = (U g) WR(gx) A ~ dw).
En particular, HH’ = (4 g) (H'R(gx) N ~ g'H’).

Ahora bien, podemos desear argiiir que, por el axioma de
reducibilidad, existe una funcidn predicativa (en el sentido
de los Principia) F tal que Fw = Hw. Por lo tanto, puesto
que ‘H'RH, obtenemos F'H' = ~ H'H’, y de ahi HH = ~
H'H’. Parcceria, por ende, que el axioma de reducibilidad
reintroduce las contradicciones semanticas. Pero la teorfa de
tipos no excluye la sustituciéon de w por ‘H’ o la sustitucién
de F' por H, sino que simplemente guarda silencio respecto de
tales discursos. Ello es una indicacién de que si deseamos dar
un tratamiento unificado de las matemadticas y la seméntica,
hemos de introducir explicitamente conceptos semdnticos y
reglas que gobiernen su uso.

En una popular conferencia publicada poco después,
Ramsey expresé su desconfianza acerca del axioma de infinito
y afirmd de su propia teoria: ‘es imposible considerarla como
totalmente satisfactoria’ (pag. 81). Y, de acuerdo con el edi-
tor de su libro, ‘en 1929 se habia convertido a una concep-
cion finitista que rechaza la existencia de cualquier agregado
infinito actual y a la que se alude en alguna de las notas pos-
teriores’ (pag. xii).

6. Verdad Ldgica v otras materias filoséficas

La introduccién a la segunda edicién (1937) de los
Principles puede considerarse como un sumario de los puntos
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de vista de Russell sobre la filosofia de la logica. El pun-
to central es la verdad ldgica y las constantes logicas, y la
conclusidén principal es que no ha encontrado una definicién
adecuada de la ldgica.

(1) Criticas del intuicionismo y del finitismo. Son més
bien superficiales. En los comentarios, por ejemplo, sobre
finitismo, la comprensién del elemento de idealizacién en la
teoria es fallida; la explosién contra esta doctrina parece estar
basada en poco més que un mero juego con la palabra ‘fini-
tista’. ‘Si se admite el principio del finitismo no debemos ha-
cer ningun enunciado general sobre una coleccién que esté
definida por sus propiedades y no por la mencion real de
todos sus miembros.” Pero es bien sabido que las definiciones
recursivas y todas las leyes de la aritmética recursiva (primi-
tiva) son perfectamente aceptables de acuerdo con la posicién
finitista.

(2) Identidad de mateméticas y logica, La posicién ba-
sica de Russell parece ser que logica y mateméticas son
idénticas, independientemente del modo en que la ldgica y
las matematicas se definan. con mayor exactitud, siempre
que las definiciones sean razonablemente correctas. En abs-
tracto, tal posicién puede ser perfectamente aceptable, puesto
que a veces sabemos que 4 y B son lo mismo sin disponer
de una definicidn adecuada de ambos. En el presente caso,
sin embargo, resulta dificil entender Ia persistencia de Russell
en su creencia, en contraste con Frege, Ramsey, Wittgenstein,
junto con su inhibicién a resolver las numerosas dificultades
restantes, que €l claramente percibe. En particular, el Iugar
en logica del concepto de infinito, que es central en matema-
ticas, requiere una buena dosis de atencion, antes, incluso, de
que pueda ser formulado adecuadamente un enunciado claro
de la posicidn ‘reduccionista’. Una posible teoria, por ejemplo,
seria tomar la posicidén inicial de Ramsey y extender Ja des-
preocupacion por la diferencia entre finito e infinito a una
justificacién del axioma de infinito en términos de constructos
tales como el de todas las cadenas posibles de asteriscos. Tal
posicion, sin embargo, habria de suponer que la légica que
es verdadera para conjuntos finitos, automaticamente es apli-
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cable también a conjuntos infinitos. Pero esta teoria es muy
opuesta al punto de vista constructivo de Russell.

(3) Construcciéon légica y platonismo. El platonismo
inicial de Russell, en particular en lo que respecta a clases, ha
sido abandonado en la teoria de las descripciones, la aboli-
cién de las clases (en favor de los atributos), y la definicién
de Whitehead de espacio, tiempo y materia como clases de
eventos. Este mantenimiento de la filosofia constructivista es
algo incompatible con la manifiesta aprobacion de Russell de
la teoria original de Ramsey, que es tan no-constructiva como
lo pueda ser cualquier filosofia de la matemadtica.

(4) Verdad légica y constantes l0gicas. Es ésta una
cuestion central, que parece reclamar un comentario amplio.

Segin Russell, una proposicién 16gica debe tener una
generalidad completa y debe ser verdadera en virtud de su
forma. Con excepcidn de las constantes logicas, en la expre-
sién verbal o simbdlica de las proposiciones légicas no ocurre
constante alguna. Por ejemplo, podemos considerar el silo-
gismo tradicional mé&s o menos reformulado: ‘Si todos los
placeres son transitorios y la inmortalidad es un placer, en-
tonces la inmortalidad es transitoria’. Este es, segiin Russell,
verdadero en virtud de su forma, pero no completamente
general, ya que contiene las palabras ‘placer’, ‘transitorio’,
‘inmortalidad’. Si reemplazamos estas palabras por variables
adecuadas, entonces obtenemos el enunciado: ‘Con indepen-
dencia de los valores posibles que S, P y M pueden tener, si
todos los M son P y S es un M, entonces S es P’, que repre-
senta para Russell una proposicion de la logica.

Surgen al menos dos cuestiones: qué sean las constantes
légicas, y si todas las sentencias verdaderas (o, mas bien, va-
lidas), en las que todas las constantes sean constantes ldgicas,
son verdades logicas.

Segin Russell, ‘tras los ultimos esfuerzos por reducir el
nimero de elementos indefinidos del céalculo I6gico, nos en-
contraremos con dos (cuando menos) que parecen indispen-
sables: uno es la incompatibilidad; el otro es la verdad de .
todos los valores de una funcién proposicional’ (pdg. xi). En
otras palabras, las dos son la o-exclusiva y la cuantificacién
universal, Ello permite marginar la relacidn de membrecia
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que puede ser considerada razonablemente como radicada
més alla del dominio de la Iogica. Sin embargo, Russell, pre-
sumiblemente, cree que la predicacién, simbolizada mediante
concatenacion de modo que tengamos yx en lugar de x € v,
no ha de ser considerada como un primitivo adicional, sino
que desempefia el papel de la relacion de membrecia. Tal
punto de vista induciria a error puesto que necesitamos para
la predicacién axiomas especiales que no son requeridos por
Ja naturaleza de la o-exclusiva y la cuantificacidon universal.

En todo caso, pareceria necesitarse algin criterio para
separar las constantes 16gicas de las constantes no ldgicas.
Russell dijo, en una ocasién, que una constante logica es
algco que permanece constante en la expresidn verbal o
simbdlica de una proposiciéon aun cuando se cambien fodos
los constituyentes de la proposicién. También dijo que una
constante ldgica fundamental seria lo que hay de comin
entre un numero de enunciados, cada uno de los cuales pue-
de obtenerse de cualquier otro mediante sustitucidon de unos
términos por otros. Asi tan s6lo se reduce el problema a las
-cuestiones igualmente complejas de que sean Jos términos o
constituyentes de las proposiciones.

En ¢l Tractatus se sugiere que en una notacidén adecuada
(en un lenguaje ideal) las constantes logicas serian semejantes
a signos de puntuacidn o paréntesis (4.441, 5.4, 54611,
5.474). Esta claro, pues, que no les corresponde constituyente
(objetos o complejos de objetos) alguno; no existe ‘objeto
Jogico’ alguno. Esta sugerencia puede ayudar en la seleccidn
de constantes légicas si existe un criterio independiente para
las notaciones adecuadas. En otro caso, puede racionalizarse
cualquier seleccién arbitraria estipulando ad hoc que una no-
tacidn es adecuada si, y solo si, representa dichas palabras
mediante signos similares a los signos de puntuacién y pa-
réntesis.

Supuesto que la primera cucstidén ha sido respondida en
mayor o menor grado, queda la segunda. Ya en Math.
Philosophy (1919} Russell comenzd a ser consciente de que
la auscncia de constantes no ldgicas, si bien es condicion ne-
cesaria de las proposiciones de la légica, no es condicion
suficiente. El contracjcroplo de Ramscy es: ‘cualesquiera
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cosas difieren cuando menos en treinta aspectos’. Si no se
exige respecto de la verdad logica alguna propiedad adicional,
al parecer se veria uno conducido a un punto de vista aireado
en cierta ocasién por Quine (Mind, 1953, pag. 436): el de
que todo enunciado que ejemplifique una forma enunciativa
valida que no contenga constante no logica alguna, es logica-
mente verdadero, con la consecuencia de que habriamos de
aceptar como verdades logicas determinados enunciados cuya
verdad depende del tamano del universo.

Si no queremos aceptar esta consecuencia, necesitamos
una propiedad adicional, tautoldgica segin el primer Wittgen-
stein y Ramsey, y analitica segin otros muchos. La nocién
natural de fautologico es ‘verdadero en todos los mundos po-
sibles’. Sobre tal base se desarrolla en el Tractatus una teoria
mas bien sugestiva, que parece explicar plenamente las leyes
de la teorfa de la cuantificaciéon con identidad. Cuando llega
a una teorfa de clases, Ramsey, como antes indicabamos, in-
troduce de nuevo el tamafio del universo en conexidon con el
axioma de infinito.

Tanto Russell como el primer Ramsey parecen creer que
no se puede construir las matematicas ordinarias a menos
que supongamos no sélo la existencia de individuos en el
mundo, sino también la de un namero infinito de ellos. Ya
que estamos Jo suficientemente seguros de que, con indepen-
dencia de cuantas cosas haya en el mundo fisico, » serd siem-
pre diferente de n + 1, la consecuencia natural a concluir es
la de que toda teoria que haga depender esto de una hipd-
tesis empirica sobre el mundo debe ser errénea. El infinito
debe surgir de alguna otra parte. De hecho, es la dificultad
de dar una explicacion adecuada del infinito en términos de
conceptos estrictamente 16gicos lo que hace sumamente du-
dosa la tesis de Russell de identificar I6gica y matematicas.

7. Definiciones predicativas y el principio del circulo vicioso

(1) Formulacidn del principio. El problema de formular
el principio correcta y claramente no es menos complejo
que el de su justificacidén. Si nuestro propésito es determinar
todos los principios aceptables de existencia de clases, surge
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el problema de si tenemos que excluir todas las definiciones
que violan el principio del circulo vicioso o si somos libres
para incluir también definiciones que puedan justificarse por
otros fundamentos generalmente aceptados. Idealmente seria
mas escrupuloso usar el principio como la unica guia o al
menos aislar el dominio de todas las definiciones justificables
mediante el principio exclusivamente. Esta tltima tarea no es
tan fécil, particularmente porque el principio es esencial-
mente negativo en la medida en que dice directamente tan
s6lo qué definiciones han de excluirse como iegitimas. De
aqui que, en la practica no est€¢ siempre claro cuidndo es
aplicable el principio.

En los Principia, el principio se formula esencialmente
del siguiente modo (pag. 37).

(1a) El principio del circulo vicioso. Ninguna totalidad
puede contener miembros definibles solamente en términos
de dicha totalidad; cualquier cosa que sea definible solamen-
te en términos del total de una coleccidn no debe ser un
miembro de la coleccién.

Esta formulacién es sumamente ambigua. Algunas de las
ambigiiedades podrian resolverse examinando la teoria posi-
tiva propuesta por Russell, otras exigen diversos grados de
anélisis ulteriores.

Un dominio finito, determinado, de objetos no presenta
una seria dificultad teérica. La primera nocidn interesante
para las mateméticas es el concepto general de finitud.

(2) El concepto de finitud. Este es presupuesto de di-
versos modos en la teoria ramificada de tipos russelliana.
(i) En la descripcidon sintdctica de la teoria tenemos que
hablar de todos los 6rdenes finitos # y, dentro de cada orden,
tenemos que pensar en todas las combinaciones finitas obte-
nibles mediante funciones de verdad y cuantificaciones. (i) La
definiciéon de la funcién sucesor presupone un numero finito
de aplicaciones reiteradas. (iil) Incluso el axioma de infini-
to construido en términos de un mundo fisico ha de presu-
poner que el concepto de finitud tiene significado.

De hecho, el hablar de infinito a través de individuos (en
Iugar de alguna forma de idealizacién abstracta) parece estar
descaminado. Russell parece desear distinguir la comprensién
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del concepto general de finitud del supuesto de la exis-
tencia de infinitos objetos. Esto es perfectamente razonable
si pensamos en objetos fisicos. Sin embargo, es completa-
mente futil tratar de desarrollar las matemdticas sobre una
base asi. Realmente, la reduccién de la aritmética a la 16gica,
tal como Russell la planed y la llevd a cabo, es, de un modo
enteramente definido, un fallo.

Russell se opone a la unién de todas las clases obtenidas
a partir de Ja clase vacia o tomando repetidamente la clase
unidad {x} de cada clase dada x, sobre la base de tipos im-
puros y engorros de un conjunto universal. Tales objeciones
no son validas contra una teoria de tipos ramificada divor-
clada de los otros aspectos separables del sistema russelliano.
Podemos, por ejemplo, comenzar con * y constderar una
clase 4 tal que (i) * € A, () x € A Dx * € A.

La dificultad aqui estd en la variable x. Nos gustaria
decir que x tiene por rango (a), la clase constituida por *
y todas y solamente todas las cadenas obtenidas de x me-
diante cualquier numero finito de aplicaciones de la opera-
cién de afiadir un * a una cadena dada. Esto presupondria
el concepto de finitud, Alternativamente, podemos decir que
hay muchas clases 4 que satisfacen (i) y (i1) ya que no hay
nada que excluya cosas extrafas. A fin de obteper una defi-
nicién podriamos hablar de la clase mas pequefia que satisfa-
ce (1) y (i1). Pero entonces la definicién ya no es predicativa.
Por otra parte, si aceptamos el concepto de finitud como
dado, podemos tomar (a) como la definicion de A.

Si trasladamos la carga a la regla de formacién, podemos
decir: (1) * es un término; (ii) s1 x es un término, x* es un
t€rmino. Podemos también usar como axiomas los enuncia-
dos verdaderos: (ii) x* = y* D x = y; (iv) x* = *, Enton-
ces podemos definir clases mediante condiciones tales como:
(V** e B, (v x € BDx** € B,

No hay enunciacién explicita en el principio del circulo
vicioso de si las definiciones recursivas son aceptables. Por
otra parte, podemos argumentar que, puesto que entendemos
la finitud y las definiciones recursivas de algin modo, son
aceptables y no violamos el principlo. Por otra parte, se pue-
de indicar que una definicién explicita de x € B tendra el as-
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pectode (A) (F* €A AN (z€ADz** € 4) D x € A),
que es obviamente impredicativa. Si reemplazamos z € A
por (z€ A AN z = x), tendriamos la comodidad de que la
variable 4 puede tomarse de modo que tenga como rango
solo clases finitas y de aqui que no necesitemos incluir B que
es una clase infinita.

Si dejamos de lado el tabt sobre tipos mixtos, que no
tiene nada que ver con el principio del circulo vicioso, parece
que Russell desea aceptar una teoria de clases finitas. Puesto
que sabemos que es posible desarrollar la aritmética sobre
tal base, podemos entonces generalizar el mecanismo ante-
rior para obtener al menos conjuntos recursivos de nimeros.

El problema central es llegar predicativamente a varia-
bles que tengan como rango (la totalidad de las) clases finitas
o numeros naturales. Si estamos de acuerdo en que o es un
término y en que j (x, y) es un término st x e y lo son, y
usamos como axiomas x € 0 = x # X, 2 €] (x, y) =
(z € x V z = y), parece que estamos seguros de que el ran-
go R de las variables incluye todas las clases finitas construi-
das a partir de o; ;hay justificacidén para pensar que la colec-
cion C de todas estas clases finitas no es una totalidad ile-
gitima?

El principio (la), no parece proporcionar una respuesta
explicita a esta pregunta, aunque es mdas verosimil que Rus-
sell no estuviera atormentado con respecto a la posibilidad
de que R pudiera ser mayor que C. Esta cuestién de las
iterpretaciones no pretendidas o de los modelos no standard
obviamente no es relevante para nuestra cuestion. Pero el
que la manera familiar de excluirlos use una definicién im-
predicativa nos hace sospechar de la legitimidad de C. Nos
vemos llevados a preguntar si hay algin modo, sea el que
sea, de introducir un total infinito sin violar el principio del
circulo vicioso.

Cualquiera que pueda ser la solucidn, ciertamente de-
seamos buscar un total infinito como base para la ulterior
construccion. Y un total como C es ciertamente inaceptable,
aunque se considere que viola (la), puesto que entendemos
el concepto de finitud. En vista del hecho de que podemos
llegar al total C'y a la coleccion N de nimeros mediante este
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concepto, no tenemos que elegir el modo particular de intro-
ducir estos totales que resultan violar (la). Y la conclusién
que obtenemos €s que C y N son totales legitimos sobre
cuya base podemos proyectar ulteriores definiciones predi-
cativas.

Los que rchusen aceptar esta conclusién tendrdn que
hablar de predicatividad relativa a ndmeros naturales. Existe
también un problema similar con respecto a las definiciones
inductivas en gencral (véase mas adelante).

Hay un tema marginal interesante que nos parece par-
ticularmente relevante para la cuestidon de la predicatividad.
Una vez que tenemos C o N, podemos obtener definiciones
predicativas para todos los predicados aritméticos mediante
el uso de cuantificadores y un pequeno numero de predica-
dos iniciales simples. Sin embargo, las definiciones recursivas
y todas las variables libres aritméticas pueden desarrollarse
con letras esqueméticas (en Jugar de variables) de manera
que los modelos no standard no afectan sus interpretaciones
en la medida en que los predicados se aplican a los numeros
standard. Ello es asi porque la igualdad hace Gnicas las deno-
taciones de cada guarismo y los numeros no naturales no
pueden interferir. Esto no es cierto de los predicados arit-
méticos en gencral porque los nimeros no naturales pueden
desordenar la interpretacion de los cuantificadores de modo
que, por ejemplo, 3 puede satisfacer una condicién definitoria
en un modelo y puede no hacerlo en otro. Asi, obtenemos
una interesante caracteristica distintiva de las definiciones re-
cursivas, que es idéneamente llamada por Kreisel “presupo-
ner potencialmente tan solo totalidades infinitas”. Sin em-
bargo, esta distincidon mads refinada no parece ser relevante
para la cuestion de la predicatividad segin la cual, una vez
que disponemos de un total, somos libres de usar variables
igadas que lo tengan como rango. Es, de algiin modo, rebus-
cado arguir que la variacién en los modelos no-standard sir-
ve para perturbar la constitucion de un predicado aritmético
A y, por tanto, A no es definido predicativamente. Méas bicn
los modelos minimum o standard para los rangos de varia-
bles se suponen cn la construccién de una teorfa y son Uni-
camente las malas perturbaciones las que nos fucrzan a
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cambiar los rangos previos de modo que ya no podamos
sujetarnos a un modelo minimum. Desde el punto de vista
formal hay un claro contraste entre una definicién de algu-
nos conjuntos numéricos que contienen s6lo cuantificadores
de numero frente a una especificacién en la que hay cuantifi-
cadores que tienen como rango conjuntos numéricos arbitra-
rios.

(3) Las definiciones y su orden. La nocién relevante de
definicién no es el uso de una abreviatura para la cual todo
lo requerido es un procedimiento mecédnico de eliminacién
Unica de la expresidén definida. Por una razoén, tales abrevia-
turas no atienden al punto de partida y usualmente no per-
miten la posibilidad de infinitas abreviaturas precedentes. El
concepto de definicién que estd bajo consideracidén es més
estricto que la categoria general de especificacidbn que es
enteramente neutral para el sabor constructivo que deseamos
preservar. Por un lado, para ser pedantes, nos gustaria decir
que una definicién impredicativa de un conjunto numérico
no es una definicién, sino una especificacién relativa a un
modelo realista preconcebido. Por otro lado, no tenemos nada
que objetar contra la persona més alta de la habitacién o el
numero perfecto mas pequefio, supuesto que hayamos de
algin modo obtenido la clase de las personas que estan en
la habitacidén y la clase de los nimeros. Nos gustaria decir
que estas son especificaciones impredicativas de objetos que
fueron definidos predicativamente al comienzo.

Desde un punto de vista clasico, se podria desear decir
que aqui también estamos interesados solo por las especifi-
caciones y que el principio del circulo vicioso solamente dis-
tingue un tipo de especificacidon de los otros tipos. Exigimos,
no obstante, que las definiciones predicativas estén de algun
modo bien ordenadas de manera que cada clase se defina
mediante una condicidén de membrecia en la que los valores
de todas las variables estén limitados a cosas introducidas
por definiciones anteriores en la buena ordenacién. Se sigue
que una definicién ulterior no perturba una definicién ante-
rior; si una definicidén A4 conticne variables ligadas con un
rango que incluye cosas que deben definirse en B, entonces
la clasificacion determinada por A tiene que ser ajustada
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por lo determinado por B y, en general, hay complicadas
cuestiones con respecto a la satisfaccién simultdnea de un
grupo de condiciones. Por ejemplo, segiin Russell, “el me-
nor entero no nombrable en menos de diez y nueve silabas”
denota 111.777 en la clasificacién de acuerdo con los nom-
bres ingleses de enteros, pero el nombre anterior contiene
s6élo diez y ocho silabas.

El orden no puede construirse literalmente como un orden
temporal y los nimeros ordinales son de importancia central,

Si se supone que comenzamos con ordinales arbitrarios,
no se puede llegar a obtener un modelo para la totalidad de
la teoria de conjuntos, como hace G&del. Naturalmente, con
ordinales superiores la impredicatividad es intrinseca, al me-
nos en la medida en que lo sabemos. Para el propésito de
una teorfa de conjuntos predicativa usamos soélo los ordina-
les inferiores y empezamos por los nimeros naturales.

Una vez que pretendemos asumir los nimeros naturales
sobre un nivel sintdctico y conceptual, cosa que Russell hace
sin admitiflo en modo alguno, ¢l problema de la induccién
matemédtica ya no es dificil. En cuanto a los numeros reales,
podemos también obtener teoremas standard tales como el
teorema de la minima cota superior (la cortadura de Dede-
kind) tomando la unidén en los ordinales limite.

Quedan las cuestiones de los ordinales admisibles, defi-
nibilidad versus demostrabilidad y definiciones inductivas.

(4) Ordinalcs admisibles: expansiones autométicas; ver-
dad y conocimiento. Para obtener los ordinales, tenemos que
poseer una teoria que a su vez dependa de los ordinales.
En 1954 (J. Symbol. Logic, pag. 261), el autor sugirié que
tomemos todos los ordinales definibles en un sistema dado y
luego usemos estos ordinales para hacer nuevos sistemas. Esta
idea de “acumulacién” tiene un clerto atractivo conceptual.
Se entrevid una extensién automatica alternativa entre ordi-
nales y sistemas. La ambigua palabra ordinal “definible” se
tom6 como significando el tipo ordinal de cualquier predicado
que aparezca en un sistema que resulta ser bien ordenado.
En 1955, Spector probé un resultado que implica que el ante-
rior proceso de expansién en un sentido definido se detiene
con los ordinales recursivos y los conjuntos hiperaritméticos.
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En términos formales, se puede modificar ligeramente la teo-
ria de conjuntos de Bernays para obtener un sistema formal
como codificacién de la teoria. La modificacién que se nece-
sita es asegurar que en los axiomas generales se evitan varia-
bles de conjuntos generales ligadas en favor de variables que
tienen por rango conjuntos determinados previamente.

Kreisel exige que, para que un ordinal sea aceptable, debe
reconocerse (probarse) que la buena ordenacion correspon-
diente es una buena ordenacién en el sistema predicativo
dado. Esto naturalmente plantea la cuestion de coOmo un sis-
tema predicativo, que no contiene variables sobre conjuntos
arbitrarios de ordinales, puede expresar con verdad la pro-
piedad de ser una buena ordenacién. Aparentemente Kreisel
tiene maneras de salvar esta dificultad y €l y otros han obte-
nido interesantes resultados a lo largo de la linea que se pone
bajo el nombre de “progresiones auténomas”.

La cuestién mds general es si en la caracterizacién de Ia
definicién predicativa habria que imponer el requisito de co-
nocimiento sobre la verdad anterior. Un problema entera-
mente paralelo ha surgido en conexién con las definiciones
recursivas: si deberiamos exigir que la recursividad sea de-
mostrable constructivamente. En ambos casos, parece razo-
nable desarrollar ambas interpretaciones. En el caso de las
definiciones predicativas al menos se podria argiiir que la
cuestion de la definibilidad es primariamente una cuestién de
verdad y deberia separarse la cuestion de la recognoscibilidad.
En alguna medida, es posible tener una concepcidon de la
definicion predicativa divorciada del requisito de demostra-
bilidad.

Esta misma cuestion surge también con respecto a reco-
nocer que una definicién inductiva propuesta es realmente
una definicién.

(5) Definiciones 1nductivas. En una definicion inductiva
general los cuantificadores ya disponibles (por ejemplo, los
nimeros supra naturales) son permitidos. Uno esta tentado
a decir que éstos son aceptables porque la Unica parte que se
pierde es la clausula extrema “nada mas”, que entendemos
completamente bien. Aqui, de nuevo, el modo standard de
tomar la mds pcequena (la intcrseccidon) de todas las clases
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que satisfacen la condicion inductiva nos deja de lleno en
abierta impredicatividad.

Precisamente como en el caso de todas las clases finitas
podemos, por ejemplo, dar una definicién explicita de la
clase de los ordinales recursivos usando variables que tengan
por rango todas y solo las clases hiperaritméticas. De hecho,
esto parece un fendmeno completamente general: podemos,
en lugar de ecmplear la interseccion de las anteriores, emplear
Ja unién de las posteriores. Esta situacidén lleva a otra ambi-
gliedad en el principio (la).

Dado que podemos definir cada clase hiperaritmética (o
finita) predicativamente, ;hay justificacién para introducir
variables que tengan como rango todas estas? Parece que
esto es aceptable porque cada miembro de la clase CH de
todos los conjuntos hiperaritméticos es definible sin usar el
CH total, aunque la propiedad abstracta de ser-un-miembro-
de-CH no puede definirse sin usar de algin modo CH misma.
Puesto que CH no conticne ningin miembro definible soélo
en términos de CH, el principio (la) no se viola.

En conexidén con las definiciones imnductivas existe de nue-
vo la cuestién de reconocer que 1o que parece por su forma
una definicién inductiva tiene realmente un modelo minimum.
Es de interés tratar de encontrar condiciones sinticticas su-
ficientes (y preferiblemente también necesarias) bajo las cuales
una férmula propuesta dé una definicién inductiva. Sin em-
bargo, podemos de nuevo aislar las cuestiones de verdad y
recognoscibilidad y admitir que si una férmula resulta ser una
definicién inductiva, es predicativamente aceptable, aunque
pudiéramos no tener ninglin método disponible para recono-
cer que es realmente una definicién inductiva.

En general, no estamos, en nuestra discusidén, siguiendo
a Brouwecr al usar el concepto de pruebas constructivas, que
introduce otras cuestiones interesantes sobre las definiciones
inductivas centradas en torno a su teorema de la barra.

Pretendemos considerar las definiciones predicativas den-
tro del mas amplio entramado de la teoria clasica de conjun- -
tos. De aqui que sea también posible hacer uso de con-
ceptos clisicos mas drasticamente al tratar de determinar el
rango de conjuntos predicativos. Algunas propuestas de este
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tipo han sido sugeridas en algin otro lugar, pero no seran
consideradas aqui.

(6) Justificacién del principio del circulo vicioso. Si uno
supone que las clases estan ahi desde el mismo punto de par-
tida, justificado por otras razones tales como una intuicién
semicombinatoria, el principio sirve sélo para separar un tipo
interesante de clase, comparable a, digamos, los primos entre
los niimeros. Godel ha argiiido que objetivamente el principio
no es verdadero.

Desde un punto de vista constructivo, o desde una posi-
cién nominalista segin la cual los nombres sean introducidos
en alglin orden (aunque los ordinales pueden ser mas que
nombres), se puede considerar el principio como establecido
sobre Ja base de que no tenemos modo constructivo de ir
mas alla de él. La cuestidon de acomodar las secuencias de
libre eleccién de Brouwer, no obstante, puede quizés signi-
ficar una inadecuacién del principio. 1

Universidad de Harvard.

Versién castellana de E. CasaBaN vy E. Garcia

I Este articulo fue preparado en Abril de 1963 para un Fesischrift
en honor de Lord Russell, por invitacién de Mr., Ralph Schoenman,
editor. Ha transcarrido casi un afio antes de que finalmente se hiciese
claro que el editor y este contribuyente particular no serian capaces
de poncrse de acuerdo sobre lo que es adecuado para un Festschrifi.
Se piensa que quizds haya personas que encontrardn en este trabajo
un tributo apropiode a un gran intelectual,





