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resumen
Los modelos de calidad del aire están definidos para predecir y simular 
las concentraciones de contaminantes del aire en un cierto periodo de 
tiempo. Las predicciones surgidas de los modelos suelen ser usadas por 
las industrias para controlar sus niveles de emisión. Los datos de entra-
da para los modelos de calidad de aire son abundantes y engloban varias 
condiciones ambientales: velocidad del aire, turbulencia, temperatura, 
densidad. Por ello, se utilizan condiciones ideales sobre la atmosfera, 
así como las reacciones químicas propias que subyacen al contaminante. 
Este artículo trata sobre tal modelación, considerando los fenómenos de 
advección y de difusión durante el transporte del contaminante. Luego, 
se formula una relación de las variables con una ecuación en derivadas 
parciales, parabólica, de advección-difusión:                            , que los aco-
pla. Para este problema de valor inicial se establecen soluciones exactas-
suaves para t > 0  , aun si los datos iniciales son discontinuos; y numé-
ricas, basadas en diferencias divididas. Las soluciones son simuladas a 
través de Matlab®  y  FlexPDE®.
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Abstract
The arisen predictions of patterns are usually 
used in the industry to control their emission le-
vels. The entrance data for the models of quality 
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of air are abundant and they include several en-
vironmental conditions: speed of the air, turbu-
lence, temperature, density. This article regards 
the model of the quality of the air, considering 
advection and diffusion phenomena during the 
transport of a pollutant. Then, a relationship of 
the variables is formulated with an PDE, equa-
tion parabolic  

                         
 advection-di-

ffusion that couples them. For this initial-value 
problem down-smooth exact solutions are esta-
blished, even if the initial data are disconti-
nuous – through substitution and the method of 
separation of variables; and also numeric, based 
on divided differences. Conditions are assumed 
ideal on the atmosphere, as well as the chemical 
reactions that underlie the interior of the pollu-
tant. The solutions are simulated through Ma-
tlab and FlexPDE.

Key words 
Quality of the air, transport, advection, diffu-
sion, problem of initial value, simulation.

1.   CONTEXTO

Entre los siglos XIV y XVII, la humanidad hizo la 
transición desde el oscurantismo y el miedo, has-
ta la verdad y el conocimiento. Este periodo, cono-
cido como Renacimiento, fue un movimiento que 
sembró oportunamente las semillas de la ciencia  
y de la revolución industrial. Con el tiempo, los 
seres humanos habían aprendido a transformar 
el ambiente para satisfacer sus necesidades, al 
contrario que en las edades oscuras, cuando ellos 
siempre se sometieron a la naturaleza. La natu-
raleza, desde entonces, se trató como un artículo 
en el nuevo mundo industrializado. Iniciaba el 
debate intenso sobre la ética medioambiental. En 
el siglo XX se profundizaba la degradación del 
medioambiente como resultado de la desenfrena-
da e irresponsable industrialización. La polución 
del aire había empezado a afectar el ecosistema y, 
por consiguiente, la vida humana normal. 

Al examinar la atmósfera, se encuentra que el 
aire tiene rastros de gas, anhídrido carbónico y 
vapor (ver, por ejemplo [3]). En ausencia de estas 
moléculas se absorbe fuertemente el infrarrojo, 
por lo que la temperatura de la superficie podría 
volverse, aproximadamente, cuarenta veces más 
fría de lo que hoy es. Por otra parte (ver [38]), si 
los niveles de contaminación, calidad del aire, en 
los que ciertas sustancias (monóxido de carbono, 
óxidos de nitrógeno, óxidos de azufre, compues-
tos orgánicos volátiles, ozono) alcanzan concen-
traciones lo suficientemente elevadas sobre su 
nivel normal, como para ser una amenaza, que 
es desgraciadamente la tendencia, la destru-
cción de la vida puede volverse una realidad por 
el denominado calentamiento global.

De acuerdo con lo anterior, la intervención hu-
mana para lograr un medio ambiente ecológico 
saludable no debe considerar, exclusivamente, 
metas a corto plazo. Por ello, las predicciones de 
largo plazo son necesarias a fin de evaluar los 
métodos que nosotros usamos para enajenar la 
energía. Una valoración comprensiva del pro-
blema requiere una modelación que incorpore la 
mayor cantidad posible de variables.

2.   INTRODUCCIÓN

La modelación, que constituye un método para 
recolectar, tratar y utilizar información sobre el 
mundo, es un proceso en el que un objeto de es-
tudio es reemplazado por otro, que cumple unas 
condiciones de analogía con relación al primero. 
Trabajar con el modelo y no con su original ofre-
ce la ventaja de que, en forma segura y rápida, 
permite estudiar las propiedades del objeto en 
cualquier situación imaginable, ver figura 1. La 
modelación matemática del presente artículo, 
entonces, consistió en el reemplazo de la calidad 
del aire por su imagen matemática.
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El proceso de modelación seguido [1] puede ilus-
trarse en la Figura 1.

El modelo matemático propuesto estudia un 
sistema de múltiples componentes que involucra 
la simulación del transporte de un contaminante 
en el ambiente, emitido por fuentes estaciona-
rias, como las plantas industriales; y/o móviles, 
como los vehículos. En él se integran: la veloci-
dad del aire y su dirección; la cantidad de turbu-
lencia atmosférica; los parámetros de las emisio-
nes; la fuente y su altura; la velocidad de salida, 
la temperatura de la salida y la proporción de  
masa; las elevaciones de terreno de la fuente y la 
situación del receptor; el coeficiente de difusión; 
el tiempo; la distancia, las cinéticas de reacción; 
y las  fuentes o sumideros de la sustancia. 

Las entradas del modelo son las fuentes y sumi-
deros de la sustancia. Como se realizan segui-
mientos de las variaciones temporales del pro-
ceso en estudio, entonces este es un modelo 
dinámico (no estacionario). Por esta razón, se 
hace uso de las leyes de conservación de masa, 
momento, energía e información en un volumen 
de control, cuyos operadores deben contener de-
rivadas parciales, pues ellas representan siste-
mas multivariados que experimentan cambios 
en más de una dimensión, precisamente lo que 
ocurre al simular el transporte de contaminante 
en la atmósfera. El componente de gradiente 
explica el fenómeno de advección del contami-
nante, mientras que el de divergencia explica 
los fenómenos de difusión. Para la solución del 
modelo matemático, se estipulan las condicio-

Figura 1. Estructura de modelación matemática 
de la calidad del aire.

nes iniciales y de frontera; así se garantizan la 
existencia y unicidad de la solución del modelo. 
Debido a la presencia de un operador distribuido 
(derivadas parciales), se consideran ambos tipos 
de condición. 

La deducción y descripción matemática del 
transporte atmosférico, la difusión y la reacción 
química de los contaminantes tienen múltiples 
objetivos, entre otros, la capacidad de predecir 
cómo cambian las concentraciones máximas 
de contaminantes en respuesta a las transfor-
maciones previstas en la meteorología  y en la 
fuente de contaminación. Este artículo se refiere 
al modelado del transporte y la difusión de una 
sola especie (contaminante), idealizando pro-
cesos subyacentes tales como las características 
geográficas del terreno, las condiciones meteo-
rológicas y las reacciones químicas que se produ-
cen en la especie. Las aproximaciones utilizadas 
se enumeran a continuación:

1. Fuente de emisión constante.

2. Existencia de un flujo y de condiciones meteo-
rológicas constantes.

3. Conservación de la densidad de la especie.

4. Transporte constante en dirección horizontal.

5. Se ignoran los cambios de la velocidad del 
viento con la altura. 

6. Se asume que los contaminantes son trans-
portados en línea recta, de forma instantánea, 
hasta el receptor.

7. No se tiene en cuenta las transformaciones 
químicas.

Finalmente, en este caso, la consideración de la 
concentración del contaminante, en función de 
la distancia de la fuente de emisión  y  el tiempo 
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de desplazamiento, proporcionará información 
para saber si dichas cantidades son admisibles. 
Y, bajo el modelamiento del problema de valor 

inicial de advección-difusión, podemos aproxi-
marnos a la realidad de la problemática y, por 
tanto, a su solución (ver Figura 2).

Figura 2. Contaminantes del aire: fuentes y efectos.
 Fuente: proyecto “Modelo de calidad el aire para Bogotá”, Universidad de los Andes.

3.   MODELO ADvECTIvO

Iniciamos la formulación del modelo teniendo 
en cuenta solamente el fenómeno de advección. 
Consideremos en primer lugar la situación en 
una dimensión donde hay advección pero no 
difusión. Supongamos que en un tiempo t = 0 
la densidad de los gases tiene una distribución 
como la mostrada en la Figura 3, que está dada 
por c°(  ).

Supongamos que este perfil se mueve hacia la 
derecha por la acción del viento con una veloci-
dad constante U. Así, obtenemos el movimiento 
del contaminante: 

                                                                     (1)

Derivando parcialmente tenemos:

                                                                     (2)

                                                                       (3)

Figura 3. Distribución de la concentración.
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De aquí resulta la ecuación de advección  pura: 
   

                                                                        (4)

con la condición inicial                                  (5)

La solución se obtiene utilizando el método de 
las características (ver [5], [13], [14], [15], [17], 
[18], [19] y [24]). Se tiene que: 

                                                                     (6)

Y al hacer el cambio de variable                        se 
obtiene: 

                                                                       (7)

Al sumar las ecuaciones 4  y 7 se llega a:

                                                                      (8)

donde .                            (9)

En la ecuación 8 podemos observar que c es inde-
pendiente del tiempo, y por lo tanto su solución 
es de la forma:                     y deshaciendo el 
cambio de variable se tiene que : 

                                                                   (10)

Para que el problema quede bien determinado, 
basta con dar la condición inicial:  

                                               en                 (11)

Para hallar el valor de c en un punto (x,t) 
de interés, es suficiente con cortar la recta                                 
                     que pasa por ese punto con el eje x. 

La deducción de la ecuación 4 puede realizarse 
también como sigue (ver [5], [21], [22] y [24]): 

c (x, t): Concentración del contaminante en el 
punto x en el instante t.

φ(x,t): Flujo del contaminante que pasa por el 
punto x en el instante t.

La concentración del contaminante en el inter-
valo                        es:

                                                                      (12)

Luego, la razón de cambio de la concentración 
de contaminante en el intervalo 

                    
es: 

   

                                                                      (13)

Figura 4. Porción de contaminante.
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Asociada a las fuentes  y/o sumideros dentro en 
el intervalo 

                     
se tiene:

f(x,t): rata de la densidad lineal de flujo de la 
concentración

El flujo de contaminante en el intervalo                                                                                                                                        
                  , producido por las fuentes y/o sumi-
deros dentro es:

                                                                     (14)

Por el principio de conservación de la masa:

                                                                      (15)

Aplicando el teorema del valor medio para inte-
grales, se llega a: 

                                                                    (16)

O, lo que es equivalente:

    
                                                                      (17)

Tomando           se obtiene finalmente:

                                                                    (18)

Haciendo                               , y,           , se obtiene 

la ecuación de advección pura:

                                                                    (19) 
 

Si U es constante,                                       (20)

4.   MODELO DIFUSIvO

El otro proceso que intervine es el de la difusión, 
encargado de que, incluso  sin  la presencia del 
viento, hasta los malos olores desaparezcan 
después de un tiempo. 

Consideramos c la concentración de una espe-
cie como una función de posición (x1, x2, x3) y de 
tiempo t que va a ser transportada por la acción 
del viento, con una velocidad u = u(x1, x2, x3, t)   
que asumimos como conocida. Partículas de la 
especie también son difundidas localmente, y 
tienden a moverse desde áreas de alta concen-
tración hacia áreas de baja concentración. Si se 
ignora la difusión, la ecuación de transporte es:

                                                                    (21)

Si integramos sobre cualquier dominio limitado 
D en       obtenemos: 

                                                                    (22)

∂D es la frontera de D y n es el vector normal 
unitario exterior a ∂D. Esta ecuación dice que la 
tasa de aumento del contaminante en cualquier 
dominio D es igual al flujo de contaminante ha-
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cia la frontera. Si la difusión no se ignora, enton-
ces la ecuación 21 se transforma en:

                                                                    (23)

Donde kij es una matriz positiva llamada matriz 
de difusión. Tanto en la ecuación 21 como en la 23, 
conocemos la concentración c en un tiempo inicial 
(t = 0) y el objetivo es calcular la concentración 
en los tiempos siguientes. En particular, quere-
mos averiguar los valores máximos de la concen-
tración en un tiempo prescrito. Ahora añadimos 
la difusión a la ecuación de advección (4):

                                                                    (24)

La condición inicial es:

La ecuación 24 se puede simplificar si usamos el 
cambio de variable: 

                                                                    (25)

Reemplazando ct, cx y cxx en la ecuación (7) ob-
tenemos:

  

                                                                    (26)

Como c(x, 0) = c0(x), entonces c0(x) = W(x,0)eαx, 
donde W(x,0) = c0(x)e_αx. 

Así, transformamos la ecuación 24 en un pro-
blema de difusión de calor con condición inicial: 

                                                                      (27)

5.   SOLUCIÓN DEL MODELO DE 
       ADvECCIÓN-DIFUSIÓN

Resolvemos la ecuación (27), separando varia-
bles (ver la técnica en [33], [34] o [36]) haciendo  
W(x,t) = X(x)T(t):

                                                                    (28)

La solución para X produce valores propios λ = w2 
para w ≥ 0 funciones propias de la forma:

    
                                                                      (29)

La solución para  T  es                         , cuya solu-
ción general es         .
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Así, para w ≥ 0, tenemos:

                                                                       (30)

Para satisfacer la condición inicial, hacemos una 
superposición de estas funciones, sobre todo w ≥ 0, 
que toma la forma de una integral: 

                                                                    (31)

Y necesitamos que:

                                                                      (32)

Esta es la integral de Fourier de c0(x) en la recta 
real, que nos lleva a elegir los coeficientes: 

                                                                    (33)

La integral en (31) podemos escribirla como: 

                                                                    (34)

Como el integrando es una función par en w, en-
tonces                                                     (35)

Con lo cual, la solución podemos escribirla como: 
      
                                                

                                                                      (36)

Pero como  

                                                                    (37)

la ecuación 36 queda :

Que al simplificar:  

                                                                    (38)

El problema planteado en (27) puede resolverse 
usando la fórmula anterior. Así, la solución del 
problema de valor inicial (ver [27], [29], [30] o [31]):

                                                                    (39)

es:                                                               (40)

Aquí, f corresponde a una función dada. Si, 
por ejemplo,                            (velocidad del 
aire), y k = 1. Se tiene la siguiente solución, si-
mulada en MatLab (ver [32], [33] y [35]):

                                                                    (41)  
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mostrada en la Figura 5.

6.   MÉTODOS NUMÉRICOS
En la ecuación                              , con k > 0, pode-
mos aproximar su solución utilizando  el esque-
ma de elementos finitos. Se aproxima                   
y    , a través del siguiente esquema, entre 
muchos otros que pueden verse en [2], [6], [7], 
[9], [11], [14], [16], [20], [23], [24], [26]: 

                                                                    (42)

La implementación se realiza de dos formas, uti-
lizando FlexPDE, versión académica 6.14. Este 

Figura 5. Simulación de la solución                                   , 
utilizando MatLab®.

software (ver [4] y [39]) fue desarrollado para 
solucionar numéricamente sistemas de ecuacio-
nes diferenciales parciales de primer o segundo 
orden; lineales y/o no lineales para 1D, 2D o 3D; 
con geometría cartesiana, esférica o cilíndrica. 
Los sistemas desarrollados pueden ser represen-
tados por valores iniciales y de frontera en esta-
do estacionario, dependientes del tiempo o de ei-
genvalores. La cantidad de ecuaciones a resolver 
está  limitada sólo por la capacidad del com-
putador. Maneja un entorno gráfico amigable, la 
elaboración del algoritmo en forma de “Script” 
es sencilla, pues posee una estructura básica, a 
manera de plantilla, para la construcción de los 
modelos, estructurada por secciones, y cada una 
de ellas está identificada por encabezados. 

Un primer código muestra la superficie solución 
(ver Figura 6). La malla de elementos finitos se 
encuentra en la Figura 7. 

Figura 6. Superficie solución.
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El segundo código, muestra en la Figura 8, un 
corte en la dirección 1-2 de la superficie. En la 
Figura 9, un histórico muestra de modo gráfico 
el valor de u en cada uno de los puntos 0 a 10 a 
través del tiempo.

Figura 7. Malla de elementos finitos.

Figura 8. Corte sobre la superficie solución.

7.   CONCLUCIONES

• El modelo de calidad del aire está sujeto a 
múltiples variables entre las cuales está la 
distancia y el tiempo de transporte; Puede 
expresarse en la ecuación de advección-
difusión. Su solución determina la con-
centración del contaminante y el modelo 
puede solucionarse con solución exacta y 
aproximada.

• Se logra condensar la temática de la adve-
cción-difusión, incluyendo técnicas propias 
de las ecuaciones en derivadas parciales, 
como las características, la separación de 
variables y los esquemas numéricos.

• Una sustitución apropiada reduce el pro-
blema de la solución a uno conocido, el esque-
ma de separación de variables, muy eficaz 
para llegar a establecer una solución exacta.

• El esquema de diferencias está implemen-
tado en los diferentes programas que solu-
cionan ecuaciones en derivadas parciales. 
Sin  embargo, tienen dificultad en la repre-
sentación.

Figura 9. Histórico de las soluciones de t = 0, hasta t = 10.
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• FlexPDE es una herramienta ligera pero 
poderosa para simular las soluciones (ver 
[4] y [39]).

• Resulta útil para la convergencia de la solu-
ción, el teorema de representación de Lax, 
que indica que, dados un problema de valor 
inicial apropiadamente puesto y una aproxi-
mación en diferencias finitas a este que sa-
tisface un criterio de consistencia, la estabi-
lidad es una condición necesaria y suficiente 
para la convergencia (ver [14], [21] y [22]).

• Para medir la estabilidad de la solución de 
la ecuación de advección-difusión, es útil 
el criterio de estabilidad de Neumann, ba-
sado en las series de Fourier, herramienta 
muy familiar en ingeniería (ver [10], [12], 
[22], [24] y [25]).
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