Lecturas Matematicas
Volumen 33 (2) (2012), pdginas 107-131
ISSN 0120-1980

Uniformizacién de curvas algebraicas reales

Uniformization of real algebraic curves
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RESUMEN. Desarrollamos un andlogo de la teoria de Galois para cu-
brimientos analiticos y de la teoria de uniformizacién de superficies de
Riemann para curvas algebraicas reales geométricamente suaves, usan-
do la equivalencia entre éstas y las superficies de Riemann M dotadas
de una involucién antiholomorfa o (también conocida como estructu-
ra real). En este contexto, usando el teorema de uniformizacién para
superficies de Riemann y la teoria de Galois de los cubrimientos holo-
morfos, analizamos los cubrimientos analiticos de M que admiten una
estructura real. Recordamos la construccién del grupo fundamental real
de (M, o) y damos una descripcién topolégica del mismo, y lo usamos
para encontrar una equivalencia entre ciertos subgrupos de éste y cu-
brimientos que admiten una estructura real compatible. Construimos
una representaciéon del grupo fundamental real en el grupo de auto-
morfismos dianaliticos del espacio recubridor universal M. Denotamos
T'r la imagen de esta representacién, y mostramos que las transforma-
ciones holomorfas de M dentro de I'x forman un subgrupo de indice
2, denotado I, el cual es discreto y actia libremente en M. Entonces
mostramos la existencia de un isomorfismo de curvas algebraicas reales
entre (M, o) y el cociente M/F dotado con la involucién dada por el
elemento no trivial en I'g /T

Key words and phrases. Uniformization theory. Klein surfaces. Real
algebraic varieties

ABSTRACT. We developed a version of the Galois theory for analytic
coverings and of the Uniformization theory of Riemann surfaces for
geometrically smooth real algebraic curves, based on the equivalence
between them and the the Riemann surfaces M endowed with an anti-
holomorphic involution o (a.k.a. real structure). In this context, we
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analyze the analytic coverings of M which admit a real structure. We
recall the construction for the real fundamental group of (M, o), we give
a topological description of it and use it for state an equivalence bet-
ween certain subgroups and the coverings admitting a compatible real
structure. We construct a representation of the real fundamental group
into the space of dianalytic automorphisms of the universal covering M
of image I'g. Then we show that the holomorphic transformations of ]\7
into I'r form a subgroup of index 2, denoted by I', which is discrete and
acts freely on M. Then we show one isomorphism of real algebraic cur-
ves between (M, o) and the quotient M /T endowed with the involution
given by the nontrivial element in I'r/T.

2010 AMS Mathematics Subject Classification. 20H10, 30F10

1. Imntroduccion

El propésito de este documento es desarrollar un analogo de la teoria de
Galois para cubrimientos analiticos y la teoria de uniformizacion de superficies
de Riemann en el contexto de las curvas algebraicas reales, usando la equiva-
lencia entre estas y las superficies de Riemann M dotadas de una involucién
antiholomorfa o.

En la primera parte enunciamos los resultados clasicos de la teorfa de su-
perficies de Riemann que queremos extrapolar a las curvas algebraicas reales,
junto con las herramientas utilizadas.

En la segunda parte describimos la versién real del grupo fundamental, el
cual es nuestra herramienta principal. Este es una extensién de Z/27 por el
grupo fundamental real topolégico. Damos una descripcion de éste en términos
de caminos y lo usaremos para presentar una curva algebraica real hiperbdlica
como cociente del semiplano de Poincaré H por un grupo discreto de automor-
fismos dotado de una estructura real inducida por una biyeccién antiholomorfa
de H. Nosotros establecemos una correspondencia de Galois real entre cubri-
mientos de una curva algebraica por curvas algebraicas reales y subgrupos
del grupo fundamental real que no estan contenidos en el grupo fundamental
topolégico. Damos un ejemplo de una curva algebraica real que no tiene un
cubrimiento universal real.

2. Superficies de Riemann

Definicién 2.1. Una superficie de Riemann es una 2-variedad diferenciable con
un atlas maximal {U;, ¢; }ier en donde las funciones de transicién son funciones
analiticas (satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en cada punto) entre
abiertos de C~R2.

Como ejemplos clasicos tenemos el plano complejo C, cualquier subconjunto
abierto de C, entre los cuales se encuentran el semiplano de Poincaré H = {z €
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C | Im (z) > 0} y el disco abierto D = {z € C | |z| < 1}. La recta proyectiva
compleja CP (homeomorfa a la esfera S€) tiene estructura de superficie de
Riemann determinada por las cartas (U,, o) v (U1, 1) donde Uy = {[20 :
ZﬂECP|Zo7EO}, Ulz{[Zolzl]E(CP|217éO}y

. U() — C
vo : [ZO : Zl] — %1) ’

. U1 — C
$1 - [ZO : Zl] — zf(l) .

La recta proyectiva compleja CP es conocida como la esfera de Riemann y
coincide con la compactificaciéon de Alexandrov del plano complejo al agregar
un punto al infinito.

Definicién 2.2. Dadas dos superficies de Riemann M y N, un homomorfismo
de superficies de Riemann es una funcién (continua) f : M — N, tal que para
cada carta (U, ¢) de M y cada carta (V,v) de N, para las cuales f(U) C V|, se
tiene que 1o fo =t : p(U) — (V) es una funcién holomorfa entre abiertos
de C. Un isomorfismo de superficies de Riemann es una biyeccién f : M — N
tal que f y f~! son homomorfismos de superficies de Riemann.

Estos homomorfismos se conocen como funciones holomorfas o analiticas
entre superficies de Riemann. La transformacion de Cayley

H — D
zZ—1
L vy

es un isomorfismo de superficies de Riemann.

Proposicién 2.3. Si f : M — N es una funcién holomorfa y bijectiva,
entonces f~' es holomorfa, es decir, f es un isomorfismo de superficies de
Riemann.

Proposicién 2.4. [3] Tenemos

» El grupo de automorfismos de la esfera de Riemann CP ~ C U {oco} es
isomorfo a PGL(2, C). Este isomorfismo es el inverso del homomorfismo:

PGL(2,C) — Aut(CP)
a b az+b
(23) = (=)
= FEl grupo de automorfismos del semiplano de Poincaré es el subgrupo
de Aut(CP) que dejan invariante a H C CP. Es isomorfo a PSL(2,R)
mediante restriccion de la aplicacién anterior.
= FEl grupo de automorfismos del plano complejo C es el subgrupo de

Aut(CP) que dejan invariante a C C CP. Es isomorfo a {z — az + b |
aecC* beC}
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Dotamos cada uno de estos grupos de la topologia de subespacio, conside-
rando PGL(2,C) c C4.

2.1. Superficies de Riemann simplemente conexas.
Definicion 2.5. Recordamos las siguientes definiciones:

= Dado un espacio topolégico X y un punto a € X, el grupo fundamental
de X con respecto a a es m1(X;a), el conjunto de aplicaciones continuas
v : 8t — X tales que (1) = a (también conocidas como caminos
cerrados, o lazos, basados en a) médulo relacién de homotopia. La ley
de multiplicacién estd dada por [v] - [n] = [y"n] donde yv~7 es la conca-
tenacién de caminos

~ _ ~v(2t) si 0<t<1/2
7 ”(t)_{ n2t—1) si 1/2<t<1
la cual es un camino que recorre v y luego 7.
= Un espacio topoldgico X es simplemente conexo si es conexo por caminos
y su grupo fundamental 71 (X;a) es el grupo trivial para algin a € X.

Si X es una superficie de Riemann conexa (la cual es un espacio topoldgico
conexo por caminos) un camino 7 entre dos puntos a y b de X determina el
isomorfismo no canénico
m(X;a) —  m(X;b)

[l — [

Por lo tanto, el grupo fundamental de una superficie de Riemann conexa no
depende del punto de base.

gyt

Si f: X — Y es una aplicacién continua entre espacios topoldgicos, enton-
ces f induce un homomorfismo de grupos

I m(X;a) — m(Y; f(a))
B ] — [fon]

2.2. Cubrimientos analiticos.

Definiciéon 2.6. Si p : ¥ — X es una aplicacién continua entre espacios
topoldgicos, p es un cubrimiento topolégico si para cada x € X existe una
vecindad V C X de z tal que p~'(V) = ||, Ua v plu, : Us — V es un
homeomorfismo.

Un cubrimiento topolégico p : ¥ — X es un homeomorfismo local. p se
dice conexo si su dominio lo es. El conjunto p~1({z}) es llamado la fibra de p
en x € X. Un cubrimiento analitico u holomorfo es un cubrimiento topolégico
entre superficies de Riemann.
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Proposicién 2.7 ([3]). Si X es una superficie de Riemann, Y es un espacio
topolégico Hausdorff y p : Y — X es un cubrimiento topoldgico, entonces
existe una unica estructura de superficie de Riemann sobre Y para la cual p es
un cubrimiento analitico.

Supongamos que X, Y y Z son espacios topoldgicos y p : ¥ — X y
f:Z — X son funciones continuas. Entonces por un levantamiento de f con
respecto a p, nos referimos a una funcién continua g : Z — Y tal que f = pog,
es decir, el siguiente diagrama conmuta.

Y

k4
g .

7 ——X

Teorema 2.8 (Unicidad del levantamiento, [3]). Supongamos quep: X — Y
es un cubrimiento topoldgico entre superficies de Riemann. Si Z es un espacio
topoldgico conexo y f : Z — X es una funcion continua. Si g1, g2 son dos
levantamientos de f y g1(2z0) = g2(20) para algin zo € Z entonces g1 = ga.

Cuando Z = [0,1], la funcién f es un camino en X, y su levantamiento
g :[0,1] — Y es un camino en Y que se proyecta a X mediante p. Por el
teorema anterior, basta con determinar g en un punto para determinar todo g.
Asi, escogiendo y € p~t({z}) fijo, podemos levantar de manera tinica cualquier
camino empezando en x = p(y). Como el grupo fundamental estd compuesto
de clases de homotopia, la siguiente propiedad nos serda muy ttil.

Teorema 2.9 (Levantamientos de curvas homotépicas, [3]). Supongamos que
p:Y — X es un cubrimiento holomorfo entre superficies de Riemann. Supon-
gamos que a, b € X y que a € Y es un punto tal que p(a) = a. Si suponemos
que una homotopia H : [0,1] x [0,1] — X es tal que H(0,s) =ay H(1,s) =b
para cada s € [0, 1]. Definiendo u4(t) := H(t, s), tenemos una familia de curvas.
Cada curva u, puede ser levantada a una curva inicial g con punto inicial a,
entonces ug y uy tienen el mismo punto final y son homotdpicos.

Definicion 2.10. Dada una superficie de Riemann M y un cubrimiento analiti-
co conexo p : M’ — M, p es un cubrimiento universal de M si para cada otro
cubrimiento conexo ¢ : N — M, y para cada eleccién de puntos yg € M’,
29 € N con p(yg) = q(zp) existe una tnica funcién f : M’ — N tal que
f(yo) = z0 v el diagrama

M/
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conmuta. Denotaremos por M el espacio M’ correspondiente al dominio del
cubrimiento universal.

Teorema 2.11 ([3]). Si M y N son superficies de Riemann conexas, N es
simplemente conexa y p : N — M es un cubrimiento holomorfo. Entonces p
es el cubrimiento universal de M.

Teorema 2.12 ([3]). Supongamos que M es una superficie de Riemann co-
nexa. Entonces existe una superficie de Riemann simplemente conexa M y un
cubrimiento holomorfo p : M — M.

Demostracion. Fijemos a € M. Por 7(a,x) denotamos el conjunto de clases de
caminos con punto inicial @ y punto final z. Sea M, = {(z,[a]) | # € M, [a] €
m(a,x)}. Supongamos que (z, [a]) € ]\7@ y que U C M es una vecindad de x
abierta y simplemente conexa. Entonces definimos U, C ]Tja como el conjunto
de todos los puntos (y,[8]) € M, tales que y € Uy B = a”(, donde ( es
un camino de a a y completamente dentro de U (como U es simplemente
conexo, su clase de homotopia sélo depende de los extremos). Dotamos a Ma
de la topologia generada por los conjuntos U,. Con esta topologia, Ma es una
superficie de Riemann conexa y simplemente conexa y la aplicacién p : Ma —
M por p(z, [a]) = x es holomorfa. Los detalles se pueden encontrar en [3]. O

2.3. Uniformizacién de superficies de Riemann.

Definicién 2.13. Sea p: N — M un cubrimiento holomorfo. Un automor-
fismo de p es un automorfimo f € Aut(N) tal que f op = p, es decir, que el

diagrama
! N
p
p
M

conmute. El grupo de automorfismos de p se denota por Aut(N/M). Este grupo
actia sobre N por Aut(N/M) x N — N : (f,y) — f(y).

N

Definicién 2.14. Un cubrimiento holomorfo p : N — M es de Galois si su
grupo de automorfismos actia de manera transitiva en las fibras de p, es decir,
para cada x € M y cada par de puntos yo, y1 € p~'({z}) existe f € Aut(N/M)
tal que f(yo) = y1.

Teorema 2.15 ([3]). Sea M una superficie de Riemann y p : M — M
un cubrimiento universal. Entonces p : M — M es de Galois y su grupo

de automorfismos Aut(M/M) es isomorfo al grupo fundamental w1 (M;a), con
a€ M.
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Demostracion. Sea x € M y yo, y1 € p~'({x}). Por la propledad del cubri-
miento universal, existen cubrimientos holomorfos f, ¢ : M —s M tales que

flyo) =vy1y 9(y1) = yo- Ast fog(yr) = v1y gof(yo) = yo, entonces por la unici-
dad en la definicion del cubrimiento universal, fog y go f son la identidad sobre

M. Por lo tanto f es un automorfismo de p tal que f(yo) = y1, luego Aut(1\~/[/M)
actia transitivamente sobre las fibras de p, es decir, p : M —s M es de Galois.
Ahora, fijemos z € M y & € p~*({z}). Definimos ® : Aut(M /M) —s m (M;z)
la aplicacién que envia f € Aut(]\A]/M) a la clase de homotopia de pon, donde
7 es un camino en Mde7a f(Z). @ estd bien definida puesto que p es una
funcién continua (y por lo tanto su inducida en caminos envia caminos ho-
motdpicos en caminos homotépicos), pon es un camino cerrado en z y la clase
de 7 sélo depende de sus extremos (debido a que M es simplemente conexo).
Supongamos que f, g € Aut(1\~/_[/M) y 1, ¢ son caminos en Mde7a f@y
g(Z), respectivamente. Entonces f o ( es un camino con punto inicial en f(Z) y
punto final fog(Z). También po (fo() = (po f)o( = po(. El camino n"(fo()
es un camino de T a f o g(¥). As{

o(fg) =lpo(n(foQ)l=Ipen-lpo(fed)l=[pon]-pod]=2(f) &(g)

Si ®(f) = [pon] es la clase de homotopia del camino ¢, constante en z (el
elemento identidad en 71 (M; x)). Como 7 es un levantamiento de pon), entonces
por la propiedad del levantamiento de homotopias de p, n es homotépico a cz,
el camino constante a 7, luego f(Z) = n(1) = T y entonces f = Idg. Luego ®
es inyectiva. Si « es un lazo en basado en x y 1 un levantamiento de « a M
empezando en F, entonces y = a(1) € p~1({z}), dado que Aut(M/M) actia
transitivamente, existe f € Aut(M/M) tal que f(Z) = y. De la definicién de ®
tenemos que ®(f) = [a]. O

De este teorema, el isomorfismo ® nos permite construir una inclusién de
7r1(M z) en el grupo de automorfismos (holomorfos) de M. Ademés m(M;x) ~
Aut(M/M) actia en M de manera que M /my(M;x) ~ M.

Teorema 2.16 ([3]). Supongamos que M y N son superficies de Riemann
conexas, q : N — M un cubrimiento analitico y p : M — M un cubrimiento
universal de M. Sea f : M —5 N una aplicacion que preserva las fibras, la cual
existe de la definicion de cubrimiento universal. Entonces f es un cubrimiento
v existe un subgrupo G C Aut(l\N/[/M) tales que dados dos puntos x, ¥’ € ]Téf,
f(z) = f(z') si y sélo si existe g € G tales que ' = g(x). Mds ain G ~
m1(N;n), para cualquier n € N.

Ademis, ¢q es un cubrimiento de Galois si y sélo si el subgrupo G es normal
en m1(M;z). En este caso se tiene que Aut(N/M) = w1 (M;x)/71(N; q(x)).
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Dado que en el anterior teorema f : M — N es un cubrimiento holomorfo
v M es simplemente conexa por ser el cubrimiento universal de M, entonces
por el teorema 2.11 tenemos que f es un cubrimiento universal de N.

Teorema 2.17 (Teorema de uniformizacién de superficies de Riemann, [2]).
Si M es una superficie de Riemann conexa y simplemente conexa, entonces M
es isomorfa a una y sélo una de las superficies:

1. La esfera de Riemann CP.
2. El plano complejo C.
3. El semiplano de Poincaré H.

Diremos que una superficie de Riemann M es eliptica si M ~ CP, que es
parabdlica si M ~ C o que es hiperbdlica si M ~ H.

Observacién 2.18. Si M es una superficie de Riemann eliptica, tenemos que
su cubrimiento universal p : CP — M es una aplicaciéon continua, luego M
es compacta. Aplicando la formula de Riemann-Hurwitz tenemos que necesa-
riamente M =~ CP, es decir, médulo isomorfismos CP es la tnica superficie de
Riemann eliptica.

Teorema 2.19 ([2]). Si M es una superficie de Riemann parabdlica, entonces
M es isomorfa a C, C* o a un toro de la forma C/A, con A un reticulo en C.

De lo anterior podemos deducir que cualquier superficie de Riemann que no
sea isomorfa a C, CP, C* o C/A (con A un reticulo en C) es hiperbdlica. En
este trabajo nos concentraremos en este tipo de superficies.

Teorema 2.20 ([2]). Si G es un subgrupo de PSL(2,R) ~ Aut(#) es tal que
existe un punto zg € H en el que G actia propia y discontinuamente, es decir,
el estabilizador G,, = {g € G | g(z0) = 20} es finito y existe una vecindad
abierta U C H de zy tal que g(U) = U para todo g € G,, y g(U)NU = ) para
todo g € G\ G.,, entonces G es un subconjunto discreto del espacio topolégico
PSL(2,R).

Definicién 2.21. Una representacién de w1 (M;z) en Aut(M) es un homomor-
fismo de grupos p : m(M;z) — Aut(M). Diremos que es fiel si p es inyectiva
y que es discreta si el conjunto Im (p) es un subconjunto discreto del espacio
topolégico Aut(M).

Teorema 2.22 (Uniformizacién de superficies de Riemann hiperbdlicas). Sea
M una superficie de Riemann hiperbdlica y x € X, entonces

1. Existe una representacion p fiel y discreta de 71 (M;xz) en PSL(2,R) tal
que I' :=Im (p) actia de manera libre en H y ademds H/— ~ M.

2. Si p' es otra representacién de w1 (M;x) en PSL(2,R) con las mismas
propiedades, entonces existe g € PSL(2,R) y § € Aut(m (M;x)) tal que
pl=Adjopodt.
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Demostracion. 1. Consideramos p : Mm — M el cubrimiento universal des-
crito en el teorema 2.12. Sea ¢ : M, — M un isomorfismo de superficies de
Riemann fijo. Como 1 (M;z) ~ Aut(M M, /M) = {f € Aut(My) | pof = p},
donde p : M — M es un cubrimiento universal. Entonces sea

m(M;z) — PSL(2,R)
f — pofopt”

-1 -1

Tenemos que p(fog) = pofogop™! = pofop~topogop™" = p(f)op(g), luego p
es un homomorfismo de grupos. Si p(f) = p(g) entonces po fop~! = pogop1,
luego f = g y p es inyectiva. Ahora tenemos que I' = Im (p) es un subgrupo
de PSL(2,R). Si 2 € H y g € T son tales que g(z) = 2, dado que existe
f e m(M;x) tal que g = p(f) = po fop ! setiene que si y = o 1(2)
entonces f(y) =y, luego f = ldy vg= p(IdMX) = Idy, porende T', = {Idy },
luego la accién es libre. Sea T un punto en la fibra p~!({z}) v 20 = ().
Dado que p : ]zj — M es un cubrimiento, existe una vecindad V' C M de
z tal que p~ (V) = |, Ua. Sea ag tal que T € Uy, y U = U,, entonces
plus es un homeomorfismo. Sea U = ¢(U’) C H, la cual es una vecindad de
29. Si g € T es tal que g(U) NU # 0 entonces ¢ *(g(U) NU) # 0, pero
e Hg(U)NU) = f(U)NU' con f = p~L(g). Perosi f(U')NU’" # B, hay un
elemento u € U'tal que f(u) € U’. Pero entonces p~ ! ({p(u)}) NU’ = u, y dado
que f preserva las fibras, f(u) = u, luego f = ldy vg= p(Ide) = Idy.
Entonces g(U) = U para todo g € T',, vy g(U)NU = @ para todo g € '\ T',.
Por el teorema 2.20 tenemos que I' es un subconjunto discreto de PSL(2,R).
Como I' es un grupo que actia libre y discontinuamente, entonces el cociente
H/— tiene estructura de superficie de Riemann. Sea

b H/- — M
" heT — pleT(h)

asi, sih’ = g(h) parag = p(f) € T, entonces oL (h') = f(o 1 (h)) y p(p~ ( ")
p(f(p71(h))) = p(p~1(h)), asi que ¢ esté bien definida. Si ¢(h-T) = ¢(h' - T),

entonces p(p~1(h)) = p(p~ (), luego existe f € w1 (M;z) tal que ¢ 1(h) =
flp=Y(R")), de donde h = o f(p~L(h") = p(f)(I'), por lo que h y I’ estdn
en la misma 6rbita bajo I' y ¢ es inyectiva. Para cada m € M, tenemos que
si m es un punto en la fibra de m, entonces m = p(¢~1(p(Mm))) = ¢(¢(m - T),
por lo tanto ¢ es sobreyectiva. Ahora, si denotamos 7 : H — H/—, como la
accién es libre y discontinua, existe una vecindad U C H de h tal que 7|U es
un homeomorfismo y tal que p|,-1(7) también lo sea. Luego

Plo-1w)

~(U) 1 U 2 o) P~ (U))

lo que implica que ¢ estd dada localmente por la composicion de funciones
holomorfas, luego es holomorfa. Dado que ¢ es una bijeccién holomorfa, por la
proposicién 2.3 tenemos que ¢ es un isomorfismo de superficies de Riemann.
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2. Supongamos que p’ es otra representacién de w1 (M;x) en PSL(2,R) con
las mismas propiedades, entonces sea IV = Im (p) y ¢' : H/—" — M. Dados
Z un punto en la fibra p~*({z}) y h € ¢/~1(2), existe ¢’ := ¢/~1 : M, — H.
Sea g = ¢ op !t :H — H € Aut(H). Entonces para f € m;(M;z) tenemos
que

1 1

Adgop(f)=gop(flog =g op  o(pofop Nopoy =y ofoy

1

es un automorfismo vy de H tal que ¢’ "t oyo ¢’ € m(M;z), luego vy € IV =

Im (p’), entonces podemos definir

5 m(M;z) — m (M x)
' f — pTroAdgop(f)
asf 6 € Aut(m;(M;x)) es tal que p' = Ad,opod—t. O

3. Curvas algebraicas reales

Una superficie de Klein es una 2-variedad dotada de un atlas maximal
Uy, 0a ara el cual las funciones de transicién son funciones dianaliticas
)
entre abiertos de C o abiertos del conjunto {z € C | Im (z) > 0}, es decir, las
funciénes pgp, ! son analiticas o anti-analiticas en el interior de su dominio
y ademads envian numeros reales en nimeros reales. Una superficie de Klein
puede tener borde o ser no orientable.

El cociente de una superficie de Riemann por una involucién anti-holomorfa
tiene estructura de superficie de Klein. Ademas, para cada superficie de Klein X
existe una superficie de Riemann M y una involucion anti-holomorfa o de M tal
que M /o es isomorfa a X como superficie de Klein. Luego hay una equivalencia
entre superficies de Klein y pares (M, o) de una superficie de Riemann dotada
con una involucién anti-holomorfa.

Definicién 3.1. Una curvae algebraica real es un par (M, o) de una superficie
de Riemann y una involuciéon anti-holomorfa de M.

Si consideramos el toro M := C/T', donde el grupo I' = {z — 2z + n+im |
n,m € Z} junto con las aplicaciones en M dadas por

o1: M — M :[z] — [Z]
o9 : M — M :[z] — [iZ]
1
Jg:M—>M:[2]'—>[2+§]
las cuales dan lugar a distintas curvas algebraicas reales, cuyo cociente es ho-
meomorfo a un anillo, una banda de Mobius y una botella de Klein, respecti-
vamente.
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Definicién 3.2. Un homomorfismo f entre dos curvas algebraicas reales (M, o),
(N, 7) es una aplicacién holomorfa f : M — N tal que el diagrama

M—"s=M

conmuta.

En particular, si M = N entonces un isomorfismo entre las curvas algebraicas
reales (M, o) y (M, 7) es un automorfismo de la superficie de Riemann M tal
que foo =T1o f, es decir 7 = fooo f~L. Por lo tanto, (M, o) y (M, 7) son
isomorfas como curvas algebraicas reales si y sélo si o y 7 son conjugadas la
una de la otra por un automorfismo holomorfo de M. En la esfera de Riemann
M = CP consideremos las dos estructuras reales

cp — CP

o1 :

! z oz
cp — CP

o9 . 1 -
z o —=

z

Tenemos que el conjunto de puntos reales de la primera estructura M! es el
conjunto R U {co} = RP! ~ S! mientras que para la segunda estructura si
z= f%, entonces |z|?> = —1, de donde M°2 = (). Como los conjuntos de puntos
reales no son homeomorfos, las estructuras reales no pueden ser congujadas, es
decir, las curvas (M, 01) y (M, o2) no son isomorfas.

El plano complejo C tiene una estructura real canénica dada por la conju-
gacién compleja. El disco D es invariante bajo la conjugacién compleja y ésta
es una estructura real en él, bajo la transformacién de Cayley, esta estructura
se puede inducir en H y resulta 7 : H — H : T — —I. Si 2 = a+bi, entonces
To0(z) = —a + bi es el reflejo de z respecto al eje imaginario. De hecho, 7y la
estructura canodnica en H es la uinica médulo isomorfismos.

Lema 3.3. EI semiplano superior de Poincaré H tiene una tnica estructura
real salvo conjugacion.

Demostracion. Sea 79 : H — H : z — —Z y sea o una estructura real en
H. Como o o 7y es una biyecciéon holomorfa en H, es un automorfismo. Sea

f € Aut(H) tal que f = 0 o7y con (Z Z) como matriz asociada, la cual
puede ser escogida de determinante 1. Entonces

—azZ+b

a(z):0073(2):]"070(2):]”(—2):m.
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Como 02 = Idy, entonces

s=0:)=0 (“w“’) (a — be)z + b(d — a)

cit+d ) cla—d)z+d? —be

de donde a?—bc = d*> —bc and b(d—a) = c(a—d) = 0; como ad—bc = 1, tenemos

a b , . -1 0 a b\ _
a = d. Dado que (c d> estd en la misma clase de ( 0 1) * (c d) =

(_(CI _2), podemos asumir a > 0. Considere g € Aut(H) el automorfismo

. . fa+1l — s .
correspondiente a la matriz < —c 1 ), el cual estd bien definido pues a #

2(a+1) 2
—1 y el determinante de esta matriz es igual a (a + 1) * % — Q(G_Jfl) x (=b) =

1
(a+1)®—bec _ 142ata—bc _ 2a+2 _ i i 2 b
eI = ot - = (et = 1. La inversa de g tiene (2((;_1) a+ 1)

como matriz asociada. Por lo tanto, si z € H entonces

_ —(a+1)z—-0 a+1)z+b
ToogOTo(Z)=Toog(—Z)=TO< rl) ) .
et T 2 et ? T 2

: a+1 b . .
por lo cual 7y 0 g o 7 tiene ( c 1) como matriz asociada. Luego a ¢~ ! o
2(af1) 2

To © g o Ty le corresponde la matriz

a+1 be b b
b a+1 b\ [T+ 55 5+3
c a+ 1 * c 1 - c + c bc + a+1
2(a+1) 2(a+1) 2 2 2 2(a+1) 2

N[

a+1 be _ (a+1)2+bc _ a’+2a+1+be _ 2a%4+2a —1
como 5= + 5ty = oy T (et D) — a(ard) = & Entonces g7 o
Togomg=fyo=ocor;=form=glomogomom =g 'omogy por
lo tanto cada estructura real en H es conjugada de 7. (I

Esta estructura real induce una involucién en Aut(#) = PSL(2,R) definida
por

U +—— Tp O UO T,

y podemos considerar el producto semidirecto PSL(2,R) x,, Z/2Z. En parti-
cular tenemos la sucesién exacta corta de grupos

1 — PSL(2,R) — PSL(2,R) x,, Z/2Z — Z/27Z — 1 (%)
Este grupo esta facilmente identificado.

Lema 3.4. El grupo PSL(2,R)x,,Z/2Z es isomorfo a PGL(2,R) y la suce-
sién exacta corta (x) es isomorfa a

1 — PSL(2,R) — PGL(2,R) %% 7/27 — 1
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El isomorfismo es la aplicacién ¥ : PSL(2,R) %, Z/FZ — determinado por

U(A) = Asi A€ PSL(2,R) C PSL(2,R) x,, Z/EZ y por V(1) = (_01 (1)>

3.1. Grupo fundamental real.

Definicién 3.5. Sea (M, o) una curva algebraica real y sean © € M y p :
M, — M el cubrimiento universal de M definido en 2.12. El grupo fy@—

damental real de (M, o) es el subgrupo del grupo de difeomorfismos de M,
definido por

(M, 0);z) == {f: My — M, |po f=asop, aj € {Idy, o}}

Es decir, es el grupo de transformaciones de ]T/[; que inducen o la identidad
en M o la estructura real o. Debido a que p es un homeomorfismo local, si
una funcién f € m{((M,o); z) satisface que po f = o o p, entonces f es anti-
holomorfa; si f es tal que po f = p (en caso que oy = Idwm), entonces f
es una transformacién holomorfa, luego f € Aut(1\~/[ /M) =~ m1(M;x). Luego
T (M;z) = 7®((M,0); z) N Aut(M, /M) C 78((M, 0);x). Esta contenencia es
propia gracias al siguiente lema.

Lema 3.6. Sea (M, o) una curva algebraica real con M conexa y seax € M. Si

p: M — M es un cubrimiento universal de M. Para cada @ y cada a( ) puntos
en la fibra p~'({z}) y p~'({o(x)}) respectivamente, existe ¢ € mi((M,c);x)

tal que o(Z) = o(xz) ypoa =ocop.

Demostracion. Sea 7 un camino en Mde 7 a a( ). Entonces v :=po+7 es un
camino en M de z a 0’( ). Dada un elemento y € M, tomamos « un camino en
MdeZa y. Como M es simplemente conexo, cualquier otro camino de = a y es
homoétopo a a. El camino 7~ (copoa) es un camino en M empezando en z. Sea
[ el levantamiento de este camino con respecto a x, un camino en M. Definimos
o(y) = B(1). Tenemos que & estd bien definido pues p envia y levanta caminos
hométopos en caminos hométopos, y caminos hométopos tienen las mismas
terminaciones. Ademds p(c(y)) =po B(l) =y (copoa)(l)=copoa(l) =
oo p(y), de donde pod = o op. Si ¢z es el camino constante en Z, entonces
00poCs = Co(z) ¥ Y~ (copoa) = Y Co(z) €8 homotopo a v, y su levantamiento

por p es hométopo a 7, asi a(z) = (1) = af(\:;) O

En el lema anterior tenemos que la transformacién antiholomorfa & sélo
depende del camino v = p o 74. Por la definicién de o, si tomamos otro camino
v de x a o(x) homotdpicamente no equivalente, tendremos una transformacién
anti-holomorfa distinta. Como veremos en la siguiente proposicién, hay tantas
clases de equivalencia de caminos de = a o(z) como elementos anti-holomorfos
en T¥ (M, 0); )7k (M, 0); ).
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Decimos que & € M es un punto real si o(x) = x. Para un punto no real x
de M tenemos una descripcién por caminos del grupo fundamental real.

Proposicion 3.7. Sixz € M es un punto no real, entonces el grupo fundamental
real (M, 0); x) es isomorfo al grupo de clases de homotopia de lazos basados
en x o de caminos de x a o(x), junto con la operacién

] - ] = [~ si 7y es un lazo basado en x
W= 3 (gom)]  siy es un camino de x a o(x)

sea T € M, un

Demostracion. Sea II = {[n] | n(0) =z, (1) € {z, o(z)}} ¥
7 ((M,0); 2) tomamos

punto fijo en la fibra p~1({z}), entonces para cada f €
7 un camino en M, de T a f(z) y definimos

ar((M,o);z) — 1I

v f — [pon]’

La cual estd bien definida por ser MT simplemente conexa. Supongamos que f,
g € (M, 0);x) y 1, ¢ son caminos en M, de ¥ a f(¥) y g(¥), respectivamente.
Entonces f o ¢ es un camino con punto inicial en f(Z) y punto final f o g(T).
También po (fo() = (po f)o( = asopo(. El camino n~(f o() es un camino
de T a fog(x). Asi

U(fog)=[po (feQ)l=I[pen) (pe(fol))l=I[pon asopol]
si ay es la identidad, pon es un lazo basado en x; si ay = o, pon es un camino
de = a o(z), luego por la definicién de la operacién en II, tenemos que

U(fog)=Ipon asopol]=I[pon]-[poll=V(f) ¥(g).
Si @(f) = [cs] la clase de homotopia del camino constante a x € M, entonces
pon ~ ¢z de donde n ~ ¢z, luego f(Z) = Z y ademds f es holomorfa (de
lo contrario p o f(z) = o(z) # z), por lo que necesariamente f = Idg v
® es inyectiva. Dado una clase [y] € II, si v es un lazo basado en z, existe
fe Aut(l\N/IX) tal que ®(f) = [v], de lo contrario el levantamiento de v por p
con respecto a T es un camino de ¥ a un punto en la fibra de p~*({o(2)}),
por el lema 3.6 existe ¢ € 73 ((M,0);x) con ®(G) = [y]. Por lo tanto ® es
sobrejectivo. a

Si tenemos dos elementos f, g € 7} ((M, ); x) que cubren o, entonces cop =
oo(poglog !t =0%opog l=poglyasipo(fog ) =(poflog =
(cop)og=! =c20p=p. Luego h = fog~! € m(M;x), es decir, dos elementos

anti-holomorfos difieren por un elemento en w1 (M;z).
Proposicion 3.8. La aplicacion
(M,o);z) — ZJEZ

1 sifop=p
! — {1 sifop=ocop
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es un epimorfismo de grupos cuyo nicleo es w1 (M;x). Luego la sucesién
1 —m(M;z) — 78 ((M,0);2) — Z/¥EZL — W

es una sucesién exacta corta.

Diremos que una curva algebraica real (M, o) es parabdlica, eliptica o hi-
perbdlica si M lo es.

Definiciéon 3.9. Para una curva algebraica real hiperbdlica, una representa-
cién real de i ((M, o); x) es un homomorfismo de grupos pg : 73 ((M, 0); x) —
PGL(2,R) tal quesi p = pg|r, (ar;2) entonces p cumple con Im (p) C PSL(2,R).
Es decir, tenemos un diagrama conmutativo:

1l ——=m(M;z) ——= 7 ((M,0);2) —=Z/FZ —1

lp I
1——PSL(2,R) —— PGL(2,R) ——=Z/EZ ——>1

Es fiel si pgr es inyectiva. Es discreta si el grupo Im (pg) es un subconjunto
discreto de PGL(2,R).

Observacién 3.10. Si G es un subgrupo discreto de PGL(2,R), el subgrupo
Go = GNPSL(2,R) es un subgrupo discreto de automorfismos de H. haciendo
que el cociente H/Gy tenga estructura de superficie de Riemann (se puede
consultar [2] para detalles sobre la construccién del atlas holomorfo). Ademss,
si el grupo G es una extensién de Z/¥Z por Gg, entonces el cociente H /G, tiene
una estructura real dada por el elemento no trivial en G/Gg. Supongamos que
G/Gy ~ {1, 7}, donde 7 = [B] es la clase de un elemento en G de determinante
negativo, entonces vy es una biyecciéon anti-holomorfa de H y

H/g/ — H/g/

T heGy — ~g(h)-Go

donde vp es el automorfismo asociado; si B’ € T es otro representante, existe
g € G tal que vp:(h) = g-vyp(h), luego y5(h) - Go = vp/(h) - G y asi, la accién
de 7 sobre el cociente H/— estd bien definida. Ademds 72(h) = v5(h) - Go =
h -Gy puesto que B? € G y tiene determinante positivo. Dado que 7 estd dado
localmente por aplicar v, es una involucién anti-holomorfa de /—. Esta curva
algebraica real la denotaremos por (H/G,,G/G,).

Para extensiones del grupo Z/27Z, diremos que un homomorfismo v : G —
G’ respeta extensiones si para vy := 7|g, tenemos que el diagrama

1 Go G 7./2Z 1

ok

1 G el 727 1
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conmuta, es decir, si es un homomorfismo de extensiones. Denotaremos por
Homg, /57 y por Autyz /7 a los homomorfismos y a las automorfismos que respe-
tan extensiones, respectivamente.

Teorema 3.11 (Uniformizacién de curvas algebraicas reales hiperbdlicas). Sea
(M, o) una curva algebraica real hiperbdlica y © € M. Entonces

1. existe una representacion real, fiel y discreta pg de 7y ((M,o);x) en
PGL(2,R) tal que los grupos I'r = Im (pg) y ' = pr(m (M;x)) satis-
facen que

1—T —Ty L5722 —1

es una sucecion exacta corta, I actua libremente en H y ademas
(M, o) ~(H/=,—r/~)
como curvas algebraicas reales.
2. si pl es otra representacion real de w3 ((M, o); ) con las mismas propie-
dades, entonces existe g € PSL(2,R) y § € Autg/oz (71 ((M,0);x)) tal
que plp = Adg o prodt.

Demostracion. 1. Sea ¢ : M —» H un isomorfismo de superficies de Riemann
fijo. Sea
- (M, 0);7) — PGL(2,R)

pe f — pofopTt’
Sean f, g € m}((M, 0); x), entonces p(fog) = po fogop™
goyp~t=p(f)op(g), luego p es un homomorfismo de grupos. Si pr(f) = Idy,
entonces f = o loldy oy = Idg;, luego pr es inyectiva. Como pg es un
monomorfismo de grupos, entonces I' := pg(m1 (M; ) ~ 71 (M; ) estd incluido
propiamente en I'g := Im (pr) ~ 75 ((M,0);x), y si A, B € T'g \ I, entonces
tenemos que existen f, g € 7 ((M,o);x) \ 71 (M;z) tales que A = pgr(f),
B = pr(g). Dado que fog~t € m}((M,0);x), entonces AB~! € T', de donde
la sucesion

1 1

=pofop topo

1—T —Tp %5 7/22 — 1

es una sucesion exacta corta. Tenemos que I actua en H por la accién heredada
de m (M;x) ~ Aut(M/M) sobre M, como mostramos en el teorema 2.22 esta
accién es libre y discontinua. Como I' C PSL(2,R) actia discontinuamente,
por el teorema 2.20 tenemos que I' es un subconjunto discreto de PSL(2,R).
Ademds, para un elemento A € I'g \ T tenemos que I'g = ' (A - T'), con
A-T c PGL(2,R) \ PSL(2,R), dado que I" es un subconjunto discreto y
la multiplicacién a izquierda por un elemento es un homeomorfismo, tenemos
que A - T es un subconjunto discreto de la componente conexa PGL(2,R) \
PSL(2,R). Dado que I'g es una unién disjunta de dos subconjuntos discretos,
cada uno en diferentes componentes conexas, es un subconjunto discreto de
PGL(2,R). Como I'g es un subgrupo discreto, el cual es una extesién de Z /27
por I' = T'r N PSL(2,R), por la observacién 3.10 tenemos que H/— es una
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superficie de Riemann, la cual posee una estructura real dada por el elemento
no trivial de I'g /T ~ {1, 7}. Sea

" H/— — M
" h-T — p(e~t(h)

el cual es un isomorfismo de superficies de Riemann. Tenemos que si h € H
entonces

got(h-T)=o(p(e™'(h)))
=pod(p '(h))
=poy toypopop i(h)
=poy (yp(h)
=vor(h)
Luego 1 es un isomorfismo de curvas algebraicas reales.

2. Ahora, si p es otra representacién real de 7y ((M,o);x) con las mismas
propiedades, entonces sean I'y = Im (pg), IV = pp(m(M;2)) y ¢’ : H/T! —
M. Entonces tenemos que

(H/T T4/T) & (M, 0)

como curvas algebraicas reales. Usaremos este isomorfismo para encontrar g.
Dados Z un punto en la fibra p~'({z}) y h € ¢/~ (z), existe ¢/ = /'~ :
M, — H. Sea g=¢ opt:H — H € Aut(H). Entonces para f €
72 ((M, o); z) tenemos que

1 1

Adgopr(f)=gop(f)og ' =¢' op  o(pofop HNopoyp =y ofop

Sea v = ¢’ o foy ™! entonces v € PGL(2,R) es tal que el diagrama
M, L1,
Pl
H—>H

conmuta. De aqui, 7y es una transformacién de H que induce en el cociente H /T’
un elemento en I'y /I”. Dado que (M,0) ~ (H/I',I'y/T"), cuyo automorfismo
estd inducido por ¢’ y dado que 75 ((H /I, T, /T)'; h) = g/, entonces v € 'y =
Im (pg). Por lo tanto podemos definir

(M, o)iz) — (M, 0);x)
f — P]/R71 o Ady o pr(f)

de donde § € Auty oz (71 (M, 0);x)) es tal que pf = Adg o prod". O

0:
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Basados en la demostracién anterior y usando la misma notacion, tene-
mos que a un isomorfismo ¢ : M ~ H, es decir, una estructura de superfi-
cie de Riemann para M, le podemos asociar una representacién real 1(p) de
7% ((M,o);z) en PGL(2,R) fiel y discreta que respecta extensiones, es decir
un punto en el espacio Homfz‘i/QZ(ﬂQ((M, o);z), PGL(2,R)).

Sobre el espacio Homde/QZ(W]F((M, 0);x), PGL(2,R)) también tenemos una
accion de Autz oz (7 ((M,0); x)) dada por 6 - pr = pr o6~ *. Como pg es un
homomorfismo, si § es el automorfismo interior definido por congujar por un
elemento fy € 71 (M;z) tenemos que para f € 3 ((M,0);x)

§-pr(f) = prod ™' (f) = pr(fo 'ofofo) = pr(fy ' )opr(f)opr(fo) = Ad,, ;-1 opr(f)
y dado que pR(f(;l) € PSL(2,R), esta accién ya estd contemplada.

Consideremos la restriccién al conjunto
Outg := Autzoz (1 (M, 0); x))/Inn(m (M;x)).

Sipr, pg € Homde/QZ(ﬂIIR((M, 0);x), PGL(2,R)) son tales que Im (p) = Im (pr)
entonces (H/T,Tg/T) = (H/T", T /T") y ademés 6 := pj 'opr € Aut(ry((M,0);x))
es tal que pf = pr o 61 Si d € Inn(m (M;x)) entonces py = Ad, o pr para
gel.

La estructura real o estd ligada a la superficie de Riemann M. Asi que si
quisieramos pensar en deformaciones de la estructura de curva algebraica de
(M, o), deberfamos pensar en deformaciones de la estructura de superficie de
Klein de M /o. Por la equivalencia dada, esto corresponde a una estructura real
o’ sobre una superficie de Riemann M’ tal que M’/o’ es homeomorfo a M/o,
el cual es el espacio topoldgico invariante.

Esta construccion nos permite enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.12. Sea (M, o) una curva algebraica real hiperbdlica y © € M.
Hay una biyeccion entre clases de isomorfismo de curvas algebraicas reales
(N, 7) tales que N/ es homeomorfa a M /o, y el conjunto

Hom oy (n (M, 0); %), PGL(2,R))
médulo la accién de PSL(2,R) y la accién de Outg (7} (M, 0); x)).

Demostracion. Sea (M, o) una curva algebraica real y sea x € M. Si (M’,0') es
una curva algebraica real isomorfa a (M, o), existe ¢ : M — M’ tal que ¢/ =
pooop Ly wf(M’,0");9(x)) ~ n}((M,o); ). Por el teorema 3.11 (usando la
misma notacién) tenemos que existen pg, pg € Hom%d/QZ (7 (M, 0);x), PGL(2,R))
tales que

r—1

(H/T,Tx/T) £ (M,0) £ (M, 0") °~ (1T, T%/T")
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escogiendo puntos h, h' € H en las fibras de ¢~ '(z) y ¢'(¥(x)) respectiva-
mente, tenemos que existe g € PSL(2,R) tal que pp = Adg o pr y tomando
§ := pi ' o Ad, o pr tenemos que pl = Ad, o pr o 67! y asi las represen-
taciones estdn en la misma orbita. Si tenemos dos representaciones pr, pp €
Homgﬂ/QZ(w%{{((M,J);x),PGL(2,R)) que estdn en la misma drbita, entonces
existen g € PSL(2,R) y § € Outr(n((M, 0);x)) tales que pgp = Adgoprod—!,
entonces por las observaciones hechas tenemos que g induce un isomorfismo en
las curvas algebraicas reales (H/I',T'g/T") £ (H/T", TR/IV). O

3.2. Cubrimientos algebraicos reales.

Definicion 3.13. Definimos:

1. Un cubrimiento real de (M, o) es un cubrimiento ¢ : N — M por una
curva algebraica real (N, ) tal que el diagrama

N—T=N

M7= M
conmuta. Lo denotaremos por p : (N,7) — (M, 0).
2. Sea q: (N,7) — (M, o) un cubrimiento real, entonces un cubrimiento

real r : (N',7") — (M, 0) es un subcubrimiento real de q si existe
f : N — N’ un cubrimiento analitico tal que el diagrama

M—2>M

conmuta, es decir, es un morfismo de curvas algebraicas reales que es un
cubrimiento.

Dado que 7 : N’ — M es un cubrimiento intermedio de ¢, le corresponde
un subgrupo del grupo de automorfismos de ¢q. Més atn, si g € Aut(N/N’) C
Aut(N/M) entonces fog=fy

fo(rogor)=r'ofogor=1ofor=r"of=f
luego (TogoT) € Aut(N/N’), el cual es un subgrupo 7-invariante de Aut(N/M).
Reciprocamente, si tomamos H C Aut(N/M) el cual es T-invariante, el co-
ciente N/H tiene una estructura real inducida por 7 definida por
, N/H — N/H
7' .
[n]  — [r(n)]
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Para ver que estd bien definida, tomemos n’ € [n], luego existe g € H tal que
g(n) = n’ y entonces 7(n’) = 7(g(n)) = 1og(n) = Togor?(n) = (Togor)or(n) =
g’ (t(n)) € [t(n)] donde ¢’ = TogoT € H (puesto que H es 7-invariante). Luego
7’ estd bien definida. Definiendo r : N/JH — M : [n] — ¢(n) se tiene que

ro7'([n]) =r([r(n)]) = q(r(n)) = a(q(n)).

Definicién 3.14. Un cubrimiento real p : (M',o’') — (M, o) es el cubrimiento
universal real de (M, o) si para cada otro cubrimiento real ¢ : (N,7) — (M, 0)
existe f: (M',0’) — (N, 1) tal que el diagrama

conmuta.

Si M es una superficie de Riemann y z € M. Por el lema 3.6 para cuales-
quiera ¥ y o(x) puntos en la fibras p~1({z}) v p~*({o(z)}) respectivamente,
existe o : Mz — Mz tal que poo = ocop con p : JT/[/I — M cubrimiento
universal de M. Luego pog? = copod = g2op = p, por lo que 62 € 71 (M;x).
De aqui, un subcubrimiento real de p que tenga una estructura real inducida
por ¢ estarfa en correspondencia con un subgrupo del grupo de automorfismos
de p que contiene 52 y es g-invariante. El subgrupo mds pequetio que satisface
esto es < 62 > y estd asociado al cubrimiento M/ < 6> >— M inducido por
p con la estructura real inducida por o.

Proposiciéon 3.15. La existencia de o una estructura real de ]T/[/m que cubre o
es equivalente a que el grupo fundamental real 7y ((M, 0); z) sea isomorfo a un
producto semidirecto w1 (M;x) Xz Z/2Z.

Demostracion. Dado que la sucesion
1 —m(M;z) — 7 (M, 0);2) — Z/27 — 1

es una sucesiéon exacta corta, 7 ((M,o);z) tiene estructura de producto se-
midirecto si y sélo la sucesién se escinde, es decir, si existe un homomorfismo
¢ 7)27 — m}((M,0);x) tal que ¢(—1) € n1((M,0);z) \ m1(M;x), de forma
equivalente, que exista una biyeccién anti-holomorfa de Mm de orden 2 que
cubra sigma, es decir, una estructura real de Mz que cubre o. O

Proposicién 3.16. Si el conjunto de puntos reales M = {z € X | o(z) = z}
es no vacio, entonces existe o una estructura real de M, que cubre a o.
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Demostracién. Tomando x un punto real de M y & = o(z) un punto en la fibra
p~t({x}) aplicando el lema 3.6, existe & € 7} ((M,0);x) tal que pod = g op
y o(T) = U/(\x/‘) = Z. Explicitamente, para y € M, tomamos o un camino en
M, de ¥ a y y tomamos &(y) = (1) donde j es el levantamiento a M, con
respecto a  de o o p o a. Luego 8 es un camino en Mz de T a d(y), luego
copoff=co(copoa)=poa, cuyo levantamiento con respecto a T es a, de
donde 5(y) = (1) = y. O

Si x es un punto no real de M, debido a la descripcién por caminos, entonces
TR ((M,0);2) ~ 71 (M;x) x5 Z/27Z si y sélo si existe un camino vy de z a o(z) de
orden 2, es decir, tal que el camino v~ (o 07v) es homotdpico al camino constante
ax.

Definicién 3.17. Un subgrupo G C 75((M, 0);z) se dice real si contiene por
lo menos un elemento no holomorfo.

Supongamos que G es un subgrupo real. Como G contiene un elemento
no holomorfo, entonces el homomorfismo G — Z/27Z es sobreyectivo y su
ntcleo es Gy := G N7 (M;x) el subgrupo de elementos holomorfos de G. Si
1:G = 77 ((M,0); ) es la inclusién e 29 = 1|g, , entonces el diagrama

1 Go G 7)27 —1

5 i

1l ——=m(M;z) — 3 ((M,0);2) —=7/2Z — 1

conmuta. De aqui, los subgrupos reales de w5 ((M,0);x) son exactamente los
subgrupos G que encajan en el diagrama anterior.

Teorema 3.18 (Correspondencia de Galois Real). Sea (M, o) una curva alge-
braica real y * € M un punto de base. Hay una correspondencia entre cubri-
mientos reales de (M, o) y subgrupos reales G C ny((M,0); ), de manera que
a cubrimientos reales isomorfos les corresponde grupos conjugados y viceversa.

Demostracion. Sea q : (N,7) — (M, o) un cubrimiento real de (M, o). Sea
p: M —» M un cubrimiento universal de M v [ M —» N un cubrimiento
universal de N tal que p = g o f, tomando un punto y € N tal que ¢(y) = =
definimos

G=r(N,7);y)={9: M — M| fog=aof, ac {ldy, 7}}

que por el lema 3.6 contiene por lo menos un elemento no holomorfo, haciendo
el homomorfismo G — Z/27Z sobreyectivo con ntcleo Gy := G N w1 (M;z). Si
¢ : (N',7") — (M, o) es un cubrimiento real isomorfo a ¢, entonces existe h :
(N, 7) — (N’,7’) isomorfismo de curvas algebraicas reales y f': M, — N’
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cubrimiento tal que para y' = h(y) se tenga que f' =ho fy
RN 7)) ={g: M — M| fog=aof, ac{ldx, r'}}
:{g:M—)]’\\/[/|hofog:ozohof7 a € {Idn, 7'}}
={g:M —M|fog=h'oaohof, ac{ldy, '}}
:{g:M—)]f\/vﬂfog:aof, a € {Idn, 7}}
= ((N,7);9).

Ahora, sea G C 71 ((M,0);2) un subgrupo real y 7 € G un elemento no
holomorfo. Entonces si tomamos Gy := GNmy(M;x) C w1 (M;x), tenemos que
M /Gy tiene estructura de superficie de Riemann. Definimos 7/ : M /Gy —
M/Gy : [y] — [7(y)], el cual es una transformacién anti-holomofa de M/G.
Como 72 es un elemento holomorfo de G, entonces 7%([y]) = [72(y)] = [y], ¥
por lo tanto (M /Go,7’) es una curva algebraica real. p induce un cubrimiento
p:M/Go — M : [y] — ply) tal que po7'([y]) = p([r(y)]) = por(y) =
o op(y) pues 7 € T ((M,0); x) es no holomorfo. Si existe g € Aut(M) tal que
G = gHg~! para algin subgrupo H, entonces Gy = gHpg~! y ademds g induce
un automorfismo entre (M/HO, g ltot'og)y (M/GO, 7') que conmuta con el
cubrimiento p. ([

Dado un cubrimiento real g : (N, 7) — (M, o), podemos considerar el grupo
de automorfismo reales de ¢ definido por Autg(q) := {f: N — N | qof =
aoq, o€ {Idy, o}}.

Definicién 3.19. Decimos que ¢ es de de Galois si para todo x € M y cuales-
quiera puntos T y U/(\J;) en las fibras ¢ 1 ({z}) y ¢ 1 ({o(2)}) existe f € Autg(q)
tal que f(Z) = U/(\m/‘) Sip: (Mx, ) — (M, o) es un cubrimiento universal real,

tenemos que Autg(p) = 7} ((M, );x) y por el lema 3.6, p es de Galois.

Observacién 3.20. Si ¢ : (N,7) — (M,0) es de Galois, tenemos que al
olvidar la estructura real ¢ : N — M es un cubrimiento analitico de Galois,
por ende para cualquier y € N con ¢(y) = z el subgrupo m1 (N;y) C w1 (M;x)
es normal. Tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

1 ——m(N;y) 208 7B (N, 7);y) — Z/22 — 1

normal l 20 \LZ

1 ——=m(M;z) —= 73 ((M,0);2) —= 2/27 — 1

Como 71 ((M, 0);z) = 71 (M;x) -7 (N;y) y los subgrupos normales forman un
reticulo, entonces 71 (IN;y) es un subgrupo normal de w5 ((M, o); ).
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Teorema 3.21. Un cubrimiento real q : (N,7) — (M, o) es de Galois si y
s6lo si el cubrimiento holomorfo q : N — M es de Galois. Y en este caso

Autg(q) = 7' (M, 0);x)/m (N;y).

Demostracion. Sea q : (N,7) — (M, o) un cubrimiento real de Galois. Dados
dos puntos y, y' € p~t({z}), tenemos que z = 7(y') € p~({o(x)}), luego
existe g € T ((M, 0);2) tal que g(y) = 2, luego Tog € m(M;z) y 7o g(y) =
7(z) = 7(7(v')) = 3. Luego ¢ : N — M es un cubrimiento analitico de
Galois. Reciprocamente sea ¢q : (N,7) — (M, o) un cubrimiento real tal que
q: N — M es un cubrimiento holomorfo de Galois. Consideremos dos puntos

Ty a( ) en las fibras ¢~ ({z}) y ¢ 1 ({o(2)}), entonces z = (o ( ) € q’l({x})
Comoq: N — M esde Galms existe g: N — N tal que gog = qy g(T) =

Luego 70 g(z) = 7(2) = T(T(O’(ZL’))) = 0( Yy Tog€m((N,7);y). Luego ¢ es
un cubrimiento real de Galois. O

3.3. No existencia del cubrimiento universal real. Consideremos un
ejemplo. Sea M = C/(Z@zZ) cono([z]) =izl yz=[++2].Siy:[0,1] —
M:t— [ + 3’ + 5 — ti] entonces la transformacion anti- holomorfa asociada
es&:CHC.z%zzya =1Idc. Siv:[0,1] — M :t— [$ 43+ 3L 1]
entonces 7 : C — C: z — iz + 1y 2(2) = z + 1 + i. De hecho, cualquier
camino v de x a o(z) es homotépicamente equivalente a algin

L + nt + mtd]
17172 2” mes

donde n ,m son enteros. La transformacién anti-holomorfa asociada a = es
:C— C:2z+iz+n+mi, de donde 6%(2) = z+ (n +m) + (n + m)i,
luego & es una estructura real sélo si n+m = 0. Asf, el cociente M/ < 52 > es
isomorfo o a un cilindro o es igual a C. Sin embargo, el cubrimiento universal
real de (M, o) es isomorfo a (C,7) con 7(z) = iZ-+n—ni con n cualquier entero.
En este caso, el cubrimiento universal de M tiene una familia de estructuras
reales que cubren o, y todas son compatibles, en el sentido que (C, z — i2)
es el cubrimiento universal real. Esto no siempre va a ocurrir, puede no existir
una estructura real sobre el cubrimiento universal que cubra ¢ y esto puede
conllevar a que no exista el cubrimiento universal real. El siguiente ejemplo
serd una muestra de esto.

v:i[0,1] — M t— |

Daremos un ejemplo en donde el espacio recubridor universal de M no tiene
una estructura real que cubra o, y daremos ejemplos de dos cubrimientos reales
(N,01) y (N,02) de tal manera que ninguno sea cubrimiento real del otro, y
que no exista un cubrimiento real de ambos.

Sea M = C/(Z ®iZ) con o([z]) = [+ %] y & = [0]. Para v : [0,1] —
M :t v+ [t3 + nt + mti] con n, m enteros, G : C — C: z —> Z+ 2 +
n+miy 2(z) = z+ 1+ 2n es siempre distinto a la identidad. Asf C, el
cubrimiento universal de M, no tiene una estructura real compatible con o. Sea
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Y1 :[0,1] — Mt [§]y v2:[0,1] — M : ¢ — [L + ti]. Las aplicaciones
correspondientes&f:C—HC:ZI—>Z—|—%y&E:(C—HC:zHE—&—%—&—i
son diferentes, sin embargo 572 = 352 : 2 —> 2z + 1 son la misma. Sea N el
cociente M/ < ol >=M / < 22 >. Sea o; la aplicacién en N inducida por
0j,j=1,2,y ¢: N — M el cubrimiento asociado a < &}2 >. Supongamos
que q : (N,02) — (M, o) es un subcubrimiento real de ¢ : (N,01) — (M, o).
Entonces existe f : (N,01) — (N, 02) haciendo el diagrama

o1

02

f f
AN N/;
l

M—2>M

conmutativo. Luego f puede ser levantado a un automorfismo f de C. Si f (z) =
az + b con a # 0, entonces

fe+1)—f(z)=acZ

a - 1 a—1
(foor—o20f)([2]) = [a2+§+b—a2—b—§—i] = + 2iIm(b) — 4]
esta tltima expresién es nula sélo si Im (b) = 1, pero en este caso Im (f(0)—0) =
Im (b) = % ¢ Z, asi que q o f # ¢. Supongamos es de la otra manera, es

decir, supongamos que ¢ : (N,01) — (M,0) es un subcubrimiento real de
q: (N,o3) — (M, o). Entonces existe f : (N,02) — (N,o1) haciendo el
diagrama

conmutativo. Si f :C— C:z+—az+bcon a#0, entonces

fz+1)—f(z)=acZ

a—1

a . -1

(fooz—arof)(lz]) =laz+ 5 tai+b—az—b-]=|
es nula sélo si a es impar e Im (b) = —%, pero en este caso Im (f(0) = 0) =
Im (b) = —§ ¢ Z (puesto que a es impar), asi que g o f # ¢. Ahora, si existe
(N’,7) tal que (N, 01) y (N, 02) son subcubrimientos reales, en particular N’ es
un espacio recubridor para N, pero no puede ser isomorfo a N; luego N’ = C,
pero C no tiene estructuras reales que induzcan o. Por lo tanto (M, o) no tiene
cubrimiento universal real.

+ 2iIm(b) + ai
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