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Abstract

The purpose of this article is to provide the results of a research on the use of
specific artefacts (two different ellipsographs) for the learning of Mathematics,
specifically in Analytic Geometry on the topic of Ellipse. It was implemented
one activity for each one of the artefact, by means of the use of working sheets
that guided the students for tem to build the formal concept of Ellipse, answe-
ring to the corresponding questions in each activity as well as manipulating the
ellipsograph. All with the aim to facilitate to the students the understanding and
learning of the mathematic concepts.
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Abstract

El propdsito de éste articulo, es dar a conocer los resultados de una investiga-
cion relacionada con el uso de artefactos concretos (dos elipsdgrafos distintos)
para el aprendizaje de las Matematicas, especificamente en Geometria Analitica
con el tema de Elipse. Se implementaron una actividad por cada uno de los ar-
tefactos, a través del uso de hojas de trabajo las cuales guian a los estudiantes
para que ellos puedan construir el concepto formal de Elipse, respondiendo las
preguntas correspondientes en cada actividad asi como manipulando el elipso-
grafo en cuestion. Lo anterior con el objetivo de facilitar la comprension y el
aprendizaje de conceptos matematicos por parte de los alumnos.
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n el siglo XVII el concepto de Geometria Analitica poseia un
significado diferente a nuestra nocion moderna. La principal
diferencia radica en que antes las ecuaciones no representaban

curvas, sino que las curvas daban origen a una ecuacioén y en la actuali-
dad la curva es dada a partir de un analisis de propiedades algebraicas.
Durante mucho tiempo se han creado una infinidad de artefactos fisi-
cos con la finalidad de trazar algunas de las conicas, se les han llamado,
Parabolégrafos (trazan parabolas), Elipségrafos (trazan elipses) e Hiper-
bolografos (trazado de hipérbolas). Revisando el libro de Dyck (1994)
encontramos artefactos articulados para el dibujo de curvas desde la an-
tigua Grecia. Meneachmus (~380 - ~320 A.C.) tenia un dispositivo
mecanico para construir conicas; Proclus (418-485) también menciona a
Isidoro de Mileto quien tenia un instrumento para trazar una parabola
(Dyck, 1994, p.58). Leonardo Da Vinci (1452-1519) invent6 un elipsé-
grafo con un movimiento invertido de la conexion fija. Los dispositivos
mecanicos para dibujar curvas fueron utilizados también por Albrecht
Diirer (1471-1528). René Descartes (1596-1650) publicd su Geometria
(1637) libro en el cual daba métodos geométricos para dibujar cada cur-
va con algunos aparatos, y estos aparatos eran a menudo articulados. En
el afio de 1657, Van Schooten publico su “Exercitationum mathematica-
rum libri quinque”. Como el titulo sugiere, la obra se divide en cinco
"libros" de un centenar de paginas cada uno. El libro I es una revision
bastante estandar de la aritmética y la geometria ordinaria. El libro II
contiene construcciones con regla. En el Libro III, van Schooten trata
de reconstruir algunas de las obras de Apolonio en lugares geométricos.
Este fue un importante tema de investigacioén de la época. El libro IV
contiene la obra mas conocida de Van Schooten. Su titulo es " Organica
conicarum sectionum ", o "Los instrumentos de las secciones conicas."
La palabra "organica" estd mas estrechamente relacionada con el 6rgano
como instrumento musical que a la "organica" a veces encontramos en
la quimica o la agricultura. Como sugiere el titulo, el capitulo describe
una variedad de bellos artefactos para la elaboracion de las diferentes
secciones conicas. En 1877 A. B. Kempe publico un pequefio libro:
Como dibujar una linea recta: Una conferencia sobre artefactos
articulados. Menciono a J. Watt (1736-1819) y también el trabajo de J.J.
Sylvester (1814-1897), Richard Roberts (1789-1864), P.L. Chebyshev
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(1821-1894), Harry Hart (1848-1920), William Kingdon Clifford (1845-
1879), Jules Antoine Lissajous (1822-1880), Samuel Roberts (1827 -
1913), y Arthur Cayley (1821-1895).

Por otro lado, Franz Reuleaux (1829-1905), quién a menudo es llama-
do "el padre del disefio de las maquinas modernas”, tenia muchos meca-
nismos de lineas rectas en su coleccion del modelo cinematico. La
Universidad Cornell tiene una coleccion con cerca de 220 modelos ci-
nematicos distintos de F. Reuleaux y 39 de ellos son mecanismos sobre
el movimiento rectilineo?.

Finalmente, también tenemos el caso de Ivan Ivanovich Artobolevski,
(1905 — 1977). Fue un ingeniero mecanico, y cientifico ruso en el
campo de la Teoria de Mecanismos y Maquinas. Fue miembro de la
Academia de Ciencias de la Union Soviética desde 1946. Artobolevski
propuso una clasificacion de los mecanismos espaciales y desarrolld
métodos para su analisis estrucural, cinematico y cinetostatico. Recopild
en “Les mécanismes dans la technique moderne” (Artobolevski, 1975)
varios artefactos mecanicos cuya finalidad era trazar alguna conica.

Marco conceptual

Resultados recientes de investigacion constatan la importancia del uso
de nuevas tecnologias en la ensefianza de las matematicas y las ciencias,
y en la incorporacion al trabajo cientifico por parte de los estudiantes.
En sesiones de trabajo dirigido, los alumnos son capaces de desplegar
recursos matematicos que se desencadenan por medio de la compren-
sion de nociones (Hoyos, Capponi y Géneves, 1998), o se promueve la
creatividad y el ingenio en el disefio cientifico mediante el uso de nue-
vas tecnologias (Verillon y Rabardel, 1995; Jorgensen, 1999). Por otro
lado, perspectivas tedricas y practicas alternativas complementarias en
didactica de las matematicas (Mariotti et al 1997; Bartolini et al 2003,
2004; Bartolini 2007, Boero et al., 1996, 1997; Arzarello, Robutti 2004,
Jill et al 2002), argumentan a favor de la introduccion en el salon de cla-
ses de contextos historicos de recreacion de la experiencia cientifica, en
particular aquéllos que tienen que ver con la practica de la geometria y
que utilizan modelos mecanicos o articulados de maquinas para dibujar
o trazar, como un medio de generacion de ideas o nociones matematicas
complejas. Por otro lado, como menciona Duval la articulaciéon de



163 Cortés Zavala y Soto Rodriguez - Una experiencia con la elipse

registros semioticos de representacion, en este caso el grafico y el al-
gebraico, deben ser necesarios para la aprehension conceptual (Duval
1995).

El trabajo de investigacion realizado tuvo como proposito experi-
mentar actividades que puedan servir como recurso didactico, para
acercar a los estudiantes de bachillerato hacia la demostracion y cons-
truccion de conceptos en geometria Analitica, especificamente el de
Elipse, utilizando dos elipsografos los cuales son el Elipsografo de pa-
lancas y colisa de Inwards y el Antiparalelogramo articulado de Van
Schooten.

En las figuras siguientes se presentan los 2 elipsografos: el Elipso-
grafo de palancas y colisa de Inwards y el Antiparalelogramo articula-
do de Van Schooten, los cuales fueron realizados con acrilico (modelo
fisico) y construidos también con Geogebra (modelo virtual).

E

Figuras 1y 2 . Elipségrafo de palancas y colisa de Inwards construccién fisica y construc-
cién virtual. Figura 3 y 4. Antiparalelogramo articulado de Van Schooten construccion fi-
sica y construccion virtual.

Para cada uno de los modelos desarrollados, tanto el fisico como el
virtual, se disefi6 una hoja de trabajo que servia de guia para encontrar
el modelo matematico inmerso. Es decir a través de la manipulacion
guiada de los artefactos se espera que el estudiante descubra el modelo
matematico inmerso en el artefacto, esto permitira la reversibilidad del
conocimiento (Piaget, 1950).
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Metodologia

La investigacion se llevd a cabo en un ambiente de trabajo colaborati-
vo, que incentiva la cooperacion entre individuos para conocer, com-
partir y ampliar la informacion que cada uno tiene sobre el tema.
Es de caracter cualitativo, es decir las conclusiones y comentarios que
se desprenden del analisis de datos obtenidos, no son producto de las
relaciones numéricas que se puedan obtener de las hojas de trabajo
aplicadas, sino emergen del analisis de las cualidades asociadas tanto a
las preguntas de las hojas de trabajo, como a los comportamientos de
los estudiantes en cada una de ellas.

En cada uno de los Elipsografos seleccionados se analizaron sus ca-
racteristicas para asi realizar las hojas de trabajo y definir lo que se es-
peraba lograr con ellos. Las hojas de trabajo con las respuestas de los
estudiantes, las videograbaciones realizadas durante el trabajo de cada
uno de los equipos, asi como las observaciones en el trabajo de campo,
conforman el cuerpo de datos para llevar a cabo el estudio.

Nos proponemos observar el potencial que tiene los Elipsografos para
promover el aprendizaje en el salon de clases. Por ello, el proceso para
la implementacion de los Elipsografos consta de seis etapas:

(1) Seleccion de artefactos

(2) Descripcion y Demostracion matematica de los artefactos
(3) Construccion de los artefactos

(4) Realizacion de actividades didacticas

(5) Etapa de Aplicacion

(6) Analisis de los datos

Resultados del cuestionario por items

Se revisd la obra de Ivan Ivanovich Artobolevski “Les mécanismes
dans la technique moderne” (Artobolevski, 1975), la cual es un com-
pendio de varios artefactos que trazan diferentes conicas. Después se
prosiguié a seleccionar cudles de ellos eran factibles para poderse
construir, puesto que habia artefactos interesantes, pero fisicamente
complicados de realizar. De esta manera, los artefactos seleccionados
fueron el Elipsografo de palancas y colisa de Inwards y el Antiparale-
logramo articulado de Van Schooten.
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Descripcion y demostracion matemdtica de los artefactos

Elipsografo de palancas de Inwards:

Figura 3. Elipségrafo de paiancas y colisa de Inwards

Las longitudes de los segmentos del artefacto satisfacen que EB = BC
= CD = DE, es decir, la figura EBCD es un rombo. Los puntos Ay C
se mantienen fijos (focos). El segmento BD es la diagonal del rombo.
El punto K es la interseccion entre la corredera 2 y 3. Cuando el seg-
mento AE gira alrededor del punto fijo A, el punto k describe una elip-
se.

Existe una condicion para que dicho artefacto pueda describir una
elipse. La condicion es que 1/2 AE > AO (AO = OC) es decir, que la
distancia entre los focos sea menor que el segmento AE.

Por construccion sabemos que:
BC =CD =DE =EB.
Ahora tracemos el segmento KC:

Figura 4. Trazado de segmento KC
Los triangulos KDE y KDC son congruentes por LAL por tener:
(a) DE = DC (por construccion)

(b) KD lado comun
(c) Angulo KDE = Angulo KDC puesto que BD es diagonal
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De la congruencia anterior podemos deducir que:
KC=KE
Observemos que:
AE=AK +KE
AE=AK+KC (por ser KE = KC)
Pero AE es constante
— AK + KC = constante
.. Se cumple la condicién para que el punto K describa una
elipse seglin su definicion.

Antiparalelogramo articulado de van Schooten:

La base de este artefacto es el Antiparalelogramo ABCD. Cabe men-
cionarse que: AB = CD y AD = BC. Se dice que es Antiparalelogramo,
puesto que en el movimiento, el artefacto sigue manteniendo la pro-
piedad de no tener dos pares de lados paralelos. Los puntos fijos (fo-
cos), son los puntos A y B. Con la interseccion de la corredera 1 y 2
obtenemos el punto E. Al mover el artefacto, el punto E tiene despla-
zamiento por los segmentos AD y BC, describiendo durante el movi-
miento una elipse.

%
I

(©) &)
A B

Figura 5. Antiparalelogramo articulado de van Schooten

Por construccion conocemos que:
AB=CD
AD=BC

Ahora tracemos los segmentos CA y DB:
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B

Figura 6. Trazo de los segmentos CAy DB

Ahora tracemos el eje de simetria al cual llamaremos t: Sea M el punto
de la interseccion de t con CA y N el punto de la interseccion entre t'y
BD:

A B
Figura 7. Trazo de los segmentos M y N

Notese que el trazo del eje de simetria tiene algunas implicaciones in-
teresantes en nuestra figura como son las siguientes:

(a) t es perpendicular a BD y AC y los corta en su punto medio
(mediatriz).
(b) t bisecta a los angulos DEB y CEA.

Ahora tenemos todo lo necesario para afirmar que ABEN es congruen-
te con ADEN por el criterio LAL:

(a) Tienen a EN como lado comun.

(b) Angulo BNE = Angulo DNE (porque el eje de simetria es
perpendicular a BD formando &ngulos rectos).

(c) BN =ND (puesto que t bisecta a BD por ser eje de
simetria).
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-+ ABEN £ ADEN
También AMEA es congruente con AMEC:

(a) EM lado comtn.

(b) Angulo CME = Angulo AME (porque el eje de simetria es
perpendicular a BD formando angulos rectos).

(c) CM =MA (puesto que t bisecta a AC por ser eje de
simetria).

.« AMEA & AMEC

De las dos congruencias anteriores obtenemos que el AAEB es con-
gruente con ACED por el criterio LLL (ya que de las congruencias an-
teriores deducimos que EB = ED y EA = EC ademas de que por
construccion conociamos que AB = CD).
De alli vemos que:
AE + EB = AE + ED = AD = cte.
+"» Se cumple la condicién para que el punto E describa una elipse
segun su definicion.

Construccion fisica de los artefactos

Se tratdé de adecuar las medidas para cada uno de los artefactos con el
fin de que no fueran muy grandes y que funcionaran adecuadamente de
acuerdo a sus propiedades. En esta etapa se realizaron varios bosquejos
utilizando diferentes materiales.

Los primeros prototipos se construyeron en papel ilustracion, el cual
es utilizado para elaborar maquetas. Se cortaban las barras correspon-
dientes y después se perforaban en los extremos para por alli unirlas
mediante postes metalicos y obtener el artefacto deseado. Este material
nos proporcionaba una idea de lo que se podria lograr sin embargo
sufri demasiadas deformaciones durante la manipulacion. Después de
éste se trabajo con tireno, el cual nos brindaba un mejor prototipo. Se
decidi6 que los artefactos tuvieran menor deformacion durante el mo-
vimiento por lo que se volvieron a construir en tireno de mayor calibre.
Una vez obtenido un prototipo de calidad, se decididé mejorar el
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material de construccion. Fue dificil encontrar a una persona que los
realizara en metal, una vez que se logro lo anterior, surgieron distintos
problemas al trabajar los distintos metales, por lo que los artefactos
quedaban muy bromosos y pesados.

Después del fracaso en metal, se optd por llevarlos a cabo en Acrili-
co, obteniendo de esta manera los artefactos que se probaron ante es-
tudiantes de bachillerato.

Figura 8. Elipsografos en diferentes materiales

Realizacion de actividades didacticas

Se comenz6 tomando en cuenta las caracteristicas de cada artefacto asi
como su demostracion matematica. A partir de alli se decidio que di-
chas actividades deberian de consistir en una serie de preguntas que
invitaran a los estudiantes a manipular cada artefacto, que conocieran
cada parte que los conforma, que observaran las figuras que se forma-
ban entre sus barras asi como las longitudes de las mismas, también
que verificaran su comportamiento mientras dicho artefacto tenia mo-
vimiento asi como en estado inmovil. Lo que se deseaba era que los
alumnos, a partir de esa guia y de la manipulacion del artefacto pudie-
ran construir por si mismos el concepto de elipse, deduciendo el mo-
delo matematico involucrado en cada artefacto. De esta manera se hizo
una actividad didactica por cada artefacto (ver annexos).

Etapa de aplicacion

Las actividades didacticas desarrolladas fueron aplicadas primeramen-
te en una prueba piloto dividida en dos sesiones. Auxilidndonos de los
estudiantes se pretendia con esta prueba, afinar detalles, cambiar el or-
den de las preguntas de ser necesario, quitar o agregar alguna de ellas
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asi como mejorar su redaccion, etc.

Asi finalmente haciendo las modificaciones pertinentes a las hojas de
trabajo se hizo la prueba formal, la cual fue dividida en dos sesiones.
Se contd con dos camaras de video grabacion en cada una de ellas.
Primero se aplico la actividad del Elipsografo de palancas y colisa de
Inwards, ésta se llevo a cabo el dia jueves 6 de Mayo del 2010, en el
CBTIS 149 en Morelia Michoacan, con una duracioén aproximada de
150 minutos. En esta ocasion se realizo con ocho alumnos del cuarto
semestre de la especialidad de Administracion, cuatro hombres y cua-
tro mujeres. Se formaron cuatro equipos de dos integrantes cada uno,
formados por un hombre y una mujer.

En la segunda actividad se aplico el Antiparalelogramo articulado de
van Schooten, se llevo a cabo el dia miércoles 13 de Mayo del 2010,
en el mismo lugar donde se realizo la primera sesion con una duracion
aproximada de 120 minutos y con los equipos conformados en la se-
sion anterior.

Analisis de los datos

Se digitalizaron las hojas de trabajo de todos los equipos y se analiza-
ron las mismas. Posteriormente se revisaron las notas de observacion
realizadas durante las actividades asi como los videos de las mismas y
la informacion obtenida de ellos se organizd en tablas que contenian
columnas para el episodio, tiempo y explicacion de los equipos. Esto
nos permitid seleccionar los didlogos mas importantes y luego resca-
tarlos para analizarlos mas a fondo. Sin embargo, por ser muy extensa
la informacion solo se muestran algunas de las respuestas mas rele-
vantes.

Discusion
A continuacion, primero se discuten los resultados obtenidos respecto
del uso del elipsografo de palancas y colisa de Inwards, y luego se ex-

ponen los resultados obtenidos en el caso del antiparalelogramo arti-
culado de van Schooten.
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Resultados de la hoja de trabajo del elipsografo de palancas y colisa
de Inwards

Los resultados que se muestran a continuacion corresponden a las pre-
guntas 7 y 8, presentando en esta Ultima el razonamiento de dos equi-
pos participantes. En cada dialogo presentado se indica el nombre del
equipo participante asi como el nombre de sus integrantes. De la mis-
ma manera se indica con el nombre de Héctor al profesor investigador.

Se espera que los alumnos puedan responder la pregunta 7 en fun-
cion de alguna de las caracteristicas obtenidas en la pregunta anterior,
el enunciado es: ;El segmento BD, siempre pasa por la mitad del seg-
mento CE? Justifica tu respuesta. Observemos lo que el equipo de Ga-
bi y Uriel respondio asi como en que se basaron para llegar a ello:

Participantes: Gabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.
Introduccién: Los alumnos tratan de dar la respuesta de la pre-
gunta 7 y la comienzan a escribir en sus hojas de trabajo. Des-
pués de eso se les pide que mencionen su respuesta a dicha
pregunta. Se les hacen mas preguntas al respecto y ellos tratan
de responder.

Gabriela: ;Por qué seria?

Uriel: Es un eje de simetria.

Gabriela: Es la diagonal... jasi nada mas?, ;BD es eje de si-
metria de CE?

Uriel:  Pues si, el punto K no cambiaria de distancia entre el
EC también.

Gabriela: No influye, K no influye (sefiala el punto K), nada
mas te estd preguntando de estos (sefiala los puntos D y B). En-
tonces por qué es su eje de simetria... siempre va a ser su eje de
simetria.

Uriel: Pues... si.

Héctor: (En qué pregunta van?

Gabriela: En la siete.

Héctor: (En la siete?, a ver ;qué respondieron? Ga-
briela: Que si porque EC es el eje de simetria (sefiala el seg-
mento EC en su artefacto).
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Héctor: (Por qué?

Gabriela: Este... se supone que nosotros estamos tomando que
es un rombo, ;no?

Uriel: Rombo.

Gabriela: Entonces tiene dos ejes de simetria, lo que viene sien-
do éste (sefiala el segmento CE) y viene siendo éste (sefiala el
segmento BE).

Uriel: BD (corrigiendo a Gabriela que sefiald BE).
Gabricla: Aja, éste (seiala el BD) y éste (sefiala el CE). Enton-
ces se supone que aqui, quedaria hacia la mitad si quedaramos
en éste (simula con sus manos que dobla el artefacto por CE).
Entonces al doblarlo (ahora por BD) automaticamente me esta
formando su eje de simetria... y es una figura que siempre lo va
a tener alli y aqui (sefiala el segmento CE).

Héctor: ;Siempre en distintas posiciones se cumple que la dis-
tancia de C al segmento BD y de E a BD es la misma?
Uriel: Si.

Gabriela: Cuando es un eje en el rombo si porque sus cuatro la-
dos son iguales.

Héctor: Ok sigan adelante...

Observaciones

(1) En la pregunta 6, se les pedia que observaran la figura formada por
su artefacto cuando este estuviera fijo, que dijeran de qué figura se
trataba asi como algunas de sus caracteristicas. Alli se dieron cuenta de
que se trataba de un rombo y entre sus caracteristicas mencionan que el
rombo tiene dos ejes de simetria.

6. Mueve el artefacto y observa la figura formada por los segmentos BC, CD, DE y EB. ;Qué
figura se forma?, ;qué caracteristicas tiene dicha figura?

Figura 9. Respuesta 6 del equipo 3 en sus hojas de trabajo
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(2) Ellos ya se habian dado cuenta de que su rombo tenia dos ejes de
simetria y que uno de ellos era el segmento BD y el otro eje lo era el
segmento CE, por lo que no tuvieron dificultad alguna para contestar.

7. (El segmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CE? Justifica tu respuesta.

Figura 10. Respuesta 7 del equipo 3 en sus hojas de trabajo

Una buena observacion al momento de tratar de responder la pregunta
6 les dio de inmediato la respuesta de la pregunta 7. De antemano ellos
conocian que su rombo tenia dos ejes de simetria y de esa manera no
dudaron en responder que BD siempre pasa por la mitad del segmento
CE.

En la pregunta 8 se espera que los estudiantes lleguen a que los
triangulos que se les pide que comparen son congruentes y de alli pue-
dan responder sin mucha dificultad las preguntas posteriores. Su enun-
ciado dice lo siguiente: Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el
segmento KC. ;Como son los triangulos KED y KCD entre ellos? Jus-
tifica tu respuesta. A continuaciéon se mostrara el dialogo correspon-
diente a la respuesta mencionada por parte del Equipo 1.

Participantes: Equipo 1 (Moisés, Ayla) y Héctor.

Introduccion: Los integrantes del Equipo 1 y el profesor inves-
tigador tratan de dibujar con ayuda de un pincelin los tridngulos
KED y KCD (pregunta 8). Después de hacerlo Moisés trata de
explicar coémo son dichos tridangulos entre ellos, usando la ayuda
obtenida por respuestas anteriores y sus observaciones.

Héctor: Ya marcale y después hacemos lo demas, para que vean
los triangulos que ya marcaron o algo asi, pero bueno, si no se
puede (trazar adecuadamente dichos tridngulos) pues nada mas
obsérvenlos a través del artefacto. Bueno te piden el KCD
(tridangulo), ;verdad?

Ayla: Si.
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Héctor: Tienes que tenerlo fijo (el artefacto) para que no se te
quede asi (indicandoles como deben fijar el artefacto). ;Y cudles
son los triangulos que se piden?

Moisés: KED y KCD. Es que si esta recta (sefiala el segmento
BD) siempre esta dividiendo al cuadrilatero en dos partes igua-
les, cualquier punto de aqui (se refiere a cualquier punto que es-
te sobre el segmento BD), pues sera la misma distancia de E al
punto K y de C al punto K. Entonces si son distancias iguales,
esta distancia (CD) es igual a esta (DE), y la distancia (DK) sera
igual para los dos.

Héctor: Pero bueno ;KD qué seria entonces si lo divide en 2
partes iguales (al cuadrilatero)?

Moisés: ;Como?, ;Qué seria que?

Héctor: ;Qué es BD por ejemplo? En la pregunta 7 se te pide
que justifiques si el segmento BD siempre por la... a ok (mues-
tra Moisés la justificacion de la pregunta 7). Entonces ;por qué
son congruentes? (sefialando los tridngulos en el artefacto).
Moisés: Este lado siempre sera igual (sefiala el segmento KD)
porque el segmento BD siempre esta dividiendo en dos al cua-
drilatero. Entonces si estd aqui o aqui (sefiala el recorrido que
hace el punto K) o en el punto que sea siempre va a ser igual en
los dos lados, a los dos triangulos. Entonces si se pone por
ejemplo aqui, como es a la mitad, pues el segmento EK y KC
siempre seran igual, segiin el movimiento en que se dé, siempre
estaran de la misma longitud y el ED y CD miden 12 centime-
tros, es decir lo mismo.

Héctor: Ah ok.

Moisés: Siempre seran congruentes en cualquier movimiento.
Héctor: Pues anota tu justificacion alli y si te hace falta espacio
puedes anotarla atras, s6lo pon que la respuesta la anotaste atras
en caso de que no te llegue a caber.
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Observaciones

(1) En preguntas anteriores, los alumnos tuvieron la posibilidad de
medir los segmentos del artefacto y darse cuenta que algunos de ellos
son iguales entre si.

(2) En otras palabras, Moisés logra darse cuenta de que BD es una dia-
gonal del rombo y que por esa razén siempre va a pasar por la mitad
del segmento CE.

(3) Otro aspecto importante es que Moisés logra darse cuenta que no
importa el movimiento que se le dé al artefacto ni la posicion en que
este quede, que siempre va a mantenerse que los segmentos CK y KE
van a ser iguales, puesto que los dos segmentos se relacionan con el
punto K y si este se mueve afecta de la misma manera a ambos seg-
mentos.

(4) El justifica que los triangulos KED y KCD son congruentes puesto
que CK = CE, CD = ED puesto que los midi6é y ambos lados miden 12
cm, y que el lado KD va ser el mismo para ambos triangulos, es decir
encontrd una congruencia LLL.

(5) Se pudo observar que los alumnos conocen el concepto de con-
gruencia pero no lo recuerdan completamente y les cuesta trabajo ar-
gumentar el por qué los tridngulos mencionados son congruentes.

8. Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el segmento KC. ;Cémo son los tridngulos KED y
KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.
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Figura 11. Respuesta escrita de la pregunta 8 del equipo 1

Asi pues, a través del analisis de estos datos se pone de manifiesto que
los integrantes de dicho equipo conocen el término “congruencia” y
saben en qué situaciones pueden utilizarlo, asi mismo se pudo observar
que no pueden recordar los distintos criterios de congruencia, y no
obtienen una congruencia distinta a LLL.
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Cabe mencionar que en esta actividad, los alumnos cuentan con una
regla para medir los segmentos. A partir de la evidencia recabada, se
logré deducir que les hizo falta mas observacion y ver los segmentos
involucrados en dicha pregunta para obtener la congruencia solicitada.

Ahora veamos lo que contesto el equipo de Gabi y Uriel en la misma
pregunta y comparemos la respuesta entre ambos equipos:

Participantes: Gabi y Uriel (Gabriela, Uriel) y Héctor.
Introduccion: Los alumnos tratan de responder la pregunta §,
donde Gabriela menciona que los tridngulos KED y KCD son
congruentes. Ella trata de convencer a su compaifiero del por qué
dichos triangulos son congruentes asi como explicarselo tam-
bién al profesor investigador.

Gabriela: ;Como son los tridngulos QED?...pero si de este lado
no se hace triangulo (sefiala los puntos mencionados).

Uriel: KED (corrigiendo a Gabi la cual dijo QED. Seiala tam-
bién los puntos).

Gabriela: Y KCD pero jamas me dijo que trazaramos este lado.
Bueno se supone que son... jespera espera!, ;como se llaman
cuando son?... son congruentes. Son dos tridngulos congruentes
porque has de cuenta que...

Uriel: No, pero mira este lado estd mas chico (sefialando el lado
EK).

Gabriela: Pero por aqui va la linea esta, esta de aqui que parte de
la linea de en medio, es la linea fija (traza el segmento KE). En-
tonces si marcas esto de aqui (segmento ED).

<Trazan los triangulos KED y KCD con ayuda de su artefacto y
de su pincelin>

Gabriela: Este lo doblas y quedan iguales (simula doblar los
triangulos KED y KCD por BD), entonces los dos triangulos
son congruentes.

Uriel: No, es que no serian congruentes porque si compararamos
los triangulos quedarian asi (sefiala que los tridngulos no que-
darian uno sobre otro).

Gabriela: Al levantarlos, los dos picos quedarian arriba, que-
darian igual (con sus manos indica que dichos puntos
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se tocan).

Uriel: Si pero, ;qué te estan diciendo? (refiriéndose a la pregun-
ta).

Gabriela: Deja fijo el artefacto, ;como son los triangulos KCD y
KDE? (etiqueta los triangulos que previamente trazd). En este
con este (indica los tridngulos a comparar).

Héctor: ;Por qué me dices que son triangulos congruentes?
Gabriela: No me acuerdo como se dice cuando los dos son
iguales, que estan opuestos sélo por una diagonal.

Héctor: A ver, jeste lado como es para los dos triangulos, el
KD?

Gabriela: El1 KD es igual.

Héctor: (Es igual para los dos?

Gabriela: Si.

Uriel: Para los dos.

Héctor: ;Por qué?

Uriel: Porque mide lo mismo.

Héctor: Concéntrense so6lo en el segmento KD, ;qué pasa con
KD?

Gabriela: Es la diagonal media.

Héctor: En estos dos triangulos ;qué pasa con KD (senalo el
segmento)?, /es igual?

Gabriela: Es un cateto de ambos.

Héctor: ;Cdémo es el lado KC con el KE?

Gabriela: {KC con KD?

Uriel: Con KE

Gabriela: Son... ;jcomo se dice?

Héctor: A ver ;por qué no los mides?

Uriel: Son iguales

Gabriela: Mide 5 (CK), se supone que también mide 5
(KE)...son iguales (mide los segmentos). De CK y KE es igual
también (afirmando). Por lo tanto quedaria que de Ca D y de D
aE ..

Uriel: Deben de medir lo mismo.

Gabriela: Miden lo mismo (CD=DE), entonces los dos triangu-
los son iguales solamente que KD es un eje de
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simetria para los dos. Es el eje de simetria de una figura y es por
eso que se forman dos tridngulos.

Héctor: Por eso son ;cémo me dijiste?

Gabriela: Congruentes. ..

Observaciones

(1) Gabriela usa su artefacto para trazar los triangulos KED y KCE.
Remarca los lados de los tridngulos con su pincelin por debajo del

artefacto.
vi /

Figura 12. Integrantes del equipo 3 remarcando los
triangulos KED y KCE

(2) Una vez qué quedan remarcados los lados de sus tridngulos opta
por quitar su artefacto de la hoja de dibujo. Prefiere trabajar con los
triangulos que dibujo previamente, etiquetando los puntos correspon-
dientes con los que tenia el artefacto en dicha posicion.

Figura 13. Triangulos remarcados y etiquetados en la hoja
de dibujo del equipo 3
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(3) Los integrantes de este equipo sabian por su respuesta de la pre-
gunta 7 que el segmento BD es un eje de simetria. Tratan de justificar
que los triangulos KED y KCD son congruentes porque dicho seg-
mento (BD) los separa y al doblarlos por alli los tridngulos van a pe-
garse el uno con el otro. Al analizar las evidencias recabadas se deduce
que intuitivamente trataban de responder de esa manera, al saber que la
figura era un rombo, que tenia como ejes de simetria a los segmentos
BD y EC y que ED y CD son barras del artefacto que miden lo mismo
(esto lo conocieron en la respuesta de la primera pregunta). Ademas
también conocian que el punto K se desplazaba sobre el segmento BD.
Su razonamiento tuvo que ver con todo lo anterior y se dieron cuenta
de que al medir lo mismo las barras ED y CD y saber que dichos seg-
mentos cambiaban de longitud por estar conectados al punto K, los
segmentos EK y CK cambiaban de la misma manera y podian medir lo
mismo.

(4) Intuitivamente y por observacion pudieron darse cuenta de que los
segmentos EK y CK eran iguales, antes de sugerirles que midieran di-
chos segmentos Uriel respondi6 inmediatamente que dichos segmentos
eran iguales, atin cuando Gabriela media los segmentos, Uriel seguia
mencionando que deberian de medir lo mismo.

(5) Les costé mucho trabajo tratar de justificar su respuesta, aun cuan-
do habian contestado bien las preguntas anteriores a esta.

8. Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el segmento KC. ;Cémo son los tridngulos
KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.

Figura 13. Respuesta escrita del equipo 3 en sus hojas de
trabajo
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Asi pues, podemos ver que los integrantes de dicho equipo conocen el
término “congruencia” y saben en qué situaciones pueden utilizarlo,
pero también, a través de la evidencia recabada se observd que no re-
cuerdan los criterios de congruencia distintos al LLL, se deduce que
esto ocurre ya que en la actividad los alumnos pueden medir los seg-
mentos con regla.

Resultados del antiparalelogramo articulado de van Schooten

Las primeras preguntas tienen que ver con las figuras que se forman
con los segmentos del artefacto asi como que segmentos cambian de
longitud durante el movimiento y cuales no lo hacen. Analizaremos lo
que ocurrid en las preguntas 7, 10 y 14.

El enunciado de la pregunta 7 es: Trace los segmentos AC y BD.
(Cual es la figura que se forma con los segmentos AC, BD, ABy
CD? Menciona algunas de sus caracteristicas.

A continuacion veremos lo que contestaron Gabriela y Uriel asi co-
mo las dificultades y aciertos que tuvieron en la pregunta 7.

Participantes: Gabi y Uriel (Gabriela, Uriel)

Introduccion: En la pregunta 7 los integrantes de este equipo
afirmaron que la figura formada por su artefacto fijo era un tra-
pecio. Entonces a partir de ello comienzan a mencionar algunas
de sus caracteristicas y Gabriela las comienza a escribir mien-
tras algunas de ellas son dictadas por  Uriel.

Gabriela: Estos dos no son paralelos en si (sefiala los segmentos
ABy CD).

Uriel: No, no son paralelos.

Gabriela: Entonces se forma un trapecio y luego sus caracteris-
ticas... tiene cuatro lados.

Uriel: AC y BD son paralelos.

Gabriela: (AC y qué?

Uriel: AC y BD son paralelos, ;qué mas?

Gabriela: AB y CD tienen la misma longitud

Uriel: Pues si quieres (anotarlo).

Gabriela: ;Y cuales son las otras caracteristicas?...tiene un
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eje de simetria aqui, este de aqui (lo sefiala en su artefacto fijo),
si ;verdad?

Uriel:  Uju.

Gabriela: ¢Encuentras otra, otra caracteristica?

Uriel: Que su perimetro siempre sera igual aunque cambie a re-
cuadro (se refiere a que si mueve el artefacto su trapecio puede
cambiar y ser un cuadrado, esto lo dice mientras observa el mo-
vimiento del artefacto). Si, aunque cambie (ahora observa el ar-
tefacto fijo).

Gabriela: Son las Uinicas caracteristicas porque aqui ya lo tene-
mos de una manera inmovil (el artefacto) y no se te pide que lo
vuelvas a mover. Tiene cuatro lados, AC y BD son paralelos, AB
y CD tienen la misma longitud y tiene un eje de simetria.

Observaciones

(1) Es muy importante que los alumnos se den cuenta que la figura
formada es un trapecio (isdsceles) puesto que esto es la base para lle-
gar a la demostracion.

(2) Los alumnos mantuvieron fijo el artefacto, mencionaron algunas
caracteristicas y después trazaron los segmentos AC y BD. Después de
esto quitaron su artefacto y lo colocaron en otra parte tratando de po-
nerlo en la misma posicion que tenia antes de cambiarlo de lugar. Des-
pués de esto continuaron observandolo y mencionando caracteristicas.

Figura 14. El equipo 3 trazando su trapecio

(3) Los integrantes de este equipo mencionan que el trapecio tiene un
eje de simetria y Gabriela lo sefiala en su artefacto. Este hecho es im-
portante, puesto que es fundamental para responder la siguiente
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(4) En su respuesta mencionan todas las propiedades del trapecio is6s-
celes aunque no se dan cuenta de ello y s6lo nombran a su figura como
trapecio.

Ahora deje el artefacto inmovil de manera que los segmentos AB y CD no sean paralelos y
responda lo siguiente:

7. Trace los segmentos AC y BD. ;Cual es la figura que se forma con los segmentos AC, BD,

» CD? Menciona 2 ae de I'e -
AB y CD? Menciona algunas de sus caracteristicas. Se. fORAASD O YRS

Tene 4 Waos | AL BD o perakios , AB

Yenenn B e longitud TN (A €\e  dc
§i e jrid.

Figura 15. Respuesta 7 del equipo 3 en sus hojas de trabajo

(5) Fue importante que los estudiantes se dieran cuenta que al mover el
artefacto y mantener paralelo el segmento AB con el CD se forma un
cuadrado. Cabe mencionar que las indicaciones sugeridas antes de res-
ponder la pregunta 7 se hacen con la finalidad de evitar llegar a dicha
figura, puesto que de esa forma puede haber confusiones para respon-
der las siguientes preguntas.

Al analizar estos resultados podemos ver que la buena observacion,
conocimiento y acordarse un poco de sus clases de geometria de los
estudiantes, fue clave para darse cuenta de la figura que se formaba en
las condiciones pedidas en la pregunta 7, asi como para rescatar pro-
piedades del trapecio. Lo mds importante fue que lograron darse cuen-
ta de que su trapecio tiene un eje de simetria, ya que de alli podrian
responder sin ningin problema la pregunta 8.

Ahora, el siguiente didlogo, mostrara el razonamiento usado por los
Sexys para responder la pregunta 10 la cual dice lo siguiente: Compara
los triangulos MEA y MEC. ;Cdémo son entre ellos? Justifica tu res-
puesta.

Participantes: Los Sexys (Luz, Jorge) y Héctor.

Introduccién: Los integrantes de este equipo se encuentran jus-
tificando la pregunta 10, en donde responden que los triangulos
MEA y MEC son congruentes. Tratan de explicar su respuesta.
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Jorge: ;Cuales son congruentes aqui?

Luz: Por eso, alli te va. Ponle...el segmento AE es congruente
(observa con atencion el artefacto).

Jorge: ;Cual?

Luz: AE es congruente con el segmento CE... y luego el seg-
mento AM es congruente con el segmento CM.

Jorge: Y ambos comparten (lo interrumpe Luz)...

Luz: Ambos tridngulos comparten el segmento ME...

Héctor: ;Cuadles tridngulos estas tomando en cuenta para res-
ponder la pregunta 10?

Jorge: Este y éste, estos dos (sefiala los triangulos MEA y
MEC).

Luz: Estos dos (los sefiala) y aqui nosotros decimos que los
triangulos también son congruentes.

Héctor: ;Si?, ;por qué?

Luz: Porque ... (Jorge la interrumpe)

Jorge: Porque su lado, su segmento AE y el EC son congruentes,
igual que el W, digo el M.

Luz: E1 MC y el MA tienen la misma longitud.

Jorge: Y comparten el ME (lo sefiala en su dibujo).

Héctor: ;Y por qué me dicen que el segmento MC y MA tienen
la misma longitud? (sefialo dichos segmentos)

Jorge: Pues porque...

Luz: Pues porque...

Jorge: El punto M...(es interrumpido por Luz)

Luz: Esta a la mitad del segmento AC.

Héctor: ;Por qué es la interseccion del eje de simetria?

Luz: Si.

Héctor: Ok. En la siguiente pregunta quiero que se auxilien de
estas dos que acaban de responder para tratar de contestarla.

Observaciones

(1) A diferencia del equipo anterior, Jorge y Luz contestaron de una
mejor manera la pregunta 9. Respondieron que los triangulos BEN y
DEN eran congruentes puesto que todos los lados eran iguales, indi-
cando que lados correspondientes median lo mismo. De esta manera
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lograron darse cuenta de que la respuesta a esta pregunta (pregunta 10)
era analoga a la anterior.

9. Llama punto M a la interseccion del eje de simetria con el segmento AC y N al punto de la
interseccion del eje de simetria con el segmento BD. Ahora, compara el triangulo BEN con
el triangulo DEN. ;C6émo son entre ellos? Justifica tu respucsta.
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Figura 16. Respuesta escrita del equipo 4

(2) Luz le dictaba la respuesta a Jorge para que ¢l la escribiera aunque
Jorge también observaba el artefacto y hacia comentarios. Su respuesta
quedd muy parecida a la de la pregunta 9.

10. Compara los triangulos MEA y MEC. ;Cémo son entre ellos? Justifica tu respuesta.
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Figura 17. Respuesta escrita de la pregunta 10 del equipo 4

En este caso vemos que los integrantes de este equipo demostraron sa-
ber lo que es una congruencia, aunque posiblemente no recuerden los
distintos criterios. Algo importante fue que se auxiliaron de la medi-
cion de segmentos y por esta razon, en esta pregunta y en la anterior
respondieron que los tridngulos en cuestion eran congruentes por LLL.

Los dos dialogos siguientes muestran la respuesta del equipo deno-
minado Los Sexys a la pregunta 14, la cual es la siguiente: Reflexiona
sobre tus respuestas anteriores y escribe con tus palabras que es una
Elipse. Aqui los alumnos deben ver las respuestas anteriores y unirlas
para construir por si mismos la definiciéon formal de elipse a partir de
la manipulacion y observacion que los alumnos hicieron del artefacto,
asi como de la medicion de algunos de sus segmentos.
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Participantes: Los Sexys (Luz, Jorge)

Introduccion: Tratan de dar con sus palabras la definicion de
elipse (pregunta 14). Ambos aportan buenas ideas y al final Luz
dice la posible definicion que podrian anotar en sus hojas de
trabajo.

Luz: Es una figura... formada por... bueno que tiene dos focos
y que tiene... un punto... no sé ;pues qué?... que la suma de los
dos segmentos de...

Jorge: Una elipse es una figura ovalada.

Luz: No.

Jorge: Que tiene dos focos, ;Como no? (le reclama a Luz quien
duda acerca de la afirmacion de Jorge).

Luz: Bueno siguele.

<Observan el artefacto>

Luz: Pues podemos decir que la suma de los segmentos relacio-
nados con el punto que gira y que forma la elipse siempre es
constante (dice eso mientras mueve el artefacto). O sea en cual-
quier punto que lo muevas la suma de este a este (de A a E) mas
la de este a este (de E a B) va a ser constante. Eso para mi es
elipse.

Jorge: Si (hace una sefia de aceptacion).

Luz: Escribelo tu.

Observaciones

(1) Este equipo también tuvo algunas complicaciones para definir con
sus palabras el concepto de elipse.

(2) Identificaron rapidamente los elementos del artefacto que partici-
pan en la definicion de elipse.

(3) No usaron la nomenclatura del artefacto para escribir su definicion
de elipse.

En este ejemplo final se puede ver que los alumnos pasan
desapercibidos en mas de una ocasion lo que sucede cuando mueven el
artefacto y no toman en cuenta las respuestas que dieron anteriormente
para tratar de ayudarse y dar una definicion de elipse a partir de alli.
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Conclusiones

El aprendizaje cooperativo es un enfoque de ensefianza, en el cual se
procura utilizar actividades en las cuales es necesaria la ayuda entre
estudiantes, ya sea en pares o grupos pequeios, dentro de un contexto
ensefnanza-aprendizaje. El aprendizaje cooperativo se basa en que cada
estudiante intenta mejorar su aprendizaje y resultados, pero también el
de sus compaiieros.

Cabe mencionar que a los alumnos se les dificulta trabajar en equipo

puesto que en ocasiones no pueden asimilar las opiniones de sus com-
pafieros. En determinadas partes de las actividades asi como en deter-
minados equipos se observaron fragmentos de debate cientifico.
Para cada uno de los instrumentos, los estudiantes hicieron uso de re-
cursos matematicos como la utilizacion de representaciones algebrai-
cas, lenguaje geométrico y transformacion del lenguaje cotidiano al
lenguaje matematico, como parte fundamental en la construccion del
conocimiento.

Trabajar con instrumentos concretos en el aprendizaje es viable ya
que, se observo que la mayoria de los estudiantes se motivan trabajan-
do con ellos, es una dindmica muy distinta a la de una clase cotidiana,
ademas el concepto en cuestion es construido por ellos mismos por lo
que este puede ser mas duradero.

En cuanto a la manipulacion del artefacto, al principio les costo tra-
bajo moverlo, lo cual se vio reflejado en sus trazos, los cuales queda-
ban muy chuecos. Después de realizar varios trazos, los alumnos
obtenian practica y las elipses les comenzaron a quedar bien. Un pro-
blema para los alumnos fue que en ocasiones se salian las tachuelas
con las que se fijaban los puntos fijos (focos) y esto les perjudicaba en
la estética de sus dibujos.
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Annexos

Hoja de trabajo para la manipulacion del elipsografo de palancas
y colisa de Inwards

Nombres de los integrantes del equipo:
Nombre del equipo:
Grado: Institucion:

Instrucciones:

1) Se te proporcionard un artefacto, un lapiz, un pincelin y una regla.

2) El punto K es el punto de la interseccion de los segmentos AE y
BD.

3) Coloca el lapiz en el punto K, puesto que este es el punto que reali-
za el trazo.

4) Podras mover el artefacto mediante el punto E o bien mediante el
lapiz que se inserta en el punto K. Analiza con mucha atencion el lugar
geométrico trazado por el punto K, asi como el movimiento en general
del artefacto.

5) Puedes medir la longitud de los segmentos con la regla para contes-
tar algunas de las preguntas que se te piden.

6) Responde las preguntas planteadas lo mas detallado posible, ha-
ciendo uso de la manipulacion del artefacto.

7) Al hacer referencia a un segmento, escribelo de la siguiente forma.
AB (&)

Elipsografo de palancas y colisa
de Inwards
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1. (De cuantas barras esta conformado el artefacto? Escribe la longitud
de cada una de ellas, nombrando a cada barra con los puntos de cada
uno de sus extremos (por ejemplo barra AE).

2. Mueve el artefacto y observa sus diferentes puntos durante el movi-
miento. Cuando moviste el artefacto, ;Cuales fueron los puntos que se
mantuvieron fijos?

3. Al mover el artefacto ;Cuales son los segmentos que no cambian de
longitud durante el movimiento?

4. Mueve el artefacto y observa sus segmentos. (Cuales fueron los
segmentos que cambiaron su longitud durante el movimiento?

5. De los segmentos que cambiaron de longitud durante el movimien-
to, ¢ Cuadles tienen la misma longitud entre ellos?

6. Mueve el artefacto y observa la figura formada por los segmentos
BC, CD, DE y EB. ;Qué figura se forma?, ;qué caracteristicas tiene
dicha figura?

7. (El segmento BD, siempre pasa por la mitad del segmento CE? Jus-
tifica tu respuesta.

8. Deja fijo el artefacto y traza con tu pincelin el segmento KC. ;Como
son los triangulos KED y KCD entre ellos? Justifica tu respuesta.

9. Suma la distancia de los segmentos AK+KC. ;A cuanto equivale la
distancia AK+KC? , ;Siempre se cumple la equivalencia en cualquier
posicion del artefacto? Justifica tu respuesta.

10. Auxiliandote de la respuesta de la pregunta 1, ;Hay alguna barra
del artefacto cuya longitud sea igual a la suma de AK + KC?, ;cual es
dicha barra?

11. Acerca el punto A al punto C, mueve el artefacto y observa el trazo.
Después coloca el punto A sobre el punto C, mueve el artefacto y ob-
serva el trazo. ;Como se comportaron estos trazos en comparacion con
el primer trazo realizado en la actividad?

12. Reflexiona sobre tus respuestas de las preguntas anteriores y escri-
be con tus palabras la definicion de Elipse.

13. Solicita a tu coordinador el Anexo 1 para responder lo siguiente.
Explica si el instrumento cumple la definicion de elipse y ;por qué?
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Annexos

Hoja de trabajo para la manipulacion del antiparalelogramo (van

Schooten)
Nombres de los integrantes del equipo:
Nombre del equipo:
Grado: Institucion:
Instrucciones:

1) Se te proporcionara un artefacto, el cual estd etiquetado en ciertos
puntos. Asi mismo, un lapiz, un pincelin y una regla.

2) El punto E, es la interseccion entre los segmentos AD y BC. Este
punto se tomara sobre las deslizaderas, en donde se colocara el lapiz
que previamente se te entrego.

3) Para manipular el artefacto (una vez fijo), tendras que girarlo a par-
tir del punto C y D o bien, s6lo debes manejarlo con el lapiz.

4) Observa con atencion el artefacto durante el movimiento, principal-
mente el lugar geométrico trazado por el punto E.

5) Puedes medir la longitud de los segmentos con la regla para contes-
tar algunas de las preguntas que se te piden.

6) Responde las preguntas planteadas lo mas detallado posible, ha-
ciendo uso del artefacto.

7) Al hacer referencia a un segmento, escribelo de la siguiente forma.
AB( L)

| Antiparalelogramo articulado
de van Schooten
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1. (De cuantas barras esta conformado el artefacto?

2. Mueve el artefacto y observa atentamente lo que ocurre con todos
sus segmentos. Durante el movimiento del artefacto, jqué figuras
geométricas forman dichos segmentos (incluyendo los segmentos AC
y BD)?

3. (Cuales son los puntos que estan fijos sobre el plano durante el mo-
vimiento del artefacto?

4. Al mover el artefacto ;Cuales son los segmentos que no cambian de
longitud durante el movimiento?

5. Mueve el artefacto y observa sus segmentos ;Cuales son los seg-
mentos que cambian de longitud durante el movimiento?

6. De los segmentos que cambiaron de longitud durante el movimien-
to, ;Cuales segmentos son iguales entre si?

Ahora deje el artefacto inmovil de manera que los segmentos AB y CD
no sean paralelos y responda lo siguiente:

7. Trace los segmentos AC y BD. ;Cual es la figura que se forma con
los segmentos AC, BD, AB y CD? Menciona algunas de sus carac-
teristicas.

8. Lee el anexol que se encuentra al final de las hojas.

Observa la figura de la pregunta anterior ;Tiene algun eje de simetria?
Traza el o los ejes de simetria de dicha figura. ;Como es el eje o los
ejes de simetria respecto a los segmentos AC y BD?

9. Llama punto M a la interseccion del eje de simetria con el segmento
AC y N al punto de la interseccion del eje de simetria con el segmento
BD. Ahora, compara el triangulo BEN con el triangulo DEN. ;Como
son entre ellos? Justifica tu respuesta.

10. Compara los triangulos MEA y MEC. ;Como son entre ellos?
Justifica tu respuesta.

11. Auxiliandote de las 2 preguntas anteriores, ;Qué puede decirse de
la comparacion entre los triangulos AEB y CED? Justifica tu respuesta.
12. Realiza la suma de los segmentos AE + EB. ;A cuanto equivale la
suma de AE + EB?, ;siempre se cumple dicha suma en cualquier posi-
cion del artefacto?

13. Mide las distintas barras que conforman el artefacto. ;Hay alguna
barra del artefacto cuya longitud sea igual a la suma anterior?, ;cual es
dicha barra?
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14. Reflexiona sobre tus respuestas anteriores y escribe con tus pala-
bras que es una Elipse.

15. Solicita a tu coordinador el Anexo 2 para responder lo siguiente.
Explica si el artefacto cumple la definicion de Elipse y ;Por qué?

Eje de simetria

Una linea que atraviesa una fi-
gura de tal manera que cada la-
do es el espejo del otro. Si
doblaramos la figura en la mitad
a lo largo del Eje de Simetria,
tendriamos que las dos mitades
son iguales, quedarian parejas.
El eje de simetria es la mediatriz
del segmento cuyos extremos
son puntos simétricos.
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