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RESUMEN 

En este artículo se realiza un control de doble lazo 
para el sistema bola y viga con actuadores mag-
néticos, además, se presenta el diseño y la cons-
trucción del prototipo correspondiente. El control 
se hace en tiempo real, por medio de una tarjeta 
de adquisición de datos y Simulink, mediante los 
cuales se implementan � ltros y se linealizan las 
señales de cuatro sensores. De otra parte, se crean 
los algoritmos de control para los lazos, uno, de 

inclinación de la viga, y dos, de posición de la 
bola. Se trabajan dos alternativas para la estra-
tegia de control del lazo interno, éstas son: un 
PID con ganancias � jas y otro con variables. 
Este último entrega un mejor resultado y ade-
más permite obtener un modelo del sistema, 
mientras que en el lazo externo (el cual se en-
carga de la posición de la bola), se trabaja con 
un PID tradicional. La experimentación con el 
prototipo construido muestra que no es fácil 
lograr la estabilización del lazo externo, debi-
do a la latencia del actuador magnético.
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ABSTRACT 

This paper makes a double loop to control the 
ball and beam system with magnetic actuators 
also presents the design and construction of the 
corresponding prototype. The control is done in 
real time through a data acquisition card and Si-
mulink, which are implemented by � lters and li-
nearized signals of 4 sensors. On the other hand, 
it creates the control algorithms for loops, one of 

inclination of the beam, and two, ball position. 
We work on two alternatives for the strategy to 
control inner loop, these are: a � xed PID gains 
and variables. The latter delivers better results and 
also allows a system model, while the outer loop 
(which takes care of the ball position), working 
with a traditional PID. Experimentation with the 
prototype built shows that it is not easy to achieve 
stabilization of the outer loop, because the latency 
of the magnetic actuator. 

INTRODUCCIÓN

El sistema bola y viga es un caso de estudio típico 
en la ingeniería de control, puesto que introdu-
ce el tema de sistemas no lineales e inestables, 
como se expresa en [1]. Esto se debe a que en lazo 
abierto la salida del sistema, es decir, la posición 
de la bola en la viga aumenta inde� nidamente 
hasta encontrar un � nal de la viga, cuando el án-
gulo de la viga permanece constante en cualquier 
valor distinto de cero, lo que puede asociarse con 
una señal de entrada al sistema de tipo escalón, 
como se explica en [2].

En este trabajo se realiza un doble lazo de control, 
en el cual el lazo externo controla la posición de 
la bola. La variable de corrección generada por 
el controlador externo sirve como entrada al con-
trolador interno, de la misma forma en que se ex-
plica en [3]. El lazo interno se encarga de � jar el 
ángulo de inclinación de la viga.

Usualmente el actuador para el lazo interno es 
un motor, sin embargo, en este artículo es un cir-
cuito magnético, como se realiza en [4], lo cual 
aumenta la complejidad del sistema, principal-
mente por dos cosas: 1) la construcción misma 
de la planta y 2), el comportamiento no lineal 
que presentan los dispositivos magnéticos [5], 
a lo cual debe agregarse que se desconocen los 

parámetros del modelo matemático del prototi-
po. Estas razones obligan a que sólo se calcule 
un modelo aproximado del sistema. Aún así se 
genera un modelo para el prototipo de prueba, el 
cual se denominará en adelante como prototipo 
1, en la Fig. 2, utilizado como referencia para 
iniciar el proceso de sintonización del controla-
dor de lazo interno.

En el prototipo de prueba denominado prototi-
po 2, en la Fig. 3, se trabaja con dos actuadores 
magnéticos, los cuales garantizan la condición de 
equilibrio de la planta y se construye una viga, 
la cual limita el desplazamiento de la bola a un 
sólo eje. El sistema entonces tiene dos grados de 
libertad, según se trabaja en [1] y en [6], los cua-
les corresponden a la inclinación de la viga y al 
desplazamiento de la bola. El primer grado de li-
bertad se retroalimenta con la medida de sensores 
de efecto Hall, mientras que el segundo se esta-
blece a través de sensores ópticos, los cuales son 
sometidos a un proceso de linealización, como se 
explicará en detalle.

La sintonización del control PID del lazo interno 
tiene como punto de partida el modelo obtenido 
con la planta de prueba 1. Al no conseguir un 
control experimental igual al que se logra en la 
simulación con el modelo, se decide trabajar con 
los parámetros expuestos por Ziegler-Nichols, 

*   *   *
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pero aún así no se consiguen los resultados que 
este método promete, principalmente debido a 
que el modelo que se construyó es útil en el único 
punto de trabajo, al ser lineal mientras el sistema 
no lo es. Finalmente, el controlador se sintoniza 
por ensayo y error. En primer lugar se estable-
ce un proceso de linealización en el punto medio 
del entrehierro, no obstante, los resultados de este 
proceso no son satisfactorios, puesto que las ga-
nancias del controlador solo funcionan para esa 
posición, por esa razón se decide encontrar las 
constantes para varias distancias, y generar una 
función que represente el comportamiento de las 
constantes. Esa función describe el valor de la 
constante con la multiplicación entre la entrada y 
el error, lo cual hace al PID variable. Con el � n de 
observar la respuesta en frecuencia del lazo inter-
no se construye el diagrama de Bode, del cual se 
obtiene un modelo de la planta y la frecuencia de 
corte del lazo.

En el prototipo � nal se realiza el acople mecá-
nico de los dos lazos, como se indica en la Fig. 

3, y se establece el esquema de trabajo mediante 
Simulink, como en la Fig. 10. Con base en la li-
teratura sobre el sistema bola y viga, se decide 
implementar un control PD para el lazo externo. 
Este resultado es adecuado cuando el actuador es 
un motor, dado que éste presenta dos polos, uno 
de los cuales se encuentra ubicado en S = 0, y ac-
túa a manera de la integral del controlador cuando 
se trabaja en lazo cerrado.

En la Fig. 1 se visualiza el diagrama general del 
control de doble lazo del prototipo, la tarjeta de 
adquisición permite el acople entre el PC (am-
biente Simulink) y la planta (montaje de labora-
torio); los procesos de adecuación de sensores y 
los algoritmos de control se establecen en Matlab, 
mediante Simulink.

Hay que adelantar que los resultados de la aplica-
ción de los dos lazos de control no son los espera-
dos, puesto que aunque el control de lazo externo 
genera variables de corrección con la rapidez ade-
cuada, el lazo interno no responde con la misma 

Fig. 1.  Configuración de doble lazo cerrado para el control de posición del sistema bola y viga. La tarjeta PCI 6221 
establece la conexión entre el ambiente de la computadora y el montaje de laboratorio.
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velocidad, por tanto no es posible que la bola se 
estabilice en la posición que el usuario desea.

El artículo está organizado de la siguiente mane-
ra, la sección dos habla sobre el diseño y la cons-
trucción mecánica de la planta. La tercera sección 
trata sobre la implementación del lazo interno y en 
ésta se incluye el trabajo hecho con los sensores de 
efecto Hall y los modelos que se consiguen para 
ese subsistema. La cuarta sección corresponde a la 
presentación de los resultados, en la que se enfatiza 
el trabajo realizado con el lazo externo, por último, 
se presentan las conclusiones del trabajo.

2. METODOLOGÍA  

El sistema bola y viga tradicionalmente se imple-
menta teniendo como actuador un motor [3], sin 
embargo, en este trabajo, al igual que en [4], se 
genera el torque a través de un actuador magné-
tico, el cual está compuesto por dos núcleos fe-
rromagnéticos en forma de E, con una bobina por 
núcleo como se muestra en la Fig. 3.

2.1 Prototipos de prueba

Para de� nir el entrehierro entre los núcleos y otras 
características del sistema se desarrollan dos pro-
totipos de prueba. El primero, el cual se visualiza 
en la Fig. 2, es una viga que tiene en un extremo 
un actuador y en el otro un sensor de efecto Hall, 
acoplado con un imán, además, tiene un resorte, 
el cual garantiza la condición de equilibrio del 
sistema, con este prototipo se establece la distan-
cia entre los núcleos ferromagnéticos, la cual es 
cercana a 6 mm. Esta distancia corresponde a la 
existente entre el sensor de efecto Hall y el imán; 
además, este prototipo permite hacer las primeras 
pruebas del control de lazo interno.

Con los resultados se construye el siguiente pro-
totipo, en el cual se realizan dos modi� caciones. 
La primera consiste en garantizar la condición de 

equilibrio, por medio de otro núcleo ferromagné-
tico. No obstante, para precisar la ubicación de los 
núcleos es indispensable � jar la posición del eje, 
ya que éste determina la amplitud del movimiento 
angular que deben realizar los núcleos superiores 
de los actuadores. Con el � n de determinar dicha 
posición, se ejecutan varias pruebas hasta obtener 
como resultado un eje principal, el cual consta de 
dos partes insertadas en la mitad de los laterales 
de la viga, esta disposición permite que la bola se 
mueva libremente.

Las características mecánicas de los electroima-
nes limitan su desplazamiento angular, debido a 
esto se construye un soporte, del cual se sujeta el 
núcleo inferior del actuador, éste presenta una in-
clinación de 5,5º, lo que permite el contacto ade-
cuado entre los núcleos, cuando el entrehierro es 
cero. Al de� nir esta parte del sistema, se opta por 
acoplar el conjunto sensor-imán en paralelo con 
los actuadores.

La segunda modi� cación radica en la adecuación 
de la viga y el acople entre ésta, la bola y los sen-
sores ópticos. En este caso, los sensores ópticos 
se ubican en los extremos de la viga y determinan 
los materiales de ésta y de la bola, puesto que el 
color de los materiales in� uye en la medida de 
los sensores, como se indica en [7]. Además, si el 
diámetro de la esfera es pequeño, la super� cie no 
es su� ciente para que el sensor haga una medida 

g

Fig. 2. Prototipo de prueba 1.
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adecuada. A través de varias pruebas se establece 
que para el sistema propuesto, el material de la 
viga sea translúcido, mientras que la bola debe ser 
de color blanco y tener un diámetro de 4 cm.

2.2 Prototipo final 

El prototipo � nal se construye principalmente en 
acrílico, elemento ideal para trabajar con los sen-
sores ópticos, los cuales se disponen de la misma 
manera que en el prototipo de prueba 2, además, 
la viga tiene forma de U, lo que permite que la 
bola se desplace en un sólo eje. A este desplaza-
miento por un solo eje se lo denomina un grado 
de libertad, como en [2].

Se construyen piezas, las que se insertan en los 
laterales de la viga, con el propósito de limitar el 
movimiento de la bola y garantizar el rango de 
funcionamiento de los sensores ópticos, los cua-
les deben estar alejados como mínimo 3 cm de la 
super� cie re� ectora.

Por otro lado, los sensores de efecto Hall están 
dentro de una caja de acrílico, que se ensambla a 

la planta por medio de tornillos de bronce. Este 
metal es diamagnético, lo cual permite realizar la 
medida indirecta de la inclinación de la viga. Otro 
material predominante en la planta es el aluminio, 
que no inter� ere en la medida de los sensores, de-
bido a su naturaleza paramagnética, éste se usa en 
los soportes de la viga y de los núcleos inferiores 
de los actuadores, además en una caja en la que se 
introducen los imanes, que se ubican en paralelo 
con los actuadores. En la Fig. 3 está una fotogra-
fía del prototipo � nal.

2.3 Implementación del lazo interno  

Para realizar la implementación del lazo interno 
se llevan a cabo tres procesos, los cuales se des-
criben a continuación. El primero es el acondicio-
namiento de los sensores de efecto Hall, luego el 
modelado inicial, y un modelado � nal.

2.3.1  Acondicionamiento de los sensores   
 de efecto Hall (SEH) 

La posición angular del sistema bola y viga es 
determinada de manera indirecta por los SEH 

Fig. 3.  Prototipo final. SEH = Sensor de efecto Hall, SO = Sensor óptico.
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UGN3503, los cuales se caracterizan por un gra-
do de sensibilidad alto, lo que les permite detec-
tar cambios pequeños en el � ujo magnético. Al 
determinar la distancia del entrehierro se obtiene 
el rango de medida del sensor, el cual es aproxi-
madamente un voltio. No obstante, este rango es 
pequeño, razón por la cual, mediante un circuito 
electrónico se adecua la señal para que varíe en-
tre 0 y 10 V, lo cual se establece como parámetro 
de trabajo debido a las características de la tarjeta 
PCI-6221.

El patronamiento de los sensores se realizó to-
mando como distancia de muestreo 0,1 mm y se 
obtuvo una tendencia lineal, como se observa en 
la Fig. 4. Sin embargo, las señales presentaban un 
nivel de ruido considerable, razón por la cual se 
diseñó un � ltro pasabajos, el proceso se realiza 
como en  [8], el � ltro más adecuado es Butterwor-
th, de orden 3 y frecuencia de corte 50 Hz.

2.3.2  Modelo inicial 

En el modelado de la planta se utiliza la descrip-
ción del sistema que se hace en [9]. El modelo 
matemático resulta complejo, por esta razón se 
decide realizar la simpli� cación que hacen en [6] 
y [2], sin embargo, el desconocimiento de algu-
nos parámetros de la planta hace necesario la im-
plementación de un modelo inicial aproximado, 
el cual se obtiene con la planta de prueba 1, Fig. 
2, la cual tiene como � n describir el comporta-
miento del actuador.

La primera di� cultad que la planta presenta es 
que la tensión de alimentación y la fuerza elec-
tromagnética no tienen una relación lineal como 
en [5], por ende, sólo al alcanzar un valor mínimo 
de tensión se logra que haya fuerza de atracción 
entre los núcleos de los contactores. Además, si la 
diferencia de potencial se disminuye, el magne-
tismo remanente en los núcleos lleva a que la par-
te móvil y � ja del contactor se peguen, por lo que, 

si se desea separar los núcleos se debe alimentar 
con 0 V, lo cual signi� ca que hay histéresis en el 
sistema. La forma de controlar el entrehierro en-
tre la parte � ja y móvil del contactor es mediante 
un controlador PID.

La Fig. 5 presenta el esquema con el que se reali-
zó la adquisición de datos, con los cuales se halla 
el modelo. La herramienta para generar el modelo 
de la planta es System Identi� cation Toolbox de 
Matlab. Sin embargo, hay que decir que no fue 
posible encontrar un modelo con un coe� ciente 
de correlación superior al 90%, por lo cual se 
abandonó este procedimiento de modelado, y en 
su lugar se utilizó una red neuronal backpropa-
gation feedforward. Ésta aprende los patrones 
entrada-salida, con base en los ejemplos. Algunas 
características de la red son: una capa de entrada 
con 6 neuronas y función de activación tansig, 
una capa intermedia y una capa de salida, las cua-
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les trabajan con la función de activación purelin, 
El algoritmo de entrenamiento se conoce como 
trainlm  de Matlab.

2.3.3  Sintonización del controlador PID   
 para el lazo interno  

Debido a los resultados obtenidos con el proto-
tipo 2, se decide trabajar con el prototipo � nal, 
puesto que el acople mecánico ha sido mejora-
do, lo que permite � abilidad en las pruebas. Para 

sintonizar el controlador PID del lazo interno se 
trabaja con las reglas de Ziegler-Nichols [10], 
puesto que éstas son usadas cuando no se conoce 
el modelo matemático de la planta; sin embar-
go, al no conseguir el comportamiento esperado 
se optó por sintonizar el controlador a ensayo y 
error, mediante el método descrito a continua-
ción:

Sintonización en la mitad del rango (ref 5 V) 

Primero se linealiza, como se explica en [11], 
alrededor de una referencia igual a 5 V, la cual 
corresponde al punto medio del rango del entre-
hierro, es decir, 2,5 mm. El resultado es bueno 
puesto que el sistema no presenta sobrepico, tiene 
un tiempo de subida menor a 0,3 s y un tiempo de 
estabilización menor a 0,5 s. El valor de las cons-
tantes del controlador se puede observar en la 
tabla 1. Esta sintonización de las constantes sólo 
sirve para la referencia de 5 V, ya que al probar 
con referencias menores, el tiempo de respuesta 
del sistema es lento, pero para referencias mayo-
res presenta sobrepico y tiempos de estabilización 
altos, como se muestra en las curvas punteadas de 
la Fig. 6.

El procedimiento descrito anteriormente se gene-
ra para los dos actuadores del sistema, la diferen-
cia entre estos es que el actuador derecho tiene un 
tiempo de respuesta mayor al izquierdo, no obs-
tante, en ambos casos es menor a 0,5 s. En vista 
del resultado se busca implementar un controla-
dor PID variable.

Sintonización variable

El proceso de sintonización que se realiza para ob-
tener las constantes en la referencia 5 V se repite 
para 0,5, 1, 2, 3 y 7 V. Las constantes resultantes 
se consignan en la tabla 1, y con ellas se establece 
un patrón, es decir, una función que describe el 
comportamiento de cada una de las constantes del 
controlador.

Fig. 5.  Proceso de adquisición de datos    
por medio de Simulink.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Tiempo [s]

T
en

si
ón

 [V
]

CF
CV

Fig. 6.  Respuesta del subsistema con el controlador 
PID variable. CV significa control variable y CF 
control fijo, el cual muestra el comportamiento 
del sistema con las constantes obtenidas en la 
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Tabla 1. Constantes obtenidas para los actuadores   
 del lazo interno.

Actuador izquierdo Actuador derecho

Ref. Kp Ki Kd Kp Ki Kd

0,5 2,7 19 0,39 3,3 21 0,45

1 2,4 14 0,35 2,5 14,6 0,41

2 1,71 8,7 0,25 2 9,2 0,3

3 1,34 5,6 0,19 1,7 6,2 0,24

5 1,09 3 0,14 1,34 2,93 0,175

7 0,79 1,429 0,097 1 1,455 0,12

A continuación se relacionan las ecuaciones de 
las constantes del controlador izquierdo:

3 20.013 0.203 1.119 3.255Kp x x x� � � � �     (1) 
   

3 20.136 2.1 11.215 23.769Ki x x x� � � � �     (2)
 

3 20.001 0.023 0.148 0.465Kd x x x� � � � �    (3)

y las ecuaciones de las constantes del controlador 
derecho:

0.833 ln( ) 2.62Kp x� � �                  (4)

983.25522.12237.23154.0 ����� xxxKi         (5)

983.25522.12237.23154.0 ����� xxxKi         (6)

Estas ecuaciones conforman el controlador PID 
variable, el cual garantiza que todo el rango del 
entrehierro tenga un comportamiento deseable, 
es decir, la salida no presenta sobrepico, con un 
tiempo de subida menor a 0,3 s y un tiempo de es-
tabilización menor a 0,5 s como indica la Fig. 6.

Se decide implementar el PID variable debido a 
que el comportamiento del lazo interno es unifor-
me a lo largo de las posibles referencias para el 
entrehierro.

2.3.4  Modelo final 

Para conocer la respuesta en frecuencia del lazo 
interno (acople de los actuadores), se aplica una 
fuente sinusoidal, realizando cambios en am-
plitud y frecuencia. A partir de los resultados se 
construye la grá� ca de magnitud del diagrama de 
Bode, Fig. 7, éste indica que el comportamiento 
del subsistema es equivalente al de un � ltro pasa-
bajos, como se puede observar en algunos ejem-
plos en [11].

Según las respuestas en la Fig. 7, puede consid-
erarse que la función de transferencia del sub-
sistema es de orden uno, en lazo cerrado. El tao 
se establece al observar que la frecuencia de corte 
es 10 rad/s aproximadamente. A continuación se 
presenta el modelo aproximado, el cual surge de 
la respuesta en frecuencia del lazo interno, ante 
tres referencias.
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Fig. 7.  Diagrama de Bode del subsistema del lazo in-
terno, en este se muestra el comportamiento 
de los dos actuadores. Amp2, Amp4, Amp6 
corresponden a la respuesta del sistema ante 
referencias de 2V, 4V  y 6V, respectivamente.
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No obstante, el modelo obtenido es más acertado 
para referencias pequeñas, es decir, menores a 2 
V, lo cual no se considera como error, dado que 
la mayoría del tiempo el sistema estará cerca del 
punto de referencia, o cercano a la condición de 
equilibrio.

3. RESULTADOS 

Esta sección de resultados se dedica a presentar la 
implementación del lazo externo, para lo cual es 
necesario realizar un trabajo previo con los sen-
sores ópticos, los cuales se deben acondicionar y 
linealizar como se muestra a continuación.

3.1 Acondicionamiento de los sensores  
ópticos  

La posición de la bola es medida a través de dos 
sensores ópticos (SO) tipo GP2D120, los cuales 
se adecuan de la misma manera que los sensores 
de efecto Hall, es decir, se implementa un circuito 
para ampliar el rango de medida de 0 a 10 V. La 
diferencia radica en que la distancia de muestreo 
es 1 cm y la tendencia obtenida es exponencial, a 
su vez, la implementación del � ltro pasabajos tie-
ne una frecuencia de corte de 20 Hz. Debido a la 
tendencia de los sensores Fig. 8, se hace necesario 
un proceso de linealización.

Este proceso se hace mediante el entrenamiento 
de otra red neuronal tipo feedforward, compuesta 
por tres capas: la primera es la de entrada; la se-
gunda es una capa intermedia, con 30 neuronas, 
la cual trabaja con la función de activación tansig 
y; la tercera es la capa de salida, la cual tiene una 
función de activación purelin. El entrenamiento 
se efectúa con 1.000 épocas, con el algoritmo Le-
venberg-Marquart, el cual es un algoritmo back 
propagation modi� cado. La red neuronal aprende 
los datos del patronamiento y su relación con una 
salida lineal, es decir, el resultado que se espera 
de las redes. Al obtener un error aceptable entre la 
salida y el objetivo se exporta la red a Simulink. 
Para este caso se crean dos redes, las cuales son 
entrenadas de la misma manera y  corresponden a 
la salida de cada sensor.

La salida conseguida para cada sensor es acep-
table para el rango total de desplazamiento de la 
bola, por tanto, un solo sensor podría realizar la 
realimentación del lazo externo. Sin embargo, el 
comportamiento de los sensores es óptimo para 
un rango más pequeño, ya que a distancias mayo-
res presentan una distorsión considerable (ruido) 
que afecta la medida de posición de la bola.

Dado el ruido en parte del rango de funcionamien-
to, se realizan varias pruebas con el objetivo de es-
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tablecer el rango de funcionamiento de cada red, 
como se visualiza en la Fig. 9. Allí se nota que si 
bien el sensor izquierdo aproxima la lectura real 
en todo el rango de funcionamiento del sensor, 
tiene un comportamiento mejor entre 0 y 15 cm; 
de una manera equivalente para el sensor derecho, 
pero entre 15 y 30 cm. Entonces, la salida de po-
sición para valores pequeños es la salida del SO 
izquierdo, para valores grandes es la salida del SO 
derecho, y para valores cercanos a 15, se realiza un 
promedio entre la salida de las dos redes. Por ende, 
la señal de salida tiene una pendiente de 0,983 y el 
coe� ciente de correlación es del 99,9 %. Un esque-
ma de la descripción del tratamiento de las señales 
de los sensores ópticos está en la Fig. 10, en el blo-
que llamado Acondicionamiento SO.

3.2 Sintonización del controlador externo 

Para realizar el proceso de sintonización del con-
trolador externo es necesario crear un esquema 
en Simulink, en el cual se acople el lazo externo 
con el lazo interno, este esquema se expone en 
la Fig. 10.

Dada la evidencia bibliográ� ca, como en [2], se 
busca implementar un controlador PD, el cual es 
usado para controlar el sistema bola y viga, par-
tiendo de un modelo lineal aproximado. Se � ja la 
ganancia proporcional, y se hacen variaciones de 
la ganancia derivativa, en un rango amplio; luego 
se cambia la ganancia proporcional, y se retoman 
las ganancias derivativas, y se observa el compor-
tamiento en cada caso. Esto genera una matriz de 
comportamiento, de la cual se esperó seleccionar 
el mejor conjunto de ganancias.

La conclusión más evidente es que si bien algunos 
conjuntos de ganancias parecen dirigir la esfera al 
valor de referencia, en realidad ningún conjunto 
de ganancias logra el control, por tanto el mejor 
de los casos es una oscilación alrededor del punto 
de referencia, como se indica en la Fig. 11.

Fig. 10.  Esquema de Simulink que muestra    
 el aco ple del lazo externo con el Lazo   
 interno de control.
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Con el � n de justi� car el comportamiento mostra-
do en la Fig. 11, se realiza un proceso teórico en 
el que se obtiene la frecuencia de corte del lazo 
externo, el cual se describe a continuación:

Tomando como referencia las ecuaciones del mo-
vimiento rectilíneo uniformemente acelerado,

21
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Donde a es la aceleración, g es la gravedad, � es 
el ángulo de inclinación de la viga, I es el mo-
mento de inercia de la bola, m es la masa de la 
bola, r es el radio de la bola, Vf es la velocidad 
� nal, Vo es la velocidad inicial, x es la distancia 
recorrida por la bola, y h es la altura. Teniendo 
en cuenta que la bola parte del reposo, Vo = 0 
m/s y reemplazando (8) y (9) en (10), se obtiene 
(11). Se decide trabajar con la altura, debido a 
que ésta se puede obtener mediante la resta del 
entrehierro máximo y el valor obtenido de las 
ecuaciones que describen el comportamiento 
de los SEH Fig. 4, para un valor de referencia 
de dos voltios, del cual se obtuvo la frecuencia 
de corte del lazo interno. A partir de la ecuación 
(11) se halla la velocidad promedio teniendo 
como resultado 0,1103 m/s.

Para calcular la aceleración se implementa (8), la 
cual equivale a 0,6709  m/s2, utilizando el ángu-
lo correspondiente a la inclinación máxima de la 
viga. Como la bola se desplaza sobre un plano 
inclinado la aceleración es constante. Con los da-

tos de velocidad y aceleración, se halla el tiempo, 
el cual se despeja de (12), dando como resultado 
0,1644 s. 

La ecuación (13) se utiliza para determinar la fre-
cuencia de corte del lazo externo, la cual es 19,1 
rad/s.

2
T
�� �                              (13)

El problema radica en que la frecuencia de corte 
del lazo externo es superior a la del lazo  interno. 
Si bien el control del lazo externo genera las co-
rrecciones adecuadas, el lazo interno demora de-
masiado en obedecer e ir a la referencia indicada. 
Esto se puede comprobar a partir del Diagrama 
de Bode, en la Fig. 7, pues allí se observa cuál es 
la frecuencia máxima de respuesta del lazo inter-
no, luego de lo cual la amplitud de salida es cada 
vez más pequeña que la amplitud de entrada. Para 
este prototipo el tiempo de respuesta es mayor a 
0,5 s en el lazo interno de control, por ende, al 
exigir un tiempo menor el sistema no es capaz de 
responder ante esa conmutación.

4. CONCLUSIONES 

El diseño del controlador PID con ganancias va-
riables supera las falencias del PID tradicional, 
sintonizado en un solo punto de funcionamiento 
de la planta, ya que se asegura que la respuesta 
del sistema sea comparable en todo el rango de 
funcionamiento del sistema. Aún así, a entrehie-
rros pequeños,  persiste un problema, este es que 
no se logra que la viga se mantenga en una refe-
rencia dada, debido al � ujo remanente presente en 
los actuadores magnéticos.

El controlador del lazo externo no se logra sinto-
nizar debido a que la velocidad de la bola supera 
el tiempo de respuesta del lazo interno, lo cual 
se puede comprobar al revisar la frecuencia de 
corte del Diagrama de Bode.
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clinación es muy grande y hace que la bola vaya 
rápido hacia el extremo más bajo. Este es uno de 
los aspectos más importantes que se deben tener 
en cuenta en trabajos posteriores.

Un inconveniente que se presenta a nivel mecá-
nico es la fricción entre la bola y la viga, lo cual 
hace que aún cuando la viga esté inclinada la bola 
sigue pegada, por la fricción estática, y cuando 
se vence esa fricción, entonces el ángulo de in-
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