SOBRE LOS CONJUNTOS DE LAS SERIES DE
TAYLOR PROLONGABLES Y NO PROLONGABLES

por

Sixto Rios
(Madrid)

1.-El problema de comprobacion de los conjuntos de se-
ries de Taylor prolongables y no prolongables ha sido estudiado
por varios matematicos Vigil [1], Borel [2], Pringsheim [3], Polya
4], Fréchet [5], Steinhaus [6], etc., sin que se haya legado a dar
una deranosiracién completa del enunciado de Borel: «Gasi todas '
las series de Taylor son no prolongables». Polya ha tenido el
primero la idea de dar una esfructura topoldgica al conjunto
de las series de potencias de radio 1, logrando dar algunas ca-
racieristicas de ambos conjuntos, mientras Sieinhaus ha llegado
a una prueba rigurosa, aunque restringida de un caso particu-
lar del enunciado de Borel.

En la presente nota construimos un espacio méirico con
las series de potencias de radio no nulo, obteniendo una carac-
terizacién andloga a la de Pélya, de los conjuntos de series pro-
longables y no prolongables, aungue hay una cierta discrepancia
de resultados, lo cual no tiene nada de exirailo, ya que las pro-
piedades de dichos conjuntos deben depender de la definicion
de entorno que se dé. Creemos, sin embargo, que debe sefialar~
se el interés de esta discrepancia, porque tanto los entornos de
Pélya como los nuesiros entran, sin duda, en la categoria de
los que Fréchet llama «entornos no artificiales conviniendo a
la naturaleza del problema>.

9. - Consideremos el conjunto de ftodas las series de po-
tencias

© fey=Z 0,

fe=1

tales que
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y definamos la distancia entre la funcién f(z) y la

@) o() =32 b, on

=1

como la reciproca del radio de convergencia de la serie dife-
rencia f(z) —(z); a saber:

(8) D(f, ) =1im |a, — by|¥n.
2 Jeel

Si convenimos en considerar como iguales dos funciones cuya
. diferencia sea wuna funcién entera, se verifica D(f,¢) >0,
si f/=¢ y reciprocamente.

La propiedad de simetria de la distancia se verifica evi-
dentemente:

D(f.®)=D(9.7)-
Para establecer la propiedad triangular
@  D(f9) S D(f8) + Dl )

observemos que, como consecuencia de la definicién de distancia,
resulta:

(5) D(f.9)=D(f—¢.0)
y la relacién (4) equivale a la siguiente:
(6) D(f~9.0) =D(f—,0) + D(p—,0)
o bien, poniendo:
f=¢=F, o—v=0
() D(F ~9,0)=D(F, ) =D(F,0) + D(9,0).

Esta dltima equivale a probar que
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la cual es una consecuencia inmediata de la siguiente relacion
1 i 1
[t — bp|YR =, |10 - By 20
la cual es cierta, porque elevando a n resulta:

Jn— by | +

bal = ...
que es evidente.

3.-Vamos a probar que el espacio métrico que hemos cons-
truido no es completo, compacto ni separable.

A) El espacio no es completo

Basta considerar el siguiente ejemplo. Sea la sucesion
fa(z2)=14z+224 22+... +28, que verifica la condicion de
Cauchy por ser

1
D(fn: fm) = R(zn-l,-l B 2L S zm)

Como consecuencia de la condicién de Cauchy resulta que, si
existe lim f,(z) este limite es necesariamente 1+ z 22428+, . =
=1/1 —z. Ahora bien, esto es imposible, pues D(f,, 1/1—2)=1;
luego el espacio no es completo.

B) El espacio no es compacio

Basta probar que existen sucesiones infinitas de funciones
sin punto limite. Consideremos el conjunto de todas las fun-
ciones de la forma:

1
e—(1+2)

)= (n=12..).
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El radio de convergencia de fn(z) es R,=1+ -

No hay ninguna funcién f(z) holomorfa tal que en todo
entorno suyo haya elementos del conjunto, pues si f(z) es de

radio 1~I——1; hay a lo sumo una funcién f,(z) del conjuato

. 1
en todo entorno suyo, y si es de radio 7/:1—1-7, tomando ¢

suficientemente pequefio no hay ninguna serie en el entorno.

C) El espacio no es separable

Basta ver que existen conjuntos infinitos de funciones para
los cuales no es posible construir una sucesién numerable de
funciones densas en aquel conjunto.

Consideremos el conjunto de la potencia del continuo de
las funciones:

1 co 1 Z\ "
-2
—0a n==i O [+

en que o representa los numeros reales del intervalo 1<a<2.
Si existiera una sucesién numerable de funciones f,(z)

tales que, fijado ¢, a cada funcién

se le pueda asociar

Z—a

una funcién fp(z) tal que

D<—1_’ fn )<€,

deberfa ser

" on()

e
<

fal2) =

en que ¢,(z) es de radio de convergencia >l.
€

Resulta que tomando & suficientemente pequefio, dos fun-

. . . 1
ciones fp, fr,, correspondientes a dos funciones 7= 5 de-
z—a ' z—B
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ben ser distintas ya que sus radios de convergencia son diferentes;
Iuego el conjunto de las funciones f, debe tener la potencia
del continuo y, por tanto, el espacio no es separable.

Demostrado C) podiamos haber obtenido la propiedad B)
sin demostracién directa, ya que, segln se sabe, todo espacio
métrico compacto es separable.

Se puede ver facilmente que en este espacio los segmentos
estan formados por solo dos puntos.

En efecto; dadas dos funciones f(z), ¢(z) mno existe nin-
guna otra ¥(z) que verifique la condicién

D(f.%) + D(¥,9) =D({f.¢)

pues, poniendo f—tb=F, ¢—b=0 la relacién equivale a la
siguiente:

D(F,0) +D(0,0) =D(F. )

y como, o bien: D(F,0)=D(F.9) o bien D((}),O):D(F,(})),
resulta =0 o F=0 como se queria demostrar.

También es inmediato ver que todos los tridngulos son isos-
celes. Basta observar que dadas dos funciones F,® siempre
hay dos distancias entre las

D(F,0), D(#,0), D(F.%)

que son iguales, lo cual resulta inmediatamente de la significa-
cibn geométrica de la distancia como reciproca del radio de
la serie diferencia.

4.-Vamos a obtener ahora propiedades de los conjuntos
de las series prolongables y de las que tienen la circunferencia
de convergencia como cortadura esencial.

Las series que tienen la circunferencia de convergencia co-
mo cortadura esencial forman un conjunto de puntos interiores
en que el dnico punto frontera es el elemento nulo.

Dada una serie
f(z)= S,z

cuya circunferencia de convergencia sea cortadura esencial, fi-



jado en ntmero e>0, suficientemente pequeiio para que
R(fy> iﬁ todas las funcionss o tales que D(f,¢)<Ce, que for-
man el ;ntorno de f tienen que ser de la forma ¢=7--1,
siende ¥ una serie de radio menor que - > R(f), luego todos

ellos tienen la circunferencia de convergencia como cortadura
esencial; es inmediato ver que en todo contorno del elemento
nulo hay series prolongables.

Con razonamiento andlogo al precedente se prueba que el
conjunto de las integrales prolongables estd formado por pun-
tos interiores, siendo el unico punto frontera el elemento nulo.

Resulta que el espacio considerado tiene una estructura
andloga al conjunto formado por dos superficies esféricas tan-
gentes en un punto.

Los contornos que aqui consideramos son adecuados a la
naturaleza del problema en el sentido que indica I'réchet [5] ya
que todas las funciones de un entorno suficientemente pequeiio
de una funcién prefijada tienen los mismos puntos singulares
sobre la circunferencia de convergencia. Por ésio justamente
nos parece interesante comparar este espacio con el de Polya
(4) que también tiene entornos adecuados a la naturaleza del
problema, pero en él se llega a resultados algo dilerentes de los
nuestros; por ejemplo: Pélya demuestra que cl conjunto de las
series no prolongables es denso en toda direccion y no contiene
mas que puntos interiores y el de las series prolongables no es
denso ni perfecto.

5.- Las consideraciones hechas aqui para series de Taylor
se extienden facilmente a series de Dirichlet de abscisa < + oo
llamando distancia de las funciones

@ =]
fls) =2 a, e—A,$, P(8) =X b ety

n=]1 -

al ntmero

D(f, ¢) = et(r—9)

en que c(f—¢) es la abscisa de la convergencia de la serie
diferencia f— .
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Para establecer la propiedad triangular:
D(f.9) =D(f.%) + D(e, %)
utilizamos fundamentalmente las siguientes relaciones inmediatas:

sies  of)<e(e) e o(f-9)=c(9)
ysies c(f)y=cle) e cf-e)==cf)

Se pueden presentar los siguientes casos:

10, c(f) > c(p) > c(v)
2, o) > () = (V)
30, o{f) = () =<(®)

En el primer caso:
D(f.¢) =edlf~9=ef)
D(f, ®) = edf—9 =eF)
D(f, b} =ctle—%= ec(f)
de donde resultan evidentemente las relaciones triangulares:
D(f,¢) = D(f.0) + D(9, %)

equivale a

o) < eclf) - ed(®)
que es evidente;
D(f,b) = D(f.9) + D(®. )
equivale a

etf) < etlf) + e¢@)

que es evidente;
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D, b) =D(9,f) + D(¥, ¢)
equivale a
ed?) < edf) + ec(f)

que es evidente,
En el segundo caso se tiene

D(f, ¢) = edf—9) = of)
D(f, b) = eoF—4) = eclf)
D(g, ¥) = ele— < o4e) < golf)

y es inmediato comprobar las relaciones triangulares de manera
anédloga al caso anterior.
Para el tercer caso observemos que siempre se verifica:

D(f,¢)=D

y la relacién triangular puede expresarse en la forma:
D(f —b—[o—¢}0)=D(f—$,0)+D(p—1b,0)

es decir, designando como antes f—v=F,0—b=0 resulta
que la relacién triangular general es equivalente a la siguiente:

D(F, $) < D(F,0) +D(¢,0).
Para demostrar esta consideramos dos casos:
1o, c(F) <e(9)
20. e(Fy=c(9).
El primer caso es un caso particular del 1°. o 20. antes
considerados, ya que ¢(0) < c(F).
El segundo caso es un caso particular del 20. caso antes

considerado, o bien se verifica ¢(0)=c(F)=c(9), en cuyo
caso la relacién triangular es evidente.
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Se demuestran ficilmente teoremas anédlogos a los de los
nos. 3y 4.
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