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REGULARIDAD POR DEBAJO DEL UMBRAL DE
CONTINUIDAD

TATIANA TORO (*)

1. INTRODUCCION

La meta principal de este articulo es mostrar que (bajo las hipétesis adecuadas)
el comportamiento en la frontera de la soluciones de la ecuacién de Laplace en
un dominio dado, determina completamente la regularidad de la frontera.

Si © C R™! es un dominio NTA (la definicién se halla a continuacién)
el problema de Dirichlet tiene una soluciéon. Ademds la frontera de Martin
coincide con la frontera topoldgica ([JK1]), i.e. para cada funcién continua y
acotada, f € Cp(R™t!), existe una funcién u que satisface

Au=0 en
(L1) { u=Ff enodQ,
v para cada X € € la solucién u puede ser representada de la siguiente manera
(12) u) - [ Q@

donde {w*}xcq es una familia de medidas de probabilidad. wX es la medida
armoénica de € con polo X.

Pregunta.Qué informacién nos brinda la reqularidad de w* sobre
la geometria de la frontera de 27

(*) Este articulo estd basado en la charla dada por el autor durante el simposio organi-
zado, en Diciembre del 2001, para celebrar los 50 afios de la fundacién del departamento de
Matematicas en la Universidad Nacional de Colombia, Bogotd. Los resultados presentados
son parte de un trabajo conjunto con C. Kenig
El autor estd parcialmente financionado por la NSF.
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Para responder esta pregunta tan general debemos recordar la definicién
de dominio no-tangencialmente accesible (NTA). Una bola M-no-tangencial
B(X,r), en un dominio €2, es una bola en € cuya distancia a 02 es com-
parable con su radio; i.e. Mr > d(B(X,r),00) > M !r. Para X;, X3 € Q
una cadena de Harnack de X; a X, en € es una sucesion finita de bolas M-
no-tangenciales, tal que la primera bola contiene a X1, y la tltima contiene a
Xa, y tal que dos bolas consecutivas tienen intereseccién no vacia. El nimero
de bolas en la cadena es la longitud de la cadena.

Definicién 1.1 ([JK1]). Un dominio acotado (resp. no acotado) Q en R™H!
es no-tangencialmente accesible si existen constantes M > 1 y R > 0 (resp.
R = o) tales que:
1. Condicién del sacacorchos. Para cualquier Q € 02, r < R (resp. r >0 )
existe A = A(r,Q) € Q tal que M 'r < |A—Q| <r yd(A,00) > M 'r.
2. Q° satisface la condicion del sacacorchos.
3. Condicién de la cadena de Harnack. Sie >0y X, X2 € QN B(},Q)
para algin Q € 0, r < R (resp. v > 0), d(X;,00) > € y | X1 — X, <
2k¢, entonces erxiste una cadena de Harnack de X; a Xo de longitud

Mk y tal que el didmetro de cada bola estd acotado inferiormente por
M~ min{dist (X1, 09Q), dist (X2, 00)}.

Cuando €2 es un dominio no acotado requerimos como parte de la definicién
de dominio NTA que R™**1\6%Q divida a R"*! en dos componentes conexas
distintas Q y int Q¢ # 0.

En un dominio NTA £, la funcién de Green G(X, —), con polo en X, satisface

AG(X, ——) = —6{X} en §)
(1.3)
G(X,~) =0 en 89
En particular si X € Q\B(Qo, r0) para Qo € 9 y ro > 0 entonces

AG(X,—) =0 en QN B(Qo,‘f‘o)
G(X,-)=0 en 92N B(Qo, 7o)
G(X, —) >0 en 2N B(QQ, To).

Ademss si ¢ € C°(B(Qo, 10)) entonces
/ AG(Y)G(X, Y)dY = Q)™ (Q).
QNB(Qo,70) QN B(Qo,r0)

Si © es un dominio NTA no acotado, tomando el limite de miltiplos ade-
cuados de las funciones de Green con polos que tienden a infinito, obtenemos
el siguiente resultado (ver la seccién 3 de [KT1]).

Proposicién 1.1. [KT1]. Sea Q C R**! un dominio NTA no acotado. Eriste
entonces una inica funcion (salvo multiplicacion por una constante positiva) u
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que satisface:

Au=0 enf
(1.4) u=0 en 0
u>0 enQ
Yy
(1.5)

/ u(Y)Ap(Y)dY = / 0(Q)dw(Q)  para toda funcion € C°(R™H1).
Q a0

La funcion u es la funcion de Green con polo en el infinito, w es la medida
armonica correspondiente.

Comentario 1.1. Si Q es un dominio NTA no acotado cuya frontera es C*
(i.e. localmente ) es el drea sobre el grafo de una funcion C') entonces el
teorema de Green asequra que Yo € C°(R™11)

(16) /Q u(Y)Ap(Y) dY = /a Q@) do(Q)
donde
(17) M@= 2@ =Vu- 7 =5,

y T denota el vector unitario normal interno de 0. En este caso h es el
nicleo de Poisson con polo en el infinito. En particular si ) = RT’I la funcion
u(Z1, ..., Tnt1) = Tny1 €S una funcion armonica positiva en S con valor 0 en
o). Ademds h=1.

Pregunta. Como influye la regularidad de h y/o w sobre la regu-
laridad y la geometria de la frontera del dominio?

2. RESULTADOS CLASICOS Y UN EJEMPLO PREOCUPANTE

De ahora en adelante suponemos que 2 C R"*! es un dominio NTA no acota-
do. Antes de reponder la pregunta anterior nos gustaria recordar los resultados
clasicos de regularidad en la frontera para las soluciones del Laplaciano. Quere-
mos hacer resaltar el paralelismo que existen entre estos dos tipos de resultados.

Si 2 es C°, ne C® — logh € C®

Si Qes Cktle ne Ch®  —  logh € Ck*

Si Q es C1> ne CO == logh e C%*
Kellogg

Pregunta. Qué pasa cuando a — 0%

SiesC!, neC® == loghe VMO(8Q)

Jerison-Kenig



REGULARIDAD POR DEBAJO DEL UMBRAL DE CONTINUIDAD 63

Este tltimo resultado debe entenderse como un ejemplo en que resultado
limite falla. Esto indica que la clase de funciones continuas no es la clase
correcta en esta situacién. A grosso modo, la clase de funciones en VMO,
consiste de aquellas funciones cuya oscilacién promedio en bolas de radio r se
desvanece a medida que el radio disminuye hacia 0. La definicion de VMO
aparece en la seccién 3 (ver definicién 3.5).

Los siguientes resultados responden a la pregunta de la seccién anterior para
nociones tradicionales de regularidad. Noétese la simetria entre estos resultados
y los presentados anteriormente.

SiQes CLe, loghe Cke = Qes Ckthe pe Che
Kinderlehrer-Nirenberg

Isakov
SiesCl, loghe(C% = QesCL® ne o=
Alt-Caffarelli
SiQesCl, h=1 = Q=R", 1 =eny1, (médulo

translacién y rotacién)
Alt-Caffarelli

El ntimero 3 € (0,1) que aparece en el primer resultado de Alt y Caffarelli,
depende a priori de n y de a € (0,1). Jerison demostré que 3 = o. Para los
detalles de los resultados mencionados previamente ver [KN], [AC] and [J]. En
realidad, Alt y Caffarelli demostraron un resultado més general que el anterior
(ver la seccién 3). En particular no es necesario que el dominio €2 sea C'.
Por otra parte algunas de la hipétesis sobre la regularidad y la geometria del
dominio son necesarias como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. CONO DE KOWALSKI-PREISS

3 .= {(1‘1,12, T3, %4) : |za| < /22 + 22 +:r§}

3
{(11,1'2,13,14) 1x4 =rCOSOT = \/1%+1§+1§+12, fe [%, —g-]}

Il

La funcion u(z) = —ﬁE °s‘;’;260 verifica

Au=0 en €2
u>0 en 2
u=20 en 092

g —h=1 endQ\{0}.

n

Nétese que OS2 no es un hiperplano y que @ no es constante. Este cono tiene
otras propiedades muy interesantes, véase [KP].
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3. RESULTADOS

Necesitamos introducir un par de definiciones para poder establecer los resulta-
dos de Alt y Caffarelli en su forma més general, y presentar nuestros resultados.

Definicién 3.1. Sea Q C R"'! un conjunto de perimetro localmente finito
(ver definicion en |[EG]), 02 es regular en el sentido de Ahlfors si eziste una
constante C > 1 tal que para cada Q € 02 y r > 0, la medida de superficie de
la frontera, o = H™_0N) satisface

(3.1) Cr" <o(B(Q,r)) < Cr™.
Definicién 3.2. Sea Q C R™'!, decimos que Q) tiene la propiedad de sepa-
racién si para cada conjunto compacto K C R™"t! existe R > 0 tal que para

Qe INNK yr € (0, R] eriste in plano n-dimensional L(Q,r) que contiene a
Q y un vector unitario normal a L(Q, 1), fig; tal que

(3.2)
T7THQ,r) = {X = (z,t) =z + tig, € B(Q,r) : z € L(Q,7),t > %r} C Q,

Y
(3.3)

7 (Q,r)= {X: (z,t)=x+tng, € B(Q,r): x € L(Q,7),t < —%r} ¢ Q%

Ademds si 2 es un dominio no acotado también se requiere que R™"11\ 0N divida
R™1 en dos componentes conezas distintas 2 y int Q¢ # 0.

La notacién (z,t) = x + tfig, se usa para denotar un punto en R**1. La
primera componente, x, en el par pertenece a un plano n-dimensional cuyo
vector unitario normal es fig;, . La segunda componente ¢ pertenece a R.

Definicién 3.3. Si 6 € (0,6,), y Q& C R**1, decimos que 2 es un dominio
plano en el sentido de Reifenberg (con constante é) si S tiene la propiedad de
separacion, y

e 9(Q,r) <4, VQ € 9N Vr e (0,1).

e 0(Q,r) < ﬁ;, YQ € 00U Vr > 1 (si S es no acotado).

La cantidad 6(Q,r) mide qué tan lejos esta 02 de un plano n-dimensional
en el punto Q y en el radio r, i.e.

(3.4) 0(Q.7) = 7 jnf DIGAN B(@,7), LN B@Q.1),

donde D denota la distancia de Hausdorfj.

Noétese que esta definicién sélo contiene informacién cuando é es pequeiio.
El hecho que 0(Q, 1) < ﬁﬁ’ YQ € Q, Vr > 1 asegura que el cono de Kowalski-
Preiss no es un dominio plano en el sentido de Reifenberg,.
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Proposicién 3.1. [KT2| Eriste 6, > 0 tal que si @ C R™*! es un dominio
plano en el sentido de Reifenberg con constante 6 y 6 € (0,6,) entonces S es
un dominio NTA.

De ahora en adelante tomamos § suficientemente pequeno para asegurar que
todo dominio plano en el sentido de Reifenberg con constante § es un dominio
NTA. De nuevo todos nuestros dominios son no acotados.

Definicién 3.4. Sea é§ € (0,6,). Un conjunto de perimetro localmente finito
Q C R*! es un dominio de Reifenberg regular con constante 8, si Q) es un
dominio plano en el sentido de Reifenberg con constante 6, cuya frontera es
regqular en el sentido de Ahlfors.

Si € es un dominio de Reifenberg regular con constante é la medida de
superficie de la frontera o y la medida arménica w son mutuamente absoluta-
mente continuas (ver [DJ, S]). La derivada de Radon-Nikodyn h = 42 denota
el micleo de Poisson correspondiente.

Teorema 3.1. [AC| Supéngase que
1. Q C R*! es un dominio de Reifenberg regular con constante & suficien-
temente pequena;
2. logh € C%P para algiin 8 € (0,1).
Entonces 2 es un dominio C1* para algin o € (0,1) que depende de 3 y de n,
i.e. W € C%®. Ademds si h =1 entonces Q0 es R’f’l mdédulo una translacion
y una rotacion.

Pregunta. Qué pasa cuando a — 0 (i.e. cuando logh € C°)?

De nuevo la clase de funciones continuas no nos brinda el resultado correcto.
Definimos ahora la clase VMO mencionada anteriormente.

Definicién 3.5. Sea Q@ C R"*! un dominio de Reifenberg regular con cons-

tante suficientemente pequenia. Sea f € L} (do), decimos que f € BMO(0%2)
st

(3.5) sup sup [|fll+(B(Q, ) < oo,
>0 QEdN
donde
(3.6) 171.(B@,r)) = sup (/ 1f = fa.ul?do)?,
0<s<r JB(Q,s)

o =H"ON, y fo.s = ’fB(Q s)fda. La clase VMO(09) es la clausura en
BMO(9%) de las funciones acotadas y uniformemente continuas definidas en
9.

El siguiente resultado es andlogo al resultado de Alt y Caffarelli, y corres-
ponde a un resultado de frontera libre por debajo del umbral de continuidad.
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Teorema 3.2. [KT3] Supdngase que
1. Q ¢ R**! es un dominio de Reifenberg reqular con constante & suficien-
temente pequena;
2. logh € VMO(02).
Entonces @ € VMO(99). Si h =1 o-a.e en 050 entonces §) es ]Rf,',+1 mddulo
una translacion y una rotacion.

Cuando n = 1 Pommerenke demostré este teorema en el caso acotado usando
métodos de variable compleja (ver [P]).

Para terminar nos gustaria resaltar un resultado que juega un papel clave
en la demostracién del Teorema 3.2, el cual es una una generalizacién de un

resultado de Alt y Caffarelli.

Teorema 3.3. [KT4| Eriste 6, > 0 tal que si @ C Rt es un dominio de
Reifenberg regular con constante 8, con § € (0,6,) y v y k satisfacen

Av=0 enQ
(3.7) v>0 enQ

v=20 en 090
Yy
(3.8) / vAp = / pkdo Ve € CR™!

Q aQ
con
(3.9) sup [Vo(X)| <1 y k(Q)>1 o —ae. Q€ I,
XeQ

entonces S} = R’;“ mddulo una rotacion y una translacion.
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