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REGULARIDAD POR DEBAJO DEL UMBRAL DE
CONTINUIDAD

TATIANA TORO (*)

1. INTRODUCCION

La meta principal de este articulo es mostrar que (bajo las hipotesis adecuadas)
el comportamiento en la frontera de la soluciones de la ecuacion de Laplace en
un dominio dado, determina completamente la regularidad de la frontera.

Si 0 C lR.n+1 es un dominio NTA (la definicion se halla a continuaci6n)
el problema de Dirichlet tiene una solucion. Ademas la frontera de Martin
coincide con la frontera topologies ([JK1]), i.e. para cada funci6n continua y
acotada, f E Cb(lR.n+1 ), existe una funcion u que satisface

(1.1) { ~:u = 0 en 0
u = f en 80,

y para cada X E 0 la solucion u puede ser representada de la siguiente manera

(1.2) u(X) = ( f(Q) dwx (Q)Jan
donde {wX} X En es una familia de medidas de probabilidad. wX es la medida
armonica de 0 con polo X.

Pregunta. Que informacion nos brinda La regularidad de wX sobre
La geometria de la frontera de O?

(*) Este articulo esta basado en la charla dada por el autor durante el simposio organi-
zado, en Diciembre del 2001, para celebrar los 50 alios de la fundacion del departamento de
Matematicas en fa Universidad Nacional de Colombia, Bogota. Los resultados presentados
son parte de un trabajo conjunto con C. Kenig
EI autor esta parcialmente financionado por la NSF.
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Para responder esta pregunta tan general debemos recordar la definicion
de dominio no-tangencialmente accesible (NTA). Una bola M-no-tangencial
B( X, r}, en un dominio 0, es una bola en 0 cuya distancia a 00 es com-
parable con su radio; i.e. Mr > d(B(X,r),oO) > M-1r. Para Xl, X2 EO
una cadena de Harnack de Xl a X2 en 0 es una sucesion finita de bolas M-
no-tangenciales, tal que la primera bola contiene a Xl, y la ultima contiene a
X2, y tal que dos bolas consecutivas tienen intereseccion no vacia. EI numero
de bolas en la cadena es la longitud de la cadena.

Definicion 1.1 ([JKl]). Un dominio acotado {resp. no acotado) 0 en ~n+1
es no-tangencialmente accesible si existen constantes M > 1 y R > 0 (resp.
R = 00) tales que:

1. Condici6n del sacacorchos. Para cualquier Q E 00, r < R (resp. r > 0 )
existe A = A(r, Q) EO tal que M-1r < IA - QI < r y dCA, (0) > M-1r.

2. Oc satisface la condici6n del sacacorchos.
3. Condici6n de la cadena de Harnack. Si f. > 0 y Xl, X2 EOn Bei, Q)

para alg1i,nQ E 00, r < R [resp, r > 0), d(Xj, (0) > f. Y IX1 - X21 <
2kf., entonces eziste una cadena de Harnack de Xl a X2 de longitud
M k y tal que el duimetro de cada bola esta acotado inferiormente por
M-1 min {dist (Xl, (0), dist (X2, (0)}.

Cuando 0 es un dominio no acotado requerimos como parte de la definicion
de dominio NTA que ~n+1\00 divida a JRn+1 en dos componentes conexas
distintas 0 y int OC t- 0.

En un dominio NTA 0, la funcion de Green G(X, -), con polo en X, satisface

(1.3) {
sccx, -) = -8{x}

G(X, -) = 0

en 0

en 00.

En particular si X E O\B(Qo, ro) para Qo E 00 Y ro > 0 entonces

{

tlG(X, -) = 0 en 0 n B(Qo, ro)
G(X, -) = 0 en 00 n B(Qo, ro)
G(X, -) > 0 en 0 n B(Qo, ro).

Ademas si ¢ E C;;C(B(Qo, ro)) entonces

r tl¢(Y)G(X, Y)dY = r ¢(Q)dwX (Q).
JnnBCQo,ro) JannBCQo,ro)

Si 0 es un dominio NTA no acotado, tomando el limite de multiples ade-
cuados de las funciones de Green con polos que tienden a infinito, obtenemos
el siguiente resultado (ver la seccion 3 de [KTl]).

Proposiclon 1.1. [KTl). Sea 0 C JRn+1 un dominio NTA no acotado. Existe
euionces una iinica funci6n (salvo multiplicaci6n por una constante positiva) 'u
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que satisface:

(1.4)
{

Dou= 0
u=o
u>o

en n
en an
en n

Y
(1.5)

r u(Y)Do'P(Y) dY = r 'P(Q)dw(Q) para toda funci6n 'P E C~(JRn+l).Jn Jan
La funci6n u es La funci6n de Green con polo en el infinito, w es La medida
arm6nica correspondiente.

Comentario 1.1. Si n es un dominio NTA no acotado cuya frontera es Cl

(i. e. localmente n es el area sobre el grafo de una funci6n Cl) entonces el
teorema de Green asegura que"V'P E C~(JRn+l)

(1.6) r u(Y Do'P(Y) dY = r 'P(Q)h(Q) do(Q),Jn Jan
donde

(1.7)
au -=' dw

h(Q) = an(Q)=Vu. n = do'

y n denota el vector unitario normal interno de an. En este caso h es el
micleo de Poisson con polo en el infinito. En particular si n = JR~+l Lafunci6n
U(Xl' ... , Xn+l) = Xn+l es una funci6n arm6nica positiva en n con valor 0 en
an. Ademcis h == 1.

Pregunta. C6mo infiuye La regularidad de h y/o w sobre La regu-
laridad y La geometria de Lafrontera del dominio?

2. RESULTADOS CLASICOS Y UN EJEMPLO PREOCUPANTE

De ahora en adelante suponemos que n c JRn+l es un dominio NTA no acota-
do. Antes de reponder la pregunta anterior nos gust aria recordar los resultados
clasicos de regularidad en la frontera para las soluciones del Laplaciano. Quere-
mos hacer resaltar el paralelismo que existen entre estos dos tipos de resultados.

Si n es Coo, TiE Coo ==} logh E Coo
Si n es ck-t-l,a, TiE c-> ==} logh E ck,a
Si n es Cl,a, TiE CO,a ==} log h E CO,a

Kellogg

Pregunta. Que pasa cuando a ~ o?

Si n es Cl, TiE CO ==} logh E VMO(an)
Jerison- Kenig
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Este ultimo resultado debe entenderse como un ejemplo en que resultado
limite falla. Esto indica que la clase de funciones continuas no es la clase
correcta en esta situacion, A grosso modo, la clase de funciones en VMO,
consiste de aquellas funciones cuya oscilacion promedio en bolas de radio r se
desvanece a medida que el radio disminuye hacia O. La definicion de VMO
aparece en la seccion 3 (ver definicion 3.5).

Los siguientes resultados responden a la pregunta de la seccion anterior para
nociones tradicionales de regularidad. Notese la simetria entre estos resultados
y los present ados anteriormente.

Si n es e1,a, log h E ek,a ==> n es ek+1,a, 1:E ek,a
Kinder lehrer-Nirenberg

Isakov

Si n es e1, logh E eO,a ==> n es e1,a, 1:E CO,a
Alt-Caffarelli

S· n c: h n lTDn+ 1 -? ,1 .L es, == 1 ==> H =.Il\\.+ ' n = en+1, (modulo
translaci6n y rotaci6n)

Alt-Caffarelli

El mimero (3 E (0,1) que aparece en el primer resultado de Alt y CafIarelli,
depende a priori de n y de a E (0,1). Jerison demostro que (3 = Q. Para los
detalles de los resultados mencionados previamente ver [KN], [AC] and Pl. En
realidad, Alt y CafIarelli demostraron un result ado mas general que el anterior
(ver la seccion 3). En particular no es necesario que el dominio n sea e1

.

Por otra parte algunas de la hipotesis sobre la regularidad y la geometria del
dominio son necesarias como 10 muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. eONO DE KOWALSKI-PREISS

{(X1,X2,X3,X4): IX41 < JXi+x~+x5}

{(X1,X2, X3, X4) : X4 = r cos (J; r = J xi + x~ + x~ + x~,

La jiunei6n u(x) = _ r c~s20 uerifica2V'2 smO ~.

{

au=o
u>o
u=O
~=h=l

en 0
en n
en on
en on\{o}.

N6tese que 00 no es un hiperplano y que Ti! no es eonstante. Este eono tiene
otms propiedades muy interesantes, uease [KPj.
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3. RESULTADOS

Necesitamos introducir un par de definiciones para poder establecer los resulta-
dos de Alt y Caffarelli en su forma mas general, y presentar nuestros resultados.

Definicion 3.1. Sea 0 C JRn+l un conjunto de perimetro localmente finito
(uer definici6n en [EG]), ao es regular en el sentido de Ahlfors si existe una
constante e > 1 tal que pam cada Q E ao y r > 0, la medida de superficie de
La frontem, a = 1inLaO satisface

(3.1) e-1rn ::;a(B(Q, r» ::;ern.

Definicion 3.2. Sea 0 C JRn+l, decimos que 0 tiene la propiedad de sepa-
racion si pam cada conjunto compacta K C jRn+l existe R > ° tal que para
Q E ao nK y r E (0, R] existe in plano n-dimensional £(Q, r) que contiene a
Q y un vector unitaTio normal a £(Q, r}, nQ} tal que

(3.2)

T+(Q,r) = {X = (x,t) = x +tnQ} E B(Q,r): x E £(Q,r),t > ~r} CO,
Y
(3.3)

T-(Q,r) = {X = (x,t) = x +tnQ} E B(Q,r): x E £(Q,r),t < -~r} C Oc.

Ademds si 0 es un dominio no acotado tambien se requiere que JRn+l\aO divida
jRn+l en dos componentes conexas distintas 0 y int OC i= 0.

La notacion (x, t) = x + tnQ} se usa para denotar un punto en JRn+l. La
primera componente, x, en el par pertenece a un plano n-dimensional cuyo
vector unitario normal es nQ}. La segunda componente t pertenece a R

Definicion 3.3. Si 8 E (0,8n), y 0 C JRn+1, decimos que 0 es un dominio
plano en el sentido de Reifenberg (con constante 8) si 0 tiene la propiedad de
sepamci6n, y

• 8(Q, r) ::;8, VQ E an Vr E (0,1) .
• O(Q, r) < 47z' VQ E ao Vr 2': 1 (si 0 es no acotado).

La cantidad O(Q, r) mide que tan lejos esta ao de un plano n-dimensional
en el punto Q y en el mdio r, i. e.

1 .(3.4) 8(Q,r) = - inf D[aOnB(Q,r),LnB(Q,r)],
r L3Q

donde D denota La distancia de Hausdorff.

Notese que esta definicion solo contiene informacion cuando 8 es pequefio.
EI hecho que O(Q, r) < 47z' VQ EO, Vr 2': 1 asegura que el cono de Kowalski-
Preiss no es un dominio plano en el sentido de Reifenberg.
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Proposiclon 3.1. [KT2] Existe In > ° tal que si n c JRn+1 es un dominio
plano en el sentido de Reifenberg con eonstante 15y 15E (O,Jn) entonees n es
un dominio NTA.

De ahora en adelante tomamos 15suficientemente pequefio para asegurar que
todo dominio plano en el sentido de Reifenberg con constante 15es un dominio
NTA. De nuevo todos nuestros -dominios son no acotados.

Definicion 3.4. Sea 15E (0, In). Un eonjunto de perimetro loealmente fin ito
o C JRn+1 es un dominio de Reifenberg regular con eonstante 15, si n es un
dominio plano en el sentido de Reifenberg con eonstante 15, euya frontem es
regular en el sentido de Ahlfors.

Si n es un dominio de Reifenberg regular con constante 15 la medida de
superficie de la frontera a y la medida armonica w son mutuamente absoluta-
mente continuas (ver [DJ, S]). La derivada de Radon-Nikodyn h = ~ denota
el micleo de Poisson correspondiente.

Teorema 3.1. [AC] Suponqase que
1. n C JRn+1 es un dominio de Reifenbery regular con constanie 15sufieien-

temente pequeiia;
2. logh E CO'!, pam algun (3 E (0,1).

Entonees n es un dominio cl,a pam algun a E (0,1) que depende de (3 y de n,
i.e. rr E cs». Adenuis si h == 1 entonces n es JR~+ I modulo una translacum
y una rotacion.

Pregunta. Que pasa euando a ~ ° (i. e. euando log h E CO)?

De nuevo la clase de funciones continuas no nos brinda el result ado cotrecto.
Definimos ahora la clase VMO mencionada anteriormente.

Definicion 3.5. Sea n c JRn+l un dominio de Reifenberg regular con eons-
tante suficientemente pequeiia. Sea f E Lroc(dCf), deeimos que f E BMO(an)
sz
(3.5) sup sup Ilfll*(B(Q, r)) < 00,

r>O QEan

donde

(3.6) IIfll*(B(Q, r)) = sup ( L If - fQ,sI2dCf)!,
O<s<r fBCQ,s)

a = 1inLan, y fQ,s = IBCQ,s/dCf. La elase VMO(an) es la clausum en
BMO(aO) de las funeiones aeotadas y uniformemente eontinuas definidas en
an.

EI siguiente resultado es analogo al result ado de Alt y Caffarelli, y corres-
ponde a un resultado de frontera libre por debajo del umbral de continuidad.
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Teorema 3.2. [KT3] Supongase que
1. n c jRn+l es un dominio de Reifenberg regular con constante b suficien-

temente pequeiia;
2. logh E VMO(an).

Entonces n E VMO(an). Si h = 1 a-a.e en an entonces n es jR~+l modulo
una translacum y una rotacion:

Cuando n = 1 Pommerenke demostro este teorema en el caso acotado usando
metodos de variable compleja (ver [PJ).

Para terminar nos gustaria resaltar un resultado que juega un papel clave
en la demostracion del Teorema 3.2, el cual es una una generalizacion de un
resultado de Alt y Caffarelli.

Teorema 3.3. [KT4] Existe bn > 0 tal que si n c jRn+l es un dominio de
Reifenberg regular con constante b, con b E (0, bn) y v y k satisfacen

{

~v = 0 en n
(3.7) v>O enn

v = 0 en an
y

(3.8)

con

(3.9) sup IVv(X)/ s 1 y k(Q) ~ 1 a - a.e. Q E an,
XEn

entonces n = jR~+ 1 modulo una rotaeion y una trasislacion.
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