
* Departamento de Economía. Universidad de Oviedo. Tel. (34) 985104876. Fax: (34)
985104871. Correo electrónico: fdelgado@uniovi.es. Dirección postal: Facultad de CC. Económi-
cas y Empresariales. Departamento de Economía. Avda del Cristo, s/n. 33071 Oviedo (España).

** Este trabajo es fruto de un proyecto de investigación financiado por el Instituto de Estu-
dios Fiscales en 2002-03. Versiones preliminares fueron presentadas en el «X Encuentro de Eco-
nomía Pública», «VII Encuentro de Economía Aplicada», «10th International Conference on
Computing in Economics and Finance», y «IV Oviedo Workshop on Efficiency and Producti-
vity». El autor desea expresar su agradecimiento a Nuria Bosch, Francisco Pedraja y Javier Suá-
rez Pandiello por la cesión de la base de datos empleada en la parte empírica del trabajo. Además,
a Rafael Álvarez Cuesta, Eduardo González, Javier Suárez Pandiello y dos evaluadores anónimos
por sus valiosos comentarios y sugerencias a versiones preliminares. No obstante, cualquier error
es responsabilidad exclusiva del autor.

F. J. DELGADO RIVERO *

Medición de eficiencia con redes
neuronales artificiales. 

Una explicación al servicio 
de recogida de basuras **

SUMARIO: 1. Introducción. 2. Redes neuronales artificiales. 3. Técnicas para la medición
de la eficiencia técnica. 3.1. Técnicas tradicionales. 3.2. Redes neuronales. 3.3. Compara-

ción de técnicas. 4. Aplicación al servicio de recogida de basuras. 4.1. Base de datos.
4.2. Modelos estimados. 4.3. Análisis comparativo de los resultados. 5. Conclusiones. 

Referencias bibliográficas

RESUMEN: En este trabajo se aborda la medición de eficiencia a través de las técnicas
de redes neuronales artificiales (RNA). En la primera parte, se presentan las características
más sobresalientes de estos modelos no lineales. A continuación se revisan sintéticamente las
técnicas habituales empleadas en la literatura de eficiencia, paramétricas y no paramétricas
(DEA y FDH). Junto a ellas se proponen las RNA para aproximar la frontera, y se discuten
las ventajas e inconvenientes en un análisis comparativo. Finalmente, se aplican las distintas
metodologías al servicio de recogida de basuras a partir de una muestra de municipios cata-
lanes, cuyos resultados son comparados a través de coeficientes de correlación (Pearson) y
rangos (Spearman).

Palabras clave: redes neuronales, eficiencia, frontera, DEA, servicios públicos locales

ABSTRACT: In this paper artificial neural networks (ANNs) are employed for efficiency
purposes. First part is dedicated to present the main features of ANNs. Then common tech-
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niques in efficiency literature are shortly reviewed, parametrics and non parametrics (DEA
and FDH). ANNs are proposed for frontier approximation with a brief discussion about
advantages and drawbacks. Finally, all these methodologies are applied to the refuse collec-
tion services with a sample of catalonian municipalities. Results are compared with Pearso-
n’s correlation and Spearman ranks correlation coefficients.

Keywords: neural networks, efficiency, frontier, DEA, local public services

1. Introducción

El análisis de eficiencia es un campo de creciente relevancia en el ámbito
de la actividad económica general y sin duda en el sector público en particu-
lar (Fox, 2002; Lovell y Muñiz, 2003), principalmente en su función de pres-
tación de bienes y servicios públicos. Los argumentos apuntados para justifi-
car el análisis de eficiencia en el sector público son diversos. Entre otros, la
magnitud de la actividad pública en el conjunto de la economía, la influencia
del gasto público como el gasto en infraestructuras sobre la eficiencia y pro-
ductividad del sector privado, la ausencia de competencia en gran parte de los
servicios públicos prestados, diferentes funciones objetivo que el sector pri-
vado, necesidad de justificar las actuaciones en un contexto presupuestario
cada vez más restrictivo...

En este trabajo se aborda la medición de eficiencia técnica incorporando a
los dos grandes bloques de técnicas tradicionales, paramétricas y no paramétri-
cas, una tercera vía a través de las redes neuronales artificiales (RNA), técnicas
que pueden ser consideradas semi no paramétricas. Estas técnicas, muy exten-
didas en otros campos en el ámbito económico (Zhang, Patuwo y Hu, 1998;
Vellido, Lisboa y Vaughan, 1999), apenas han sido empleadas en este contexto.

Las técnicas paramétricas, determinísticas o estocásticas, presentan incon-
venientes como la necesidad de especificar una forma funcional concreta,
Cobb-Douglas y translog son las más habituales, decisión casi siempre com-
plicada y no exenta de riesgos asociados a una posible incorrecta especifica-
ción. Sin embargo, se determinan fronteras estocásticas y es posible llevar a
cabo contrastes de validez de modelo, capacidad explicativa, etc.

Por otra parte, el análisis envolvente de datos (DEA), determinístico, care-
ce de la capacidad de contrastar la validez del «modelo». En positivo, estas
técnicas destacan por su flexibilidad al no imponer una cierta relación a prio-
ri, aunque será necesario adoptar unos supuestos sobre convexidad y rendi-
mientos a escala.

Las RNA son modelos estocásticos (semi) no paramétricos capaces de
aproximar funciones (Hornik, Stinchcombe y White, 1989) y sus derivadas
(Hornik, Stinchcombe y White, 1990). Serán útiles en entornos donde el pro-
ceso generador de datos es desconocido y/o se presentan no linealidades,
supuestos muy habituales en las relaciones económicas. Dadas las limitacio-
nes señaladas anteriormente de las técnicas más tradicionales, las RNA se pre-
sentan como una interesante opción en la aproximación de funciones de pro-
ducción (y de coste) y por tanto, en las estrategias de medición de eficiencia.

El objetivo de este trabajo es doble. Por un lado, discutir las ventajas e
inconvenientes de las RNA para la medición de eficiencia, en un marco com-
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parativo con las técnicas más tradicionales. Además de revisar las aproxima-
ciones neuronales, se propone una corrección para la estimación de la fronte-
ra mediante redes para evitar la influencia de observaciones extremas. Por otro
lado, pretendemos aportar evidencia empírica a partir de datos reales proce-
dentes del Sector Público con la finalidad de analizar las correlaciones en los
índices y rankings de eficiencia, así como estudiar si las diferentes técnicas
coinciden al señalar a las unidades más y menos eficientes de la muestra.

En términos comparativos respecto a las técnicas paramétricas, éstas impo-
nen estructura y fuertes supuestos, mientras que las RNA son técnicas muy fle-
xibles que no imponen tales restricciones. Esta diferencia es particularmente
útil en el contexto del Sector Público debido a que la tecnología es desconoci-
da, los precios no existen o no son relevantes, existen múltiples outputs...

Por otro lado, en DEA las medidas de eficiencia se derivan de una envol-
vente de las observaciones alcanzada a través de varios supuestos, entre ellos
la difícil elección entre rendimientos constantes o variables, decisión que en
caso de ser errónea distorsionará los resultados de eficiencia, con indicadores
superiores si se asumen rendimientos variables a escala. En las RNA las medi-
das están basadas en regresiones no lineales de carácter no paramétrico, sin
necesidad de asumir forma funcional ni tipo de rendimientos a escala. Así, es
posible detectar cualquier forma de la función de producción, incluyendo
zonas de congestión, como puede ocurrir en algunos bienes o servicios públi-
cos, por ejemplo el transporte público. Además, en contextos multi-output, las
RNA tratan a cada output de modo independiente en términos de eficiencia,
de forma que es posible concluir que una unidad es eficiente para unos out-
puts pero ineficiente para otros, facilitando la adopción de medidas de mejo-
ra específicas del output para la situación de cada empresa.

En síntesis, las RNA aventajan a las técnicas paramétricas por su mayor
flexibilidad y ausencia de supuestos. Por su parte, las RNA se basan en una
frontera de producción mediante regresión no lineal, sin necesidad de esta-
blecer supuestos sobre rendimientos a escala como en DEA, técnica con la
que no se obtiene una auténtica función de producción sino una frontera basa-
da en aproximaciones lineales de carácter local.

Tras discutir la aplicación de las RNA en eficiencia, se lleva a cabo la apli-
cación en el ámbito de los servicios públicos locales, concretamente el servi-
cio de recogida de basuras. Para ello se utilizará la base de datos de municipios
catalanes referida a 1998 empleada por Bosch, Pedraja y Suárez-Pandiello
(2001). Se comparan diversas alternativas para la aproximación de funciones
frontera. Paramétricas, con la función Cobb-Douglas y translog, como función
flexible. No paramétricas, DEA, envolvente convexa, y FDH, que relaja el
supuesto de convexidad. Y semi no paramétricas, las RNA.

Uno de los objetivos de la aplicación con datos reales consiste en deter-
minar la magnitud de las posibles diferencias en las ordenaciones de las uni-
dades con las distintas aproximaciones, así como los resultados medios, más
allá de las diferencias cuantitativas de los indicadores individuales de eficien-
cia. Para ello se llevará a cabo un análisis de correlación, a través del coefi-
ciente de Pearson, y correlación de rangos, mediante el coeficiente de Spear-
man. Otro objetivo consiste en detectar si existe concordancia entre las
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1 Obras de referencia general en RNA son Hertz, Krogh y Palmer (1991), Bishop (1995) y
Ripley (1996). Desde un enfoque estadístico y econométrico, destacan los trabajos de White
(1989), Cheng y Titterington (1994), Kuan y White (1994), Warner y Misra (1996) y Zapranis y
Refenes (1999).

distintas técnicas para señalar las unidades más eficientes y también las menos
eficientes, de modo que estos resultados sean más robustos al estar avalados
por diferentes aproximaciones.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En la sección segunda se
presentan las características básicas de las RNA. La sección tercera está dedi-
cada a las distintas técnicas de medición de eficiencia, que son revisadas sin-
téticamente, con especial atención a las RNA. Además, se revisan los estudios
de RNA relacionados con la medición de la eficiencia. La sección concluye
con una comparación de las distintas técnicas según diferentes criterios. En la
sección cuarta se recoge la aplicación al servicio de recogida de basuras. El
trabajo se cierra con una síntesis de las conclusiones alcanzadas y los resulta-
dos detallados por municipios.

2. Redes neuronales artificiales

Las RNA1 son modelos no lineales de gran flexibilidad donde las relacio-
nes entre variables se estudian a partir de las observaciones, tratándose de un
aprendizaje orientado por los datos. Las RNA constan habitualmente de tres
capas de unidades elementales o neuronas: capa de entradas, donde se intro-
ducen los inputs, capa intermedia u oculta, y capa de salidas, que proporcio-
na las estimaciones de la red.

La red neuronal más empleada es la red feedforward o perceptrón multi-
capa (MLP, Multi-Layer Perceptron), donde las unidades de cada capa están
conectadas con las unidades de la capa siguiente (Figura 1).

FIGURA 1.—Red neuronal típica con 1 output
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2 Los resultados obtenidos respecto a la propiedad de aproximación universal concluyen que
estas funciones de transferencia deben cumplir unas condiciones muy suaves: funciones acotadas,
diferenciables y monótonas crecientes. Así, tanto en la función logística como la tanh, su elección
está justificada, además, por la facilidad para obtener las derivadas primeras, claves en el proce-
so de estimación o aprendizaje.

Siguiendo la notación de Kuan y White (1994), la red feedforward con una
capa intermedia con r inputs, q nodos ocultos y 1 output puede expresarse
como:

f (x, θ) = F (β0 + Σq

j=1 βjG(~x’γj)) (1)

donde:

~x = (1, x1, x2,…, xr)’; j = 1, ..., q, recoge la unidad oculta; θ = (β0, β1,…, βq,
γ’1,…, γ’q). La función de activación en la capa de salidas será habitualmente la
función lineal o identidad, mientras que la no linealidad, y por tanto la capa-
cidad de aproximación universal, se introduce en la capa intermedia, a menu-
do con la función sigmoidal2:

1
G : ℜ → [0, 1] | G(a) = ———, a ∈ ℜ (2)

1 + e–a

También se emplea con frecuencia la función tangente hiperbólica tanh
que, en ocasiones, presenta mayor rapidez en la convergencia del algoritmo
(Bishop, 1995).

ea – e–a

G’ : ℜ → [–1, 1] | G’(a) = ————, a ∈ ℜ (3)
ea + e–a

Por tanto, la expresión (1) resultante será:

f (x, θ) = β0 + Σq

j=1 βjG(~x’γj) (4)

y el número de parámetros a estimar (p) en la red:

p = (r + 2) q + 1 (5)

En las RNA surgen dos cuestiones principales: la selección de la arqui-
tectura de la red y el entrenamiento o aprendizaje.

La selección de la arquitectura de la red, del modelo en términos econo-
métricos, consiste básicamente en determinar los inputs, tratamiento de los
datos, tamaño de la red y función de activación. En general se llevan a cabo
transformaciones de los datos iniciales, como normalización a [-1,1], [0,1] o
en general [a,b] que, si bien no son estrictamente necesarias, provocan que el
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3 Es frecuente utilizar medidas de información para la selección del modelo como SIC —
Schwartz Information Criterion— o AIC —Akaike Information Criterion—. No obstante, existen
en la literatura numerosas propuestas ad hoc para establecer las unidades ocultas: siendo n el
número de observaciones, 2r+1, 2r, r, r/2, r1/2, n/5r.

4 Por ejemplo Cooper (1999) señala que el valor estará habitualmente comprendido entre
0,01 y 0,5.

5 Este término estará también comprendido entre 0 y 1, y será constante o decreciente con
las iteraciones del proceso de estimación. Con frecuencia asume valores entre 0,7 y 0,9 (Cooper,
1999).

aprendizaje sea más rápido, disminuya la probabilidad de alcanzar un mínimo
local y se requiera menos unidades ocultas. Además, el output debe ser nor-
malizado debido a la función de activación empleada. Las neuronas interme-
dias (q) se determinan habitualmente a través de procesos de «prueba y
error»3, entrenando la red con q = 1, 2, 3, 4..., y siendo necesario acotar la
dimensión del modelo para mantener suficientes grados de libertad.

El entrenamiento de la red o estimación del modelo consiste en la bús-
queda de los parámetros que minimicen alguna función de coste, habitual-
mente el error cuadrático. En el ámbito de las redes el protagonismo recae en
el algoritmo backpropagation o algoritmo BP (Rumelhart, Hinton y Williams,
1986), o regla delta generalizada, proceso de descenso de gradiente. Siendo k
la iteración:

∂E
θk+1 = θk + η —— (6)

∂θk

donde el coeficiente de aprendizaje h, constante o variable (por ejemplo
1/k), previene cambios bruscos en los parámetros del proceso. En general
toma valores entre 0 y 1, y normalmente se toma un valor constante y reduci-
do4. Para iniciar el proceso, como valores iniciales de los parámetros se toman
números aleatorios, habitualmente muy bajos, por ejemplo en [-0,1,0,1]. Con
objeto de prevenir la detención del entrenamiento en mínimos locales, es fre-
cuente repetir el aprendizaje con distintos parámetros iniciales. El error se
propaga así hacia atrás corrigiendo los valores de los pesos hasta que se alcan-
ce el criterio de parada establecido, normalmente basado en un cierto número
(elevado) de iteraciones o un error admisible.

El algoritmo BP ha sido muy criticado por su lentitud, el problema de los
mínimos locales y su sensibilidad tanto a valores iniciales del proceso iterati-
vo como al valor del coeficiente de aprendizaje h. Una de las mejoras pro-
puestas consiste en añadir el término «momentum»5 m, para tratar el proble-
ma de los mínimos locales, incorporando un porcentaje del cambio
experimentado por la ponderación en la iteración anterior:

∂E
θk+1 = θk + η —— + µ∆θk-1 (7)

∂θk
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6 En ftp://ftp.sas.com/pub/neural/FAQ.html se recoge la mayor parte de este software, tanto
gratuito como comercial. Entre ellos podemos citar Neural Connection —módulo de SPSS—,
NeuroShell, NeuroSolutions, Neuralyst, SNNS —Stuttgart Neural Network Simulator—, etc. Por
otro lado, es bastante habitual trabajar con programación propia del investigador en programas
estadísticos generalizados, como por ejemplo en Matlab, que también dispone de un módulo
específico de redes neuronales, Neural Network Toolbox, al igual que RATS, Statistica, o SAS.

Efectuado el entrenamiento, se somete la red al test con datos no emplea-
dos inicialmente para verificar su validez o «capacidad de generalización».

La estimación también puede realizarse a través de técnicas de optimiza-
ción de mínimos cuadrados no lineales. El empleo del algoritmo Levenberg-
Marquardt (L-M) en redes neuronales (Hagan y Menhaj, 1994) está justifica-
do, entre otras razones, por su mayor rapidez respecto al BP y su facilidad de
cómputo.

Por último, consideramos que la disponibilidad de un software apropiado,
es decir, fiable, fácil de usar, de uso generalizado, etc., es crucial para la exten-
sión de esta técnica de modelización. Sin embargo, en el ámbito neuronal, no
existen a nuestro juicio programas de referencia general6 que implementen las
RNA.

3. Técnicas para la medición de la eficiencia técnica

3.1. TÉCNICAS TRADICIONALES

El análisis de la eficiencia en producción (Farrell, 1957) constituye un
área de constante interés en Economía, al tratar el uso adecuado de los esca-
sos recursos con la tecnología disponible. Por tanto, dada una tecnología, se
trata de obtener el máximo output dados unos inputs, o emplear los mínimos
inputs para alcanzar cierto nivel de output. Frente a este concepto de eficien-
cia técnica, surge la eficiencia asignativa cuando la tecnología varía y se toma
la mejor combinación de inputs dados los precios de los mismos. Farë, Gross-
kopf y Lovell (1985), Fried, Lovell y Schmidt (1993), Coelli, Prasada Rao y

Arquitectura (Modelo)

3 capas: input – intermedia – output

Seleccionar:

• inputs (teoría económica)

• tratamiento datos (e.g. 0,1)

• número unidades intermedias 

• funciones activación (logística, tanh)

Modelo parsimonioso (criterio información, e.g.
SIC)

Aprendizaje (Estimación)

Objetivo: minimizar función coste, e.g. suma
cuadrados errores

Métodos más empleados:

• backpropagation (BP)

• Levenberg-Marquardt (L-M)

Aprendizaje capaz de generalizar, extrapolar
ante nuevos valores de inputs

FIGURA 1.—Aspectos básicos de las redes neuronales artificiales
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7 Charnes, Cooper y Rhodes (1978) propusieron el modelo con rendimientos constantes a
escala, también conocido por CCR. Posteriormente, Banker, Charnes y Cooper (1984) lo exten-
dieron a rendimientos variables a escala, dando lugar al modelo BCC.

8 Sin embargo, la aplicación de métodos bootstrap permite llevar a cabo inferencias en con-
textos no paramétricos. Véase por ejemplo el trabajo de L. Simar y P.W. Wilson en Alvarez, coord.
(2001, cap. 14) para la técnica DEA. Además, se ha desarrollado la técnica DEA estocástica, si
bien no se encuentra muy extendida.

Battese (1998), Kumbhakar y Lovell (2000) y Álvarez (2001) constituyen
interesantes obras de referencia general en el análisis de eficiencia.

En este análisis resulta crucial la estimación de la función frontera, para
posteriormente comparar las unidades observadas con la frontera estimada y
determinar así la ineficiencia. Respecto a la estimación de la frontera, tradi-
cionalmente se ha realizado por dos grandes vías, paramétricas —determinís-
ticas y estocásticas— y no paramétricas, cuyos detalles pueden verse en las
obras referenciadas anteriormente. En síntesis, las técnicas paramétricas pre-
sentan algunos inconvenientes, como la necesidad de información fiable sobre
la tecnología para determinar la forma funcional, y su aplicación es compli-
cada en caso de múltiples outputs. Por otro lado, en las técnicas no paramé-
tricas o de programación matemática no se supone una forma funcional con-
creta, sino que los índices de eficiencia de las unidades productivas deben ser
estimados en el marco de los supuestos adoptados sobre la tecnología, habi-
tualmente desconocida, a partir de los datos disponibles. En este contexto des-
taca por su amplia utilización el Análisis Envolvente de Datos DEA (Charnes,
Cooper y Rhodes, 1978)7. Otra alternativa es la técnica Free Disposal Hull
FDH (Deprins, Simar y Tulkens, 1984). Las técnicas no paramétricas son
defendidas por su flexibilidad, y sus posibilidades en situaciones multi-output,
así como su adaptación a contextos en que los precios no son demasiado fia-
bles, como a menudo ocurre en el sector público. Los detractores de estas téc-
nicas señalan su carácter determinístico8 y su excesiva flexibilidad.

3.2. REDES NEURONALES

Además de estas dos alternativas tradicionales, existe una tercera opción
basada en las redes neuronales, que pueden verse como «semi no paramétri-
cas». En la tabla 2 se recoge una síntesis de los planteamientos y resultados
alcanzados en los diferentes estudios. Se advierte cierta escasez de modo que
aún es necesaria una importante investigación adicional tanto en las vertientes
teórica como empírica, con aplicaciones a datos reales y simulaciones para
analizar los posibles efectos de las decisiones a tomar en la elaboración de la
red neuronal.

Las redes neuronales utilizadas en este trabajo son modelos de regresión no
lineales. Por tanto, aproximan la función promedio a partir de las observacio-
nes disponibles a través del aprendizaje. En este proceso, se persigue minimi-
zar el error o distancia entre la observación y la red, de modo que habrá resi-
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duos positivos y negativos. Así, la red neuronal resultante del ajuste inicial de
los datos no constituirá una frontera de producción, sino una función de pro-
ducción no lineal. No obstante, es posible determinar unas medidas iniciales de
«eficiencia» a partir de la función estimada, modelo denominado RNA1.

• A partir de la red estimada – RNA1.
En este primer caso las medidas de eficiencia de cada unidad se estable-

cen respecto al comportamiento medio. Por tanto, los indicadores serán supe-
riores a 1 o 100% cuando la unidad evaluada presente un comportamiento
superior al promedio, e inferiores cuando sean «ineficientes». Así, no es
estrictamente comparable con las medidas de técnicas alternativas. Esta sen-
cilla medida es empleada en Athnassopoulos y Curram (1996) como «eficien-
cia no estandarizada» ENE:

yiEi
NE = — (8)

ŷi

Para alcanzar una verdadera frontera de producción existen las siguientes
opciones:

• Desplazamiento de la red según mayor residuo positivo – RNA2.
Bajo esta propuesta se procede del mismo modo que en mínimos cuadra-

dos ordinarios corregidos (COLS). La corrección por el máximo error positi-
vo del ajuste estará entonces influenciada también por la posible existencia de
outliers, y dará lugar a una frontera determinística. Ahora los indicadores esta-
rán comprendidos entre 0 y 1, valor máximo asignado a la unidad empleada
en la corrección. Athnassopoulos y Curram (1996) denominan a esta segunda
medida «eficiencia estandarizada» EE:

yiEi
E = ————— (9)

ŷi + maxi ε̂i

Respecto a DEA, la eficiencia no estandarizada (ENE) tiende a sobre-esti-
mar las medidas, y la eficiencia estandarizada (EE) a sub-estimar los indica-
dores.

Costa y Markellos (1997) utilizan una muestra sintética originada inyec-
tando ruido normal a la muestra original para el entrenamiento, y la muestra
observada para la validación cruzada (cross-validation). Si para la corrección
en COLS «se toma el mayor residuo positivo de la muestra generada, la fron-
tera resultante será estocástica».

• Desplazamiento de la red según media mayores residuos positivos –
RNA3.

Para tratar de atenuar el efecto del mayor residuo positivo sobre las medi-
das de eficiencia, en este trabajo proponemos la corrección de la red estima-
da según el valor medio de los mayores residuos positivos correspondientes a
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un porcentaje de observaciones. En concreto, se tomará el 5%. Así, las medi-
das de eficiencia quedarán determinadas por la expresión:

yiE’i
E = —————— (10)

ŷi + med (ε̂i
5%)

En este caso, habrá unas pocas observaciones con indicadores ligeramen-
te superiores a 1 o 100%, que serán corregidas para alcanzar tales valores al
ser consideradas eficientes. Respecto a RNA2, únicamente se producirá un
ligero aumento del indicador, sin apenas efectos sobre la ordenación de uni-
dades de producción.

• Mediante una red «sobreparametrizada» – RNA4.
Con esta propuesta de Costa y Markellos (1997), la red es capaz de ajus-

tarse de modo creciente a las observaciones, hasta alcanzar un cierto ratio
señal/ruido. Si el ajuste es muy severo, el resultado será similar al de la técni-
ca envolvente de datos. Posteriormente, la ineficiencia se determina por dis-
tancia de la observación a la frontera.

• Red que minimiza errores de un solo signo – RNA5.
La propuesta de Curram, Athnassopoulos y Shale (1999) consiste en inter-

venir en el proceso de aprendizaje de modo que el ajuste de la red conduzca
directamente a una frontera de producción. El objetivo por tanto consiste en
adaptar el aprendizaje para reducir el impacto de aquellos errores asociados a
observaciones situadas por debajo de la red ajustada, siendo el error del out-
put a minimizar:

FIGURA 2.—Función de producción y fronteras con redes neuronales

Y

X

•

•

•

• •

••
•

•

•
•

•
•

••
•

•
• •

•
red original
producción
frontera RNA1

red corregida
frontera RNA2

máx
residuo

red corregida
frontera RNA3media

residuos



64

F, J, Delgado Rivero

9 Figuras similares se encuentran en Costa y Markellos (1997) y Curram, Athnassopoulos y
Shale (1999).

(y – ŷ)2 si ŷ ≤ y{ (11)
φ (y – ŷ)2 si ŷ > y

donde f es el factor de escala del error, comprendido entre 0 y 1. Los resul-
tados obtenidos dependerán de la elección de este nuevo parámetro. Si se
toma un valor próximo a 1, el aprendizaje apenas será modificado, con lo que
se alcanzará la función promedio. Cuanto más próximo esté a 0, mayor será
la tendencia a elevar la función estimada por la red hacia la frontera. Esta sen-
sibilidad hacia este nuevo parámetro complica aún más el proceso de «prueba
y error» empleado en el contexto de las redes neuronales. Dado que se trata
de un novedoso planteamiento y a pesar de su gran atractivo, consideramos
que aún es pronto para seguir esta alternativa, por lo que no será empleada en
la aplicación de la cuarta sección.

3.3. COMPARACIÓN DE TÉCNICAS

En la figura 39 se representan genéricamente las posibilidades de estima-
ción de la frontera con un input y un output. En ella se trata de recoger el
carácter lineal de la aproximación econométrica y la gran flexibilidad de la
RNA, capaz de aproximar cualquier forma funcional, por ejemplo detectar
áreas de congestión.

FIGURA 3.—Alternativas para estimación de funciones frontera
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Una visión comparada de las alternativas se sintetiza en la tabla 3. Ningu-
na de las alternativas es globalmente superior al resto, de forma que las carac-
terísticas de cada problema particular determinarán la elección.

Entre las ventajas de las RNA, podemos destacar su flexiblidad y la ausen-
cia de supuestos sobre la forma funcional, difícil de conocer en la mayoría de
las relaciones económicas. Además, y respecto a DEA, en estos modelos es
posible recoger una hipotética influencia negativa de un input sobre el output,
las posibles mejoras de inputs o outputs no tienen por qué presentar cambios
radiales y en RNA se pueden emplear métodos de validación para contrastar
el modelo con unidades no empleadas en el entrenamiento. En contextos mul-
tioutput, las redes neuronales permiten que una unidad pueda ser eficiente
para ciertos inputs/outputs y no para todos, por lo que suministra orientacio-
nes específicas del output para mejorar la eficiencia, de interés para las uni-
dades ineficientes. Así, es posible realizar una ordenación para cada output
(Athannassopoulos y Curram, 1996).

Por el contrario, entre las desventajas de las RNA se encuentra la carencia
de suficientes estudios teóricos en este ámbito. Otros inconvenientes se refie-
ren a la interpretación de los resultados y el requisito de recursos técnicos para
su estimación, si bien éste último puede ser obviado en la actualidad. Las des-
ventajas respecto a DEA consisten en que esta técnica ha sido muy analizada
en la literatura teórica y empírica, las unidades ineficientes son comparadas
con unidades eficientes próximas y los algoritmos DEA, de estructura lineal,
no presentan los problemas de mínimos locales de los algoritmos empleados
en RNA.

4. Aplicación al servicio de recogida de basuras

La eficiencia en el servicio de recogida de basuras ha sido objeto de nume-
rosas investigaciones. Bosch, Pedraja y Suárez-Pandiello (2001) sintetizan las
principales características de 16 trabajos en el marco de este servicio público
local (como Cubbin, Domberger y Meadowcroft, 1986). Recientemente en

Criterio Econométrica DEA RNA

Supuestos: forma funcional, datos... Alto Medio Bajo

Flexibilidad Bajo-Medio Medio Alto

Fundamento teórico Alto Alto Medio

Aplicaciones en Eficiencia Alto Alto Bajo

Contexto multioutput No Sí Sí

Significación estadística Sí No Si

Interpretación de resultados Medio Bajo Medio

Estimaciones / proyecciones Alto No Medio

Coste: software, tiempo estimación... Bajo Bajo Alto

TABLA 3.—Comparativa de las alternativas en medición de eficiencia
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nuestro país, en Bosch, Pedraja y Suárez-Pandiello (2001) se emplea un
modelo DEA en 3 etapas, y consideran 2 outputs, la cantidad de basura reco-
gida y un indicador relacionado con la calidad, la frecuencia semanal de reco-
gida. Además de la eficiencia técnica, estudian la eficiencia de costes, consi-
derando como input el coste total del servicio.

4.1. BASE DE DATOS

La base de datos contiene información sobre el servicio de recogida de
basuras de 72 municipios catalanes de más de 5.000 habitantes para el año
1998 (datos recogidos en la tabla 10 al final del trabajo). Concretamente se
dispone del output residuos orgánicos recogidos (RES), y de los inputs capa-
cidad de los contenedores (CON), capacidad de la flota de vehículos (VEH) y
número de horas trabajadas por los empleados del servicio (TRA).

En la tabla 4 se presentan las estadísticas descriptivas de las variables. En
el análisis de correlaciones, se detecta una relación lineal positiva fuerte entre
los inputs contenedores (CON) y flota (VEH), 0,817, cuestión que deberá ser
tenida en cuenta en la fase de modelización y determinación de la frontera.
Otro aspecto destacado es la reducida correlación lineal entre el output y el
input 3 (TRA). La representación gráfica de ambos evidencia que un ajuste no
lineal sería más apropiado, aspecto destacado para la modelización basada en
redes neuronales.

Output RES Input 1 CON Input 2 VEH Input 3 TRA

Mínímo 1.506,20 67,20 4,00 480,00

Máximo 88.309,00 5.279,15 329,00 420480,00

Media 13.321,62 655,47 49,53 24088,50

Desv típica 18.015,36 970,33 61,82 52709,46

Coef Variación 1,35 1,48 1,25 2,19

1.er cuartil 3.799,39 181,16 18,88 5515,00

Mediana 7.389,00 360,15 26,50 8845,50

3.er cuartil 13.167,70 642,83 50,00 19514,70

Correlación lineal

Output  RES 1,000

Input 1  CON 0,931 1,000

Input 2  VEH 0,929 0,817 1,000

Input 3  TRA 0,487 0,419 0,504 1,000

TABLA 4.—Estadística Descriptiva
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10 El software EMS, desarrollado por H. Scheel, es gratuito y se puede obtener en: www.wiso.
uni-dortmund.de/lsfg/or/scheel

4.2. MODELOS ESTIMADOS

A continuación se describe cada una de las técnicas empleadas en la aplicación.

• Cobb-Douglas.
A partir de las estimaciones paramétricas realizadas, basadas en la tecno-

logía Cobb-Douglas y la forma flexible translog, se han realizado contrastes
de modelos restringidos, en los que no se puede rechazar que la tecnología sea
Cobb-Douglas.

Respecto al tipo de rendimientos a escala, los contrastes realizados basa-
dos en el test de Wald, conducen a rendimientos constantes a escala, tanto en
la especificación Cobb-Douglas como translog, al igual que la mayoría de los
trabajos realizados para este servicio público local.

Los resultados de las estimaciones se recogen en la tabla 5 y han sido
obtenidos en LIMDEP 7.0. Tal y como se detectó en el análisis exploratorio
inicial, la elevada correlación entre los inputs VEH y CON provoca un resul-
tado inesperado. El coeficiente asociado al input VEH resulta negativo, si bien
es muy reducido y no significativo. No obstante, ninguno de los resultados se
ve afectado eliminando el input VEH, por lo que hemos considerado conve-
niente mantener los 3 inputs para su comparación con el resto de técnicas. En
cuanto a la frontera estocástica, los parámetros de varianza no resultan signi-
ficativos, dando lugar a unos resultados de eficiencia muy semejantes a la
opción determinística.

• DEA y FDH.
Los resultados del Análisis Envolvente de Datos han sido obtenidos con el

software EMS10 y han sido estimadas las fronteras considerando rendimientos
constantes (DEA rce) y variables a escala (DEA rve). En cuanto a la técnica
FDH, también se ha empleado el programa EMS.

Cobb-Douglas det. Cobb-Douglas estoc.

Constante 2,2188 (7,17) 2,3240 (3,21)
Ln CON 0,8002 (13,20) 0,8004 (12,77)
Ln VEH -0,0483 (-0,67) -0,0494 (-0,73)
Ln TRA 0,2311 (4,58) 0,2321 (3,965)
λ = σu/σv (u semi-normal) 0,5286 (0,17)
σ = (σ2

u + σ2
v)

1/2 0,2996 (1,26)

R2 ajustado 0,9176

Rendimientos escala F = 0,1797
Test de Wald p = 0,673
H0: β1 + β2 + β3 = 1

TABLA 5.—Resultados estimación Cobb-Douglas
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11 Concretamente, la red 3-7-1 permite un ajuste casi total, R2 = 0,9930, lo que hace más pro-
bable la modelización del ruido de los datos.

12 Según la expresión (5), el número de parámetros con 3 inputs y 1 output, será de 11 con
2 unidades ocultas, 16 con 3... hasta un total de 51 con 10 neuronas intermedias.

13 La columna de datos «medios» para cada municipio se introduce a modo informativo o
descriptivo, sin otro objetivo que facilitar la lectura e interpretación comparativa de los resulta-
dos. Se trata de medias simples tras reescalar las medidas de RNA1 a un índice máximo de 1.

• Redes neuronales.
Hemos considerado los modelos denotados como RNA1, RNA2 y RNA3,

correspondientes a la red estimada, la red corregida por el mayor residuo posi-
tivo y la red corregida por la media de los mayores residuos positivos, res-
pectivamente. También hemos estimado la red sobreparametrizada11, modelo
RNA4, con unos resultados que apenas difieren de los anteriores (RNA2 y
RNA3) y, por tanto, no se incluyen en los resultados.

En concreto, se trata de estimar una red con 3 inputs y 1 output. Respecto
a la capa intermedia, se han estimado redes con un número de unidades ocul-
tas entre 2 y 1012. La selección final de la red se ha basado en el criterio de
información SIC, a partir del cual se han considerado 4 unidades en la capa
intermedia. En cuanto a las funciones de activación, se ha tomado la función
tanh en la capa intermedia y la lineal-identidad en la de salida.

Los datos iniciales han sido reescalados a [-1,1]. El aprendizaje se ha rea-
lizado a través del algoritmo Levenberg-Marquardt (L-M). Como criterio de
parada se ha tomado un máximo de 1000 iteraciones o epochs para evitar el
sobre-entrenamiento (overtraining), siendo detenido anteriormente si se pro-
duce un estancamiento del error de ajuste. El aprendizaje se ha reiniciado 20
veces con distintos pesos aleatorios iniciales.

4.3 Análisis comparativo de los resultados
Al final del trabajo (tablas 11 y 12) se presentan las estimaciones de efi-

ciencia así como las ordenaciones según las diferentes metodologías utiliza-
das13.

En primer lugar, consideramos que los resultados obtenidos bajo los dis-
tintos enfoques, sintetizados en las tablas 7 a 9, no deben ser tomados como
alternativos, sino más bien complementarios, al aportar visiones distintas de
un mismo fenómeno observado desde diferentes metodologías y bajo distin-
tos supuestos de trabajo.

Concepto Resultado

Transformación datos iniciales [-1,1]
Arquitectura red 3-4-1

Función activación oculta / salida tanh / lineal
Algoritmo Levenberg-Marquardt

Epochs (máx.) 1000
R2 0,9854

TABLA 6.—Red neuronal estimada
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Aunque resulta difícil llevar a cabo una comparativa de los resultados, se han eva-
luado aspectos como la eficiencia media, la variabilidad de los índices, las ordena-
ciones de unidades de mayor a menor eficiencia y el número de unidades eficientes.

• Índices medios de eficiencia.
La eficiencia media estimada en los modelos neuronales (RNA2 y RNA3)

es similar a la obtenida con la función Cobb-Douglas determinística y DEA
con rendimientos constantes a escala. Por otro lado, la media resulta superior
bajo DEA con rendimientos variables a escala y, especialmente, con FDH, ya
que en esta técnica son consideradas eficientes un elevado número de unida-
des, tal y como se detalla más adelante.

• Variabilidad de los indicadores.
En cuanto a la variabilidad de las medidas, los indicadores de redes neu-

ronales y DEA con rendimientos variables resultan muy volátiles, tal y como
se desprende de los indicadores de dispersión utilizados, desviación típica y
rango. En los modelos neuronales y dada su gran flexibilidad, las unidades
menos eficientes presentan indicadores próximos a 0,2.

• Correlación de los índices de eficiencia.
Los coeficientes de correlación de Pearson (tabla 8) revelan un elevado gra-

do de concordancia en las medidas de eficiencia entre el modelo de red RNA1
y las técnicas paramétricas (en torno a 0,8) y DEA con rendimientos constantes
a escala (0,7). En cuanto a los modelos RNA2 y RNA3 se aprecian correlacio-
nes más altas con las mismas técnicas, si bien sensiblemente inferiores (0,5).
También se presenta una elevada correlación entre las técnicas no paramétricas.

Uno de los resultados más destacados es que los modelos neuronales pre-
sentan mayor correlación con DEA rendimientos constantes a escala que con
DEA rendimientos variables. Este resultado, también alcanzado por Athnas-
sopoulos y Curram (1996), parece corroborar los rendimientos a escala con-
cluidos en el análisis paramétrico.

C-D C-D DEA DEA FDH RNA 1 RNA 2 RNA 3
det. estoc. rce rve

Media 0,5227 0,8946 0,6049 0,7268 0,9145 1,0118 0,5221 0,5569

Mínima 0,2698 0,8318 0,2796 0,3277 0,4672 0,5092 0,1671 0,1903

Máxima 1,0000 0,9374 1,0000 1,0000 1,0000 1,8640 1,0000 1,0000

Rango 0,7302 0,1056 0,7204 0,6723 0,5328 1,3548 0,8329 0,8097

1er cuartil 0,4339 0,8847 0,4987 0,5979 0,8534 0,8751 0,3101 0,3383

Mediana 0,5103 0,8986 0,5651 0,6957 1,0000 1,0000 0,4944 0,5374

3er cuartil 0,5959 0,9100 0,7285 0,8901 1,0000 1,1173 0,7004 0,7391

Desv típica 0,1483 0,0232 0,1882 0,1918 0,1367 0,2698 0,2365 0,2360

Coef variac.0,2837 0,0260 0,3111 0,2639 0,1495 0,2666 0,4530 0,4238

U. eficientes 1 0 7 15 45 35 1 2

TABLA 7.—Síntesis de resultados
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• Ordenaciones de unidades.
Los resultados derivados del coeficiente de rangos de Spearman (tabla 9),

significativos en su mayoría a niveles del 1%, revelan un comportamiento
similar al descrito en el apartado anterior: ranking muy semejante del modelo
RNA1 y las técnicas paramétricas (coeficiente próximo a 0,8), al igual que
entre las no paramétricas (0,76). Por otro lado, los modelos neuronales RNA2
y RNA3 presentan una correlación moderada, 0,5, con los modelos economé-
tricos y DEA con rendimientos constantes a escala.

En cuanto a las primeras posiciones, todas las alternativas coinciden en
señalar como más eficientes a los municipios de Calella, Sant Adrià de Besòs
y Viladecans. En el otro lado de la ordenación, no se aprecia esta unanimidad,
si bien algunos municipios son relegados a las últimas posiciones en todas las
metodologías, como Alcanar, Escala, Roquetes, Deltebre, Navás, o Tiana. No
obstante, las distintas técnicas deparan puestos muy desiguales para algunos
municipios. Por ejemplo Sènia, eficiente bajo DEA con rendimientos varia-

C-D det. C-D est. DEA rce DEA rve FDH RNA 1 RNA 2 RNA 3

C-Ddet. 1,0000

C-Dest. 0,9373 1,0000

DEArce 0,7716 0,7617 1,0000

DEArve 0,6413 0,6550 0,7861 1,0000

FDH 0,5099 0,6025 0,5871 0,7411 1,0000

RNA 1 0,8221 0,7829 0,7015 0,5962 0,5638 1,0000

RNA 2 0,5269 0,4694 0,4380 0,3750 0,2628* 0,4173 1,0000

RNA 3 0,5478 0,4917 0,4576 0,3764 0,2751* 0,4437 0,9986 1,0000

TABLA 8.—Coeficiente de correlación de Pearson

Todos los coeficientes resultan significativos al 1%, excepto los marcados con * , significa-
tivos al 5%

C-D det. C-D est. DEA rce DEA rve FDH RNA 1 RNA 2 RNA 3

C-Ddet. 1,0000

C-Dest. 0,9999 1,0000

DEArce 0,8326 0,8343 1,0000

DEArve 0,6368 0,6385 0,7626 1,0000

FDH 0,5359 0,5359 0,6451 0,7964 1,0000

RNA 1 0,7841 0,7846 0,7812 0,5996 0,6041 1,0000

RNA 2 0,4694 0,4689 0,4877 0,3076 0,2281** 0,3940 1,0000

RNA 3 0,4909 0,4904 0,5094 0,3229 0,2485* 0,4208 0,9986 1,0000

TABLA 9.—Coeficiente de correlación de rangos de Spearman

Todos los coeficientes resultan significativos al 1%, excepto los marcados con * , significa-
tivos al 5%
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bles y FDH, la menos eficiente bajo los modelos neuronales RNA2 y RNA3,
y en posiciones en torno al 50 en las técnicas econométricas. Estas discrepan-
cias, habituales en los estudios comparativos, se deben a las diferencias exis-
tentes entre las distintas metodologías.

• Unidades eficientes.
El número de municipios declarados eficientes es muy diferente entre las

distintas metodologías dadas sus características metodológicas, si bien pode-
mos sintetizar de nuevo en el acuerdo sobre las unidades más eficientes: Sant
Adrià de Besòs, Calella y Viladecans.

Así, a través de la estimación econométrica determinística y el modelo de
red RNA2 tan solo un municipio resulta eficiente. Si bien este municipio no
es el mismo, en el primer caso es Calella, y en el segundo, Viladecans, ambos
presentan un puesto en el ranking muy parecido, tal y como se describió ante-
riormente. Este municipio eficiente, Viladecans, también es considerado así
con DEA rendimientos variables y FDH, y ocupa puestos muy altos con el
resto. Con RNA3, además de Viladecans, se señala como eficiente el ya men-
cionado Sant Adrià de Besòs, idéntico resultado que bajo las especificaciones
DEA, con rendimientos constantes y variables, FDH y RNA1. Bajo la técnica
FDH, 45 (de 72) observaciones son declaradas eficientes, resultado que evi-
dencia el escaso poder discriminatorio de esta metodología, mientras que en
RNA1 lo son 35 municipios, si bien es necesario recordar que bajo esta apro-
ximación ser eficiente consiste en presentar un comportamiento superior al
promedio. Finalmente, el análisis DEA contempla 7 y 15 unidades eficientes
con rendimientos constantes y variables respectivamente. Este resultado pue-
de ser considerado como una desventaja frente a los modelos neuronales, que
permiten una ordenación completa de los municipios analizados.

5. Conclusiones

Las redes neuronales constituyen un instrumento para la estimación de
funciones de producción y funciones frontera para la medición de eficiencia,
dada su propiedad de aproximador universal de funciones y sus derivadas. En
este contexto, debe ser considerada como una técnica complementaria de las
habitualmente empleadas, paramétricas y no paramétricas, cuyos resultados
conjuntos orientarán las medidas a adoptar por la empresa o el sector público
en aras de incrementar su eficiencia técnica.

En un análisis comparativo de las diferentes metodologías para la medi-
ción de eficiencia, hemos concluido que las RNA aventajan a las técnicas
paramétricas por su mayor flexibilidad y ausencia de supuestos. Además, en
el ámbito del Sector Público, los problemas de las técnicas paramétricas se
agudizan dadas las peculiaridades de este sector, por ejemplo, el desconoci-
miento de la forma de la función de producción. Por su parte, las RNA se
basan en una frontera de producción mediante regresión no lineal, sin necesi-
dad de establecer supuestos sobre rendimientos a escala como en DEA, técni-
ca con la que no se obtiene una auténtica función de producción sino una fron-
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tera basada en aproximaciones lineales de carácter local, de modo que la elec-
ción entre rendimientos constantes o variables no tiene siempre una justifica-
ción adecuada.

En este trabajo se han considerado tres alternativas basadas en redes neu-
ronales: la función de producción estimada, y las fronteras determinadas
corrigiendo la estimación por el mayor residuo positivo o una media de los
mayores residuos positivos, asociados al 5% de observaciones, para evitar un
efecto demasiado elevado por parte de observaciones extremas.

La aplicación al servicio de recogida de basuras, con una muestra de muni-
cipios catalanes, pone de manifiesto la heterogeneidad de resultados alcanza-
dos con las distintas metodologías: determinística, estocástica, DEA, FDH y
redes neuronales. No obstante, se detecta cierta similitud en la ordenación por
eficiencia, destacando que tres municipios son señalados como eficientes por
la gran mayoría de alternativas (Sant Adrià de Besòs, Calella y Viladecans), así
como el grupo de municipios menos eficientes. De este modo, estos resultados
son más robustos a la especificación de la medida de la eficiencia.

Una ventaja de los modelos neuronales (RNA2 y RNA3) respecto a DEA
es que los primeros permiten una ordenación completa de las unidades o
municipios, mientras que las especificaciones DEA señalan como eficientes
un grupo bastante amplio de unidades, 15 de 72 en el caso de rendimientos
variables a escala.

Los indicadores de eficiencia presentan mayor variabilidad en los mode-
los neuronales y DEA con rendimientos variables a escala. Además, los mode-
los de redes presentan mayor correlación con DEA rendimientos constantes
que con DEA rendimientos variables a escala, en consonancia con los rendi-
mientos detectados en la aproximación econométrica.

Finalmente, sería positivo disponer de un mayor número de trabajos tanto
a nivel teórico, mediante simulaciones, como aplicado a diferentes bases de
datos reales, para comprobar si finalmente es «eficiente» el uso de estas com-
plicadas técnicas al campo de la eficiencia. Otros temas pendientes en el
ámbito de la medición de la eficiencia con redes neuronales se refieren por
ejemplo al tratamiento de outliers, la introducción de inputs no controlables y
las potencialidades descritas en los escenarios multioutput, al poder conside-
rar la eficiencia en alguno de los múltiples outputs de una unidad de toma de
decisiones.
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Anexo. Datos y resultados detallados por municipios
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