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Acerca del analisis de funciones a través de sus grificas:
Concepciones alternativas de estudiantes de bachillerato!

Crisélogo Dolores Flores®

RESUMEN

Este articulo centra su atencién en concepciones alternativas de estudiantes de bachillerato,
las cuales fueron reveladas mediante un cuestionario en el que se plantearon preguntas sobre
el andlisis de funciones a través de sus gréficas cartesianas. Las preguntas se refirieron a la
determinacién de intervalos de crecimiento, decrecimiento, puntos de estabilizacién y coor-
dinaci6n de propiedades de ubicacién y comportamiento. En la investigaci6n participaron 40
alumnos de bachillerato, a quienes se les aplicé el cuestionario después de que habfan estu-
diado el tema de graficaci6n, sin usar derivadas. Las concepciones alternativas detectadas
indican que una parte significativa de los estudiantes consideran que una funci6n tiene imé4-
genes positivas si su gréfica tiene abscisas positivas, sin importarles el signo de sus ordena-
das; tales ideas andlogas se hallaron para las funciones con imédgenes negativas. As{, suponen
que una funcién tiene puntos estacionarios donde la gréfica corta al eje x, o bien cuando sus
abscisas son equivalentes a cero. También se identificé una relacién fuerte de concomitancia,
por un lado, entre la funcién creciente y con imégenes positivas, por otro, entre la funcién
decreciente y con imédgenes negativas.

PALABRAS CLAVE: Andlisis de funciones, gréficas, concepciones alternativas, pensamiento
variacional.

On the analysis of functions through its graphs:
alternative conceptions of secondary level students

ABSTRACT

This article is focused to center the alternative conceptions of students at a secondary level
which are found in answers to questions of a questionnaire about the analysis of functions
trough its Cartesians graphics. The proposed questions consist on the determination of areas
or increasing intervals, decrease, stabilization and coordination of the simultaneous properties,
so much on the plan location or the behavior itself. This research was carried out with forty
students at the secondary level, just after they have studied the topics of graphics and analysis
of functions without using derivatives. The alternatives conceptions found show us that an
important part of the students consider that a function is positive if its graphic has positive
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abscissas, no matter the signs of its ordinates, analogous conceptions were found for negative
functions, they considered that a function has station points where the graphics cut the x axis,
or when has abscissas equal to zero. Moreover we noted that, on the one hand there is a strong
relationship of concomitance between the increasing function and the positive function, on
the other hand between decreasing function and negative function.

KEY WORDS: Analysis of functions, graphics, alternatives conceptions, variational thinking

Andlise de fun¢6es por meio de seus graficos:
concepcoes alternativas de estudantes de ensino médio

RESUMO

Este artigo centra sua ateng@o nas concepgdes alternativas de estudantes de ensino médio, as
quais foram reveladas mediante um questiondrio em que se apresentaram questdes sobre a
analise de fungdes por meio de seus graficos cartesianos. As questdes se referiam a
determinagéo de intervalos de crescimento, decrescimento, pontos de estabilizagdo e
coordenagao de propriedades de localizagio e comportamento. Na pesquisa participaram 40
alunos de ensino médio. O questiondrio foi aplicado depois que haviam estudado o tema de
esbogo gréfico, sem o uso de derivadas. As concepgdes alternativas detectadas indicam que
uma parte significativa dos estudantes consideram que uma fungdo possui irnagens positivas
se seu grafico possui abscissas positivas, sem prestar a ateng&o no sinal suas ordenadas. Tais
idéias andlogas se encontraram para as fungfes com imagens negativas. Assim, supdem que
uma fung@o possui pontos estaciondrios onde o grifico corta o eixo x, ou quando suas abscis-
sas sdo equivalentes a zero. Também se identificou uma relagdo forte de concomitancia, por
um lado, entre a fungio crescente e com imagens positivas, por outro, entre a fungio decrescente
€ com imagens negativas.

PALAVRAS CHAVE: Andlise de fungdes, grificos, concepgdes alternativas, pensamento
variacional.

A propos de I’ analyse des fonctions moyennant ses graphiques:
conceptions alternatives d’ étudiants du Lycée

RESUME

Cet article centre I’ attention dans les conceptions alternatives d’ étudiants du lycée, les quel-
les ont été révélées moyennant un questionnaire ot ont été versées des questions sur 1’ analyse
des fonctions a travers ses représentations graphiques cartésiennes. Les questions versaient a
la détermination des intervalles de croissances, points d’ stabilisation et coordination des
propriétés de repere et comportement. Dans la recherche ont participé 40 éleves du lycée aux
quels le questionnaire fut appliqué apres ils avaient étudié les représentations graphiques,
dérivées exclues. Les conceptions alternatives détectées indiquent qu’ une proportion signifi-
cative des éleves considerent qu’une fonction a des images positives si son graphique a des
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abscisses positives sans importer le signe des ses ordonnées ; telles analogies ont été trouvées
pour les fonctions avec des images négatives. Ainsi, ils supposent qu’ une fonction a des
points stationnaires ot la graphique coupe 1’ axe des x, ou bien quand ses abscisses sont
équivalentes a zéro. Aussi on a identifié une relation de forte concomitance, par un coté, entre
la fonction croissante et avec des images positives, par 1’ autre coté entre la fonction décrois-
sante et avec des images négatives.

MOTS CLES: analyse des fonctions, graphiques, conceptions alternatives, pensée

variationelle. |

1. Introduccion

El andlisis de funciones es un tema que abar-
ca el curriculum matemaético del preuniversi-
tario. Asi se puede constatar en Howson
(1991); IBERCIMA (1992); NCTM (2000) y
SEP, SEIT, DEGTIy COSNET (1988). Dicho
tema generalmente es abordado por los jove-
nes mexicanos de bachillerato en el curso de
Cilculo Diferencial®, inclusive hasta con las
herramientas que proveen los procesos infi-
nitos, como el limite y la derivada. ;Pero qué
sucede con las concepciones de los alumnos
durante el proceso de andlisis de funciones?

Alo largo de los 1iltimos tres afios nos hemos
dedicado a investigar esas concepciones en-
tre estudiantes de bachillerato y principian-
tes universitarios, asi como entre profesores
de matematicas (Dolores y Guerrero, 2002),
de Fisica y futuros maestros de esta asignatu-
ra. Asumimos de entrada que poder analizar
el comportamiento de funciones es una de las
habilidades bésicas para el desarrollo del pen-
samiento y lenguaje variacional, que precisa
—como sefialan Cantoral y Farfan (2000)- de
procesos temporalmente prolongados, a juz-
gar por los tiempos didécticos habituales.
Supone, por ejemplo, del dominio de la
matemdtica bésica y de los procesos del pen-
samiento asociados, pero exige simultinea-
mente de diversas rupturas con los estilos del

pensamiento prevariacional, como el alge-
braico.

Esa ruptura, ademds, no puede ser sostenida
exclusivamente al seno de lo educativo con
base en un nuevo paradigma de rigor que se
induce simplemente de la construccién de los
nimeros reales como fundamento de la
aritmetizacion del andlisis, ni tampoco puede
sustentarse s6lo en la idea de aproximacién,
sino que debe ayudar también a la matema-
tizacién de la prediccién de los fené6menos
de cambio. Para acceder al pensamiento y len-
guaje variacional se requiere, entre otras co-
sas, del manejo de un universo de formas
gréficas extenso y rico en significados por
parte del que aprende. Luego entonces, com-
prender los procesos de interpretacion de las
grificas de funciones puede contribuir al es-
clarecimiento del desarrollo de esta forma de
pensamiento entre los estudiantes.

2. Planteamiento del problema

Varias investigaciones han reportado las
dificultades y errores que cometen los estu-
diantes al construir, comunicar o extraer in-
formacidén de las grificas (Wainer, 1992;
Fabra y Deulofeu 2000; Acuiia, 2001) para
articular diferentes representaciones ligadas
al concepto de funcién (Hitt, 1988). Una cla-

3 El célculo diferencial se estudia en el segundo semestre del grado 11, o en algtin semestre del grado
12 de escolaridad, que en el sistema educativo mexicano corresponden al bachillerato.
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sificacion de los problemas en la compren-
si6n gréfica (Leinhardt et al., 1990) toma en
cuenta las confusiones entre pendiente y al-
tura y entre intervalo y punto, al igual que la
consideraci6n de la grafica como un dibujo y
la idea de que est4 construida por un conjun-
to discreto de puntos.

Por nuestra parte (Dolores, 1998), hemos en-
contrado algunas dificultades parecidas a las
anteriores. Las tres cuartas partes de 112 es-
tudiantes de bachillerato que habfan conclui-
do su curso de Cilculo Diferencial, cuando
se les pregunt6 por la velocidad de un cuerpo
que cae por accién de la gravedad, dieron f{1,)
en vez de f(tp): ofrecieron como respuesta la
magnitud de la ordenada para #, en vez de la
pendiente de la curva en el punto (f, f(1y)).
Azcérate (1993), al investigar los esquemas
conceptuales asociados con el concepto de
pendiente, ya habia notado que la mayorfa de
los alumnos caracterizados con perfil geomé-
trico vinculan el 4ngulo de inclinacién de la
recta con la pendiente y, en algunos casos,
con la magnitud de la ordenada al origen o
con el punto donde la recta corta al eje de las
y. Otros estudios sugieren que muchos estu-
diantes tratan con las funciones de una forma
puntual; es decir, pueden trazar y leer puntos,
pero no reflexionan sobre el comportamiento
de la funcién en intervalos definidos o en for-
ma global (Bell y Janvier, 1981).

Las situaciones son parecidas con las repre-
sentaciones gréaficas de variables tiempo-dis-
tancia de fen6menos fisicos. Un trabajo
amplio sobre las concepciones alternativas
que afloran en la lectura de grificas cartesia-
nas del movimiento fisico —realizado entre
profesores de fisica y estudiantes de varios
niveles— se reporta en Dolores, Alarcén y
Bello (2002). En €], se detect6 que los estu-
diantes conciben la condicién mayor veloci-
dad media, por un lado, como asociada con
la representacién gréfica de la ordenada de
mayor altura o el intervalo al que le corres-

ponden las ordenadas de mayor altura, por
otro, con el segmento rectilineo de mayor lon-
gitud de la gréfica. Cuando hacen estimacio-
nes de la velocidad media en una grifica
constituida por un segmento rectilfneo para-
lelo al eje de las #, las concepciones alternati-
vas halladas se vinculan con la magnitud de
la ordenada, mientras que otros operan con
los extremos o el medio del intervalo de tiem-
po con su respectiva ordenada constante (los
multiplican o dividen).

Respecto ala mayor velocidad inicial, se nota
una tendencia muy marcada entre los estu-
diantes, que disminuye en los profesores, a
elegir la gréfica que parte del origen, pero con
ordenada mayor que cero. En cuanto a la ve-
locidad negativa, los estudiantes y profeso-
res 1a asocian mayoritariamente con la grifica
cuyas ordenadas son negativas, y pocos con
gréficas de rectas con pendiente negativa: algo
parecido ocurre cuando se les pide la menor
rapidez. La gran mayoria de los cuestionados
relacionan la gréfica cartesiana que se ase-
meja a la trayectoria para el caso de la caida
libre de los cuerpos; esta concepci6n equipa-
ra el recorrido del movimiento fisico con su
gréfica cartesiana.

La interpretacién de graficas requiere nece-
sariamente de procesos agudos de visualiza-
cién; sin embargo, muchos estudiantes se
muestran reticentes a utilizar el pensamiento
visual (Einsemberg y Dreyfus, 1991). Prefie-
ren el trabajo algorftmico debido a que el pen-
samiento visual implica procesos cognitivos
superiores a los que demanda aquél. No obs-
tante las dificultades y las resistencias por el
desarrollo de un pensamiento visual, la lec-
tura de gréficas constituye una actividad ne-
cesaria para la comprensién de los procesos
de variaci6én. En este sentido, afirma Even
(1998), quienes utilizan con facilidad y libre-
mente el andlisis global de los cambios en las
representaciones graficas tienen una mejor y
poderosa comprensién de las relaciones en-
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tre ellas que la gente que prefiere restringirlo
a las caracterfsticas locales y especificas.
Nosotros, al igual que Moschkovich, Schoen-
feld y Arcabi (1993), pensamos que la utili-
zacién coordinada de ambas formas de
anilisis puede contribuir de mejor manera a
desarrollar la habilidad de anélisis de funcio-
nes a través de sus graficas.

La lectura e interpretaci6n del comportamien-
to de las funciones a través de sus gréficas
provoca muchos conflictos cognitivos en los
estudiantes; sin embargo, si se quiere progre-
sar es necesario abordar estos temas en tér-
minos de obsticulos (Bachelard, 1988),
considerando los conocimientos previos de
los alumnos (Ausubel et al., 1995). El desa-
rrollo del pensamiento variacional implica
cambios y rupturas conceptuales con conoci-
mientos previos o espontineos; por ello, nues-
tro principal problema en este trabajo consiste
en investigar qué concepciones alternativas
poseen los estudiantes cuando se les plantean
tareas de andlisis de funciones. Esto puede
ayudar a conocer més esas ideas para poder
orientar futuros trabajos hacia el cambio con-
ceptual intencional en pro del desarrollo del
conocimiento, en particular de aquel que de-
nominamos pensamiento y lenguaje varia-
cional.

3. Concepciones alternativas
y visualizacién

La visualizaci6én se caracteriza por comple-
jos procesos de interaccién entre las repre-
sentaciones pictéricas externas (gréificas,
figuras, etcétera) y la formacién de imégenes
mentales en el individuo. Ahora bien, la ca-
pacidad para visualizar cualquier concepto
matemético o problema requiere de la habili-
dad de interpretar y entender la informacién
figurativa sobre el concepto mismo, manipu-
larla mentalmente y expresarla mediante un
soporte material (Castro y Castro, 1997).

Desde el punto de vista de la educacién ma-
temdtica, la visualizacién incluye dos direc-
ciones: la interpretacién y comprensién de
modelos visuales y la habilidad para traducir
en imégenes visuales la informacién que es
dada en forma simbélica (Dreyfus, 1993).

Sobre tal base, €l presente trabajo emplea las
gréficas y el lenguaje verbal escrito como
medios para indagar en las concepciones e
interpretaciones de los estudiantes acerca de
los conceptos y relaciones mateméticas en
torno al comportamiento de funciones. Lla-

ma la atencién que, con frecuencia, las inter-

pretaciones de los estudiantes, producto de la
visualizacion que hacen de las grdficas y los
significados que les atribuyen, no son con-
gruentes con los significados aceptados en la
matemaética, generando la aparicién de erro-
res y concepciones alternativas.

Los estudiantes desarrollan ideas de su mun-
do, significados para palabras usadas en la
ciencia y estrategias para obtener explicacio-
nes acerca de c6mo y por qué las cosas se
comportan de tal o cual manera. A estas cate-
gorias de creencias, teorias, significados y

_ explicaciones se les denomina con el término

concepciones de los estudiantes (Osbome y
Wittrock, 1983).

Cuando esas concepciones entran en conflic-
to con los significados aceptados emergen las
concepciones erréneas, los errores sistemd-
ticos, preconceptos y concepciones alterna-
tivas (Confrey, 1990). Dichos términos tienen
diferente connotacién en la educaci6n
matemética y, por tanto, reflejan perspectivas
distintas acerca de c6mo se concibe el cono-
cimiento de los estudiantes. Mevarech y
Kramarsky (1997) hacen una diferenciacién
de estos conceptos: mientras las nociones
equivocadas y los errores sisteméticos des-
criben rasgos incorrectos de los conocimien-
tos de los alumnos que son repetibles y
explicitos, los preconceptos y las concepcio-
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nes alternativas tienen una connotacién mds
neutral, pues enfatizan el cambio desde los
errores de los jévenes hasta las diferentes ma-
neras en que ellos entienden las tareas dadas.

Dentro de la prictica escolar tradicional, los
profesores esperamos que los estudiantes con-
testen nuestros cuestionamientos de la mis-
ma manera como se los ensefiamos; cuando
sus respuestas son diferentes, no las acepta-
mos como validas. Las concepciones alter-
nativas son propias de los estudiantes y, una
vez expresadas verbalmente o por escrito, nos
permiten conocer rasgos importantes de su
pensamiento.

En este trabajo usamos los términos concep-
ciones de los estudiantes para denotar los
conocimientos de los alumnos que estdn de
acuerdo con los significados aceptados y con-
cepciones alternativas para describir conoci-
mientos que difieren de los que se plantean
para ser aprendidos, ya que enfatizan lo que
los estudiantes saben e inducen al observar
los procesos de aprendizaje desde su punto
de vista.

4. Método

Este trabajo tiene caricter exploratorio, en €l
sentido que indican Hernandez et al. (1977),
ya que busca las concepciones alternativas de
los estudiantes cuando responden a pregun-
tas especificas sobre el comportamiento glo-
bal y 1a ubicacién de las funciones por medio
de sus gréficas cartesianas. Para ello, se dise-
fié y valid6é un cuestionario que permitiera
extraer informacién de sus ideas al analizar
el comportamiento de funciones a través de
sus graficas.

Tal planteamiento se basa en una de las tesis
de Duval (1998), 1a cual afirma que no hay
noesis sin semiosis. Mientras que esta Gltima
es la aprehensién o produccién de una repre-
sentacién semiética, la noesis consiste en la

aprehension conceptual de un objeto. Estos
procesos son inseparables y, de hecho, la pa-
radoja cognitiva del pensamiento matemético
y las dificultades para desarrollarlo se deben
ala unidad dialéctica entre noesis y semiosis;
sin embargo, en la actividad matem4tica es
esencial, ya sea para poder movilizar varios
registros de representacién o para escoger uno
en lugar de otro.

El cuestionario de exploracién favorecié la
utilizacién de los registros de representacién
gréfico y el verbal-escrito para describir o
identificar las propiedades de ubicacién o
comportamiento. Se plantearon dos tipos de
preguntas. Al primer tipo correspondieron
aquellas que indagaron por separado las pro-
piedades de ubicacién o comportamiento; al
segundo, las que examinaron simultdneamen-
te estas cualidades. Las propiedades de ubi-
cacién se refieren al signo de las coordenadas
cartesianas de las gréaficas, mientras que las
de comportamiento al crecimiento, decreci-
miento y puntos de estabilizacién.

Las preguntas fueron disefiadas bajo la mo-
dalidad de opcién miiltiple; las alternativas
expresaron las propiedades de las funciones

* por medio de descripciones escritas en el cues-

tionario. No se emple6 lenguaje analitico para
evitar interferencias relativas a los significa-
dos atribuibles a la simbologia matemética.

El cuestionario se circunscribi6 a 40 estudian-
tes de entre 17 y 18 afios, quienes cursaban el
bachillerato orientado hacia las ciencias
computacionales y la contabilidad. Su aplica-
ci6n fue en el intermedio del curso de Mate-
maticas IV, cuyos contenidos atafien al cdlculo
diferencial: relaciones, funciones, intervalos,
clasificacién de funciones, graficacién y an4-
lisis de funciones; limites, propiedades y cil-
culo de lfmites; continuidad, continuidad
puntual y global; derivadas, interpretacién
geométrica, obtencién de derivadas y anali-
sis de funciones utilizando derivadas.
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Dicho instrumento de exploracién fue apli-
cado justo cuando los estudiantes habian es-
tudiado ya el primer tema, relativo a las
funciones. A juzgar por sus notas de clase,
trabajaron de manera amplia la graficacién
de funciones (principalmente por medio de
tabulacién) y el andlisis de sus gréficas; por
tanto, tenfan informacién previa sobre la te-
madtica explorada. El investigador fue ajeno a
la planificacién, ejecucién y evaluacién del
curso en el cual estaban inmersos los alum-
nos. La valoracién de sus respuestas se hizo
bajo la perspectiva cualitativa, pues se preten-
dia indagar en las concepciones alternativas.

5. Signo de las coordenadas
de la grafica

Una funcién puede ser representada median-
te una gréfica cartesiana, cuya ubicacién pue-
de estar en alguno de los cuatro cuadrantes
del plano, superpuesta a los ejes o bien cor-
tarlos en puntos determinados. Si las coorde-
nadas de la gréfica (x, f{x)) se localizan en el
primer y el segundo cuadrante, entonces se
cumple que sus ordenadas son tales que
fix) > 0, para todo x, excepto en los puntos de
corte de la gréfica con el eje x. Andlogamente,
si los pares ordenados est4n situados en el ter-
cer o cuarto cuadrante, ahi se satisface que
flx) <0, con abscisas negativas y positivas, res-
pectivamente. En el primer caso sus imégenes
son positivas; en el segundo, negativas.

A fin de explorar las concepciones alternati-
vas sobre el signo de flix) y g(x), se presenta-

S(x) 2
-5 -4 3 22 g !
- ' — >
<A
2
Griéfica 1A

ron las graficas 1A y 1B como medios para
contestar la pregunta: ;Para qué x las iméage-
nes de las funciones flx) y g(x) son positivas?

Se les proporcionaron varias opciones de res-
puesta a los estudiantes, las cuales aparecen
enlaTabla 1.

Respecto a la grifica de f(x), las respuestas
indicaron que mas de la mitad de estudiantes
(62.5%) tiene una concepcién aceptable, ya
que las imagenes de f(x) en el intervalo
0 < x < 1 son efectivamente positivas. No obs-
tante que las imigenes de fix) son positivas
también en el intervalo -1 <x < 1 (que incluye
al anterior), sélo fue elegido por el 20%. Co-
mo se puede notar, los alumnos mayoritaria-
mente seleccionaron el intervalo donde las
imégenes de la funcién poseen signo positi-
vo, pero prefirieron el intervalo donde sus
abscisas y ordenadas son positivas a la vez.
En el caso de la gréifica de g(x), el 47.5% de
los estudiantes dijo que la funcién tiene im4-
genes positivas en el intervalo 0 < x < 4 (n6-
tese que aquif la gréfica se ubica en el cuarto
cuadrante) y més del 37% eligi6 el intervalo
—2 < x <0, donde las abscisas son negativas y
las ordenadas son efectivamente positivas.

Una visién de conjunto sobre las respuestas
permite inferir que més de la mitad de los es-
tudiantes cuestionados conciben a una fun-
cién con imagenes positivas si su gréifica estd
ubicada en la regi6n donde las x son positi-
vas, sin importar que los puntos de la gréfica
estén en el primer o cuarto cuadrante. Pare-
cen s6lo atender al signo de las abscisas y

glx)
2
|
N g 2 3 4 g
» T C + + + >
) ’ -IM
-2
Grifica 1B
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TABLA 1
PREGUNTAS OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAIJE
(Para  qué x las De Oal 25 62.5
iméagenes de la funcion De -3a0 0 0
fix) son positivas? De -1al 8 20
De-5a0 1 25
De -Sa-l 3 7.5
Otras 1 2.5
No contesto 2 5
(Para  qué x las De-2a 0 15 375
imagenes de la funcién De 0Oa4 19 47.5
g(x) son positivas? De 2a4 2 5
De-1a2 2 5
De -2a-1 1 25
Otras 0 0
No contesto 1 2.5
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desatender el de las ordenadas para tomar tal
decision.

Al plantearles las mismas gréficas, pero aho-
ra con la pregunta sobre dénde las imédgenes
de flx) o g(x) son negativas, respondieron
como se muestra en 1a Tabla 2.

Para el caso de la gréfica de f(x), casi el 48%
de los alumnos sefialé que la funci6n tiene
imégenes negativas en el intervalo—-1 < x <0,
a pesar de que la gréfica est4 localizada en el
segundo cuadrante; en realidad, f{x) incluye
imégenes positivas en el intervalo —1 < x < 1
(que incluye al anterior). Destaca que el 15%

seleccioné este iltimo intervalo, donde las

imégenes de la funcién son positivas para x

negativas y positivas, incluido x = 0: la ma-
yoria se inclind por el intervalo en el que sélo
las x son negativas. Respecto a la grafica de
8(x), e1 47.5% opt6 por el intervalo-2 < x < 0,
donde la grifica se sitita en el segundo cua-
drante; alli g(x) tiene imédgenes positivas y
s6lo sus abscisas son negativas (parece que
tal condicién fue la que més peso tuvo en la
toma de esta decisién). El 35.5% marcé el
intervalo 0 < x < 3, donde efectivamente g(x)
entraita imégenes negativas.

6. Funcién creciente o decreciente

En mateméticas, se dice que una funcién es
creciente cuando a un mayor valor del argu-

glx)
2
1
. N 23X
. 0
2 I _!M
2
Grifica 2B
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TABLA 2
PREGUNTAS OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAJE
(Para qué x las imagenesde  De-l1a 0 19 47.5
la funcion flx) son De Qa3 0 0
negativas? De -lal 6 15
De0Oas 3 7.5
Delas 13 325
Otras 1 2.5
No contestd 0 0
(Para qué x las imagenes de De-2a 0 19 475
la funcion g(x) son De O0a3l 15 35.5
negativas? De-la 1 1 2.5
De-2a-1 4 10
Dela3 1 2 5
Otras 0 '0
No contesto 0 0

mento x corresponde un mayor valor de la
funcién. Dicho en sfmbolos, si f (x) > f (x;)
para x, > x;, entonces en f (x) es creciente
el intervalo (x,, x;). Por el contrario, si
f(x) <f{x)) parax,>x;, f{x)esdecrecien-
te en ese mismo intervalo. Intuitivamente, se
puede decir que una funcién crece si su grifica
sube a medida que x aumenta; si baja cuando
x aumenta, es decreciente. Pero las concep-
ciones de los estudiantes apuntan hacia otras
direcciones, como se pudo constatar en las
siguientes gréficas que se les plantearon con
el fin de indagar sus concepciones sobre el
crecimiento o decrecimiento de funciones.

Aqu{ se pregunt6 por los intervalos donde fix)

y g(x) son crecientes. Las respuestas apare-
cen en la Tabla 3.

FiC ok
/\ '
I L 1 / -~
75 A 3 2 -W '

-2

Grifica 3A

Con respecto a la gréfica de la funcién flx),
una cantidad significativa de los estudiantes
(32.5%) optd por el intervalo -5 < x < -1.
Allf, 1a gréfica estd en el segundo cuadrante y
tiene un intervalo donde crece, -5 <x<-3,y
otro en donde decrece, -3 < x < -1. Sin em-
bargo, a juzgar por las respuestas, los alum-
nos asocian la funci6n creciente con la regién
de la gréfica que estd en el segundo cuadran-
te, es decir, donde tiene imégenes positivas.
Mas el 27% indica que la funcién crece en el
intervalo -5 < x < -3, y el 20% que también
lo hace en el intervalo 0 < x < 1, regiones
donde efectivamente la funcién es creciente
de izquierda a derecha.

Sobre la grifica de g(x), los alumnos mues-
tran concepciones andlogas a las anteriores.
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TABLA 3
PREGUNTAS OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAJE
(Para qué x la funcioén f{x) De-5a -1 13 325
es creciente? De-3a0 0 0
De -1al 5 12.5
De-5a -3 11 27.5
DelOal 8 20
Otras . 9 22.5
No contestd 0 0
(Para qué x la funcioén g(x) Dela$ 18 45
es creciente? De -1a 1 4 10
De 0a3 10 25
De 0a$ 1 2.5
De-1a0 0 0
Otras 6 15
No contesto 1 2.5

El 45% indica que la funcién crece en el in-
tervalo 1 < x < 5, y el 25% sugiere que lo
hace en 0 < x < 3. La primera es una asocia-
cién de la regién de la gréfica que estd en el
primer cuadrante (en el discurso escolar sue-
le decirse estd por arriba del eje x) con el
concepto de crecimiento, mientras que la se-
gunda constituye una respuesta aceptable,
pues en tal intervalo la funcién aumenta. Tanto
para el caso de f{x) como para g(x), en las
contestaciones se observa claramente la ten-
dencia a asociar las zonas de las gréficas que
tienen imdgenes positivas con la idea de cre-
cimiento.

Para explorar las concepciones vinculadas con

la funcién decreciente, se les puso a los estu-
diantes las graficas 4A y 4B.

S0 P2

7S

s}
(=}
NS | T
b

Griéfica 4A

La pregunta consisti6 en qué intervalos las
funciones decrecen; en la Tabla 4 se conden-
san las respuestas.

Para un poco mas del 27% de los estudiantes,
la funcién f(x) decrece en el intervalo
-5 < x < -1; laquinta parte indica que lo hace
en -3 <x <0, y casi la tercera sugiere que eso
ocurre en -1 < x < 1. En el primer caso, la
eleccién insinda la asociacién de la idea de
decrecimiento con la de funcién con iméige-
nes positivas, pero est4 ubicada en la regién
donde sus abscisas son negativas; en el se-
gundo, la opcién es aceptable, y en el terce-
ro, donde se ubica el mayor indice de eleccién,
se percibe una concepcién que vincula la fun-
cién decreciente con el intervalo donde la
gréfica tiene imégenes negativas.

gl
2 /\
1
N\ . N 2N ¢
> -; 0 T T ~N 7
-1
2
Grifica 4B
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TABLA 4

OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAIJE

PREGUNTAS
(Para qué x la funcién f'(x) De-5a -1 11 275
es decreciente? De -3a0 8 20
De -lal 12 30
De-5a0 1 2.5
De-5a-3 1 25
Otras 5 12.5
No contestd 2 5
¢ Para qué x la funcion g(x) De-2a 0 12 30
es decreciente? De 0a3 7 17.5
De-la 1 2 5
De 2a-1 12 30
Delal 6 15
Otras 4 10
No contestd 2 5

Al analizar la gréfica de g(x), el 30% de los
estudiantes sefiala que la funcién decrece en
el intervalo -2 < x < 0. Alli, dicha representa-
cién tiene abscisas y ordenadas negativas, a
diferencia de la grifica de f{x), que tiene im4-
genes negativas, pero para intervalos conti-
guos donde, por un lado, las x son negativas,
por otro, las x son positivas (quiz4 a esto se
deba la preferencia de los alumnos a consi-
derar como decreciente una funcién si su gra-
fica tiene a la vez abscisas y ordenadas
negativas). Por otro lado, el 30% eligi6 el
intervalo -2 < x < -1, y el 15% opt6 por
1 < x < 3. Esta escasa preferencia puede ser
atribuida a que en este ultimo intervalo la fun-
cién efectivamente decrece, pero sus abscisas
son positivas.

7. Funcién que no crece ni decrece

El andlisis matematico precisa que, si una
funcién continua en una vecindad de x; con

/‘\ f(x)i2
i
) = 1L } I/>

radio € > 0 es tal que f{xp) = 0, en xpla fun-
ci6n tiene extremo relativo, ya sea miximo o
minimo, y en términos geométricos puede
interpretarse como zonas infinitesimales es-
tacionarias donde la funcién no crece ni de-
crece, de manera que una tangente trazada en
el punto (xo, fixg)) seria paralela al eje de las
x. La Gréfica 5 fue propuesta para explorar
las concepciones sobre la estabilidad de las
funciones. Para ello, se pregunt6 a los estu-
diantes: ;Do6nde la funcién f{x) no crece ni
decrece?

Hay una tendencia entre los alumnos por in-
dicar que en x = 0 la funcién no crece ni de-
crece. También es notoria la relacién que
establecen entre el iltimo concepto y los ce-
rosde fix), yaqueel 17.5%,el 15% yel 17.5%
seleccionaron las opciones donde se cumple
que fi-5)=0,-2) =0y A1) =0, respectiva-
mente (en dichos puntos, la gréfica corta al
eje de las x); no obstante, se detecté una ten-
dencia a elegir el punto donde la grafica cor-

T

Pl
-5 -4 03 -2 N

Gtéﬁca 5

I x
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TABLA 5
PREGUNTA QPCIONES RESPUESTAS PORCENTAIJE
(Para qué x 1a funcién f(x) no e Enx=-5 7 17.5
crece ni decrece? e Enx=-2 6 15
e Enx=-3 3 7.5
e FEnx= 1 7 17.5
e Enx= - 3 7.5
e Enx= H 275

ta al eje y. La siguiente tabla contiene las res-
puestas a esta pregunta:

8. Funcion de imégenes positivas
y creciente

Para ahondar en las concepciones sobre las
funciones que tienen imégenes positivas y, a
la vez, son crecientes, se les planted a los
estudiantes la siguiente pregunta: ;Qué gra-
ficas corresponden a funciones de iméigenes
positivas y crecientes? Para solucionar tal
cuestionamiento, se requeria de elegir la o las
graficas que satisficieran dichas condiciones
(Gréficas de 1a 6A a la 6E).

En la siguiente tabla estin contenidas las res-
puestas.

Préacticamente la totalidad de los estudiantes
seleccionaron la gréafica de la funcién flx).
Este dato parece ser muy halagiiefio; sin em-
bargo, las gréificas de h(x) y k(x) también sa-
tisfacen las condiciones exigidas, mas fueron
elegidas s6lo por el 32.5% y el 15% de los
alumnos, respectivamente. Inclusive sélo 4
estudiantes (10%) prefirieron a la vez las gré-
ficas de fix), A(x) y k(x). NGtese que la octava
parte opt6 por la grifica de j(x), la cual es
efectivamente creciente, pero tiene una zona
donde sus imédgenes son negativas, aunque
s6lo para valores positivos de x.

De estas respuestas se percibe una relacién
muy privilegiada que construyen los estudian-
tes entre funcién con imégenes positivas y
ademds creciente, considerando que esto s6lo
sucede en el primer cuadrante, donde las co-

h(x) J(x) ﬁ( x)
~ 0 -

> _ —>
X l ”~ . 0 X

0 « of
Grifica 6A Griifica 6B Grifica 6C Grifica 6D Grifica 6E
TABLA 6
PREGUNTA OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAIJE
(Qué graficas 6A 39 97.5
corresponden a 6B | 2.5
funciones de 6C 13 32,5
imagenes positivas 6D 5 12.5
crecientes? 6E 6 15
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TABLA 4 ‘
PREGUNTAS OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAIJE
¢ Para qué x la funcién f(x) De-5a -1 11 275
es decreciente? De -3a0 8 20
De -1al 12 30
De-5a0 1 2.5
De-5a-3 1 2.5
Otras 5 12.5
No contesto 2 5
;Para qué x la funcion g(x) De-2a 0 12 30
es decreciente? De 0a3 7 17.5
De-la 1 2 5
De-2a-1 12 30
Dela3l 6 15
Otras 4 10
No contesto 2 5

Al analizar la gréfica de g(x), el 30% de los
estudiantes sefiala que la funcién decrece en
el intervalo -2 < x < 0. Alli, dicha representa-
cioén tiene abscisas y ordenadas negativas, a
diferencia de la gréifica de Ax), que tiene im4-
genes negativas, pero para intervalos conti-
guos donde, por un lado, las x son negativas,
por otro, las x son positivas (quiz4 a esto se
deba la preferencia de los alumnos a consi-
derar como decreciente una funcién si su gra-
fica tiene a la vez abscisas y ordenadas
negativas). Por otro lado, el 30% eligi6 el
intervalo -2 < x < ~1, y el 15% opt6 por
1 < x < 3. Esta escasa preferencia puede ser
atribuida a que en este tltimo intervalo la fun-
cién efectivamente decrece, pero sus abscisas
son positivas.

7. Funcién que no crece ni decrece

El andlisis matemdtico precisa que, si una
funcién continua en una vecindad de x, con

/\ f(x)i2
1
et : >

radio € > 0 es tal que f(xp) =0, en xpla fun-
cién tiene extremo relativo, ya sea méximo o
minimo, y en términos geométricos puede
interpretarse como zonas infinitesimales es-
tacionarias donde la funcién no crece ni de-
crece, de manera que una tangente trazada en
el punto (xo, fxo)) seria paralela al eje de las
x. La Gréfica 5 fue propuesta para explorar
las concepciones sobre la estabilidad de las
funciones. Para ello, se pregunt6 a los estu-
diantes: ;Dénde la funcién flx) no crece ni
decrece?

Hay una tendencia entre los alumnos por in-
dicar que en x = 0 la funcién no crece ni de-
crece. También es notoria la relacién que
establecen entre el ltimo concepto y los ce-
rosde flix), yaqueel 17.5%,el 15% y el 17.5%
seleccionaron las opciones donde se cumple
que -5)=0,-2)=0y f(1) =0, respectiva-
mente (en dichos puntos, la grifica corta al
eje de las x); no obstante, se detect$ una ten-
dencia a elegir el punto donde 1a grifica cor-
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TABLA 5
PREGUNTA OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAJE
(Para qué x la funcioén f(x) no o FEnx=-35 7 17.5
crece ni decrece? e Enx= -2 6 15
e Enx=-3 3 1.5
e FEnx= 1 7 175
e Enx= -1 3 7.5
e Fnx= 0 1 275
e  Otras 3 7.5
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ta al eje y. La siguiente tabla contiene las res-
puestas a esta pregunta:

Précticamente la totalidad de los estudiantes
seleccionaron la gréfica de la funcién fix).
Este dato parece ser muy halagiiefio; sin em-
bargo, las grificas de A(x) y k(x) también sa-

8. Funcion de imagenes positivas tisfacen Ias condiciones exigidas, mas fueron
y creciente elegidas s6lo por el 32.5% y el 15% de los

Para ahondar en las concepciones sobre las
funciones que tienen imdgenes positivas y, a
la vez, son crecientes, se les plante a los
estudiantes la siguiente pregunta: ;Qué gré-
ficas corresponden a funciones de imégenes
positivas y crecientes? Para solucionar tal
cuestionamiento, se requeria de elegir la o las
graficas que satisficieran dichas condiciones
(Gréficas de la 6A a la 6E).

En la siguiente tabla estdn contenidas las res-
puestas.

I -/- h(x)
0 X

alumnos, respectivamente. Inclusive sélo 4
estudiantes (10%) prefirieron a la vez las gra-
ficas de fix), A(x) y #(x). NGtese que la octava
parte opt6 por la grifica de j(x), la cual es
efectivamente creciente, pero tiene una zona
donde sus im4genes son negativas, aunque
s6lo para valores positivos de x.

De estas respuestas se percibe una relacién
muy privilegiada que construyen los estudian-
tes entre funcién con imigenes positivas y
ademis creciente, considerando que esto sélo
sucede en el primer cuadrante, donde las co-

ﬁ(x) ]
o' ¥

0 X
Grifica 6A Grifica 6B Grifica 6C Grifica 6D Grifica 6E
TABLA 6
PREGUNTA OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAJE
(Qué graficas 6A 39 97.5
corresponden a 6B 1 2.5
funciones de 6C 13 325
imagenes positivas 6D 5 12.5
crecientes? 6E 6 15
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ordenadas (x, fx)) tienen signo positivo.
Cuando la gréfica de la funcién es creciente,
pero tiene algunas abscisas negativas, como
el caso de h(x), 1a relacién coexistente entre
funcién con imdgenes positivas y creciente
que establecen los alumnos se debilita, atin
maés si todas las abscisas son negativas, como
en k(x). Asi, se infiere que los estudiantes le
dan més peso al signo de las abscisas que al
de las ordenadas.

9. Funcion de imdgenes negativas
y creciente

Con el propésito de explorar las concepcio-
nes de los alumnos acerca de las funciones
de imdgenes negativas y, ademds, crecientes,
se les pidi6 que seleccionaran la gréfica o gra-
ficas que cumplieran tales condiciones, dan-
doles cinco opciones (Grificas 7A a 7E).

La Tabla 7 recopila las respuestas dadas a esta
pregunta. Un 67 % de los estudiantes prefi-
rieron la gréfica que tiene ambas coordena-
das negativas, como la correspondiente a j(x),
la cual es creciente. Dicha tendencia dismi-
nuye para la grifica que es en efecto crecien-
te y tiene abscisas tanto negativas como
positivas, como g(x), seleccionada por el

47.5%; un porcentaje menor (45%) eligi6 la
grifica de f{x), que es creciente, pero no tiene
imégenes negativas: s6lo lo son sus abscisas.

En esta dltima respuesta subyace una concep-
cién que relaciona las funciones crecientes
con imigenes negativas y aquellas graficas
que en efecto crecen, pero sélo tienen abscisas
negativas. Como sucedié en la pregunta an-
terior, para decidir el signo de las imégenes
de la funcién se privilegia el signo de sus
abscisas. Aunque las grificas g(x), j(x) y k(x)
satisfacen las dos condiciones exigidas, s6lo
7 estudiantes (17.5%) optaron por ellas.

10. Funcién de imégenes positivas
y decrecientes

Referente a las concepciones sobre las fun-
ciones de im4genes positivas y decrecientes,
se pidi6 a los jévenes encuestados que selec-
cionaran la gréfica o gréficas de la 8A ala 8E
que cumplieran esas condiciones.

La Tabla 8 detalla las respuestas:
La mayorfa de los estudiantes (77.5%) eligi6

la gréfica de h(x), cuyas coordenadas son
positivas y tiene efecto decreciente. Aunque

A
19 . . h(x) x 01|\ > T 0 r >
_) x > 1
0
Grifica 7A Grifica 7B Grﬂlcn 1C Gréfica 7D Grifica 7E
TABLA 7
PREGUNTA OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAIJE
{Qué funciones de 7A 18 45
imégenes negativas 7B 19 47.5
son ademas 7C 2 5
crecientes? 7D 27 67.5
7E 11 27.5
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f(x) OT . T hx) v 1\0 5 mT R
X
¢ x &tx) I ° * l m ‘|
Grifica 8A Grifica 8B Grifica 8C Grifica 8D Gréfica 8E
TABLA 8
PREGUNTA OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAIJE

{Qué gréﬂcas 8A 13 325
corresponden a 8B 1 2.5
funciones de gg 3 ‘1‘ 771-(5)
imagenes positivas y 8E 7 17.5
ademas decrecientes? Otras 1 2.5

las graficas de fix) y k(x) reunian tales condi-
ciones, fueron elegidas en porcentajes meno-
res: 32.5% y 17.5%, respectivamente. En este
dltimo caso se percibe una concepcién que
privilegia s6lo el signo de las abscisas de la
gréfica: allf son negativas, pero las ordena-
das son positivas.

Asf, los estudiantes no creen que ese tipo de
gréficas pueda tener imAgenes positivas y ser
creciente a la vez; lo que seguramente causa
turbulencias cognitivas es el hecho de que la
grafica de k(x) posee abscisas negativas. Tam-
bién llama la atencién que el 10% de los es-
tudiantes manifesté que estd de acuerdo en
que la gréifica de j(x) satisface las condicio-
nes: esta es efectivamente decreciente y tiene
abscisas positivas. La tltima propiedad pro-
bablemente pes6 més en su decision.

11. Funcion de imdgenes negativas
y decrecientes

Para explorar las ideas sobre funciones de
imégenes negativas y ademds decrecientes, se
pidi6 a los estudiantes que seleccionaran la o
las gréficas que cumplieran esos requisitos de
la9A ala9E: ’

La Tabla 9 contiene las respuestas a esta pre-
gunta.

El 70% de los estudiantes prefieren la grafica
de k(x), ya que tiene coordenadas negativas
tanto en x como en y, ademis de que en efec-
to decrece; en s¢gundo lugar qued6 g(x) y en
tercero j(x). S6lo 8 j6venes seleccionaron, en
conjunto, las gréaficas de g(x), j(x) y k(x); no
obstante, un 17.5% opt6 por la gréifica de h(x),

x 0

g?'\

Grifica 9B

Grifica 9A

h(x) )
01\ x \ 0

Grifica 9C

of k
Gréfica 9D Gréfica 9E
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TABLA 9

PREGUNTA OPCIONES RESPUESTAS PORCENTAJE
{Qué graficas 9A 0 0
corresponden a 9B 23 57.5
funciones de 9C 7 17.5
imagenes negativas y 9D 15 375
ademas son 9E 28 70
decrecientes?

que tiene abscisas negativas y efectivamente
es decreciente. Ningtin estudiante opt6 por la
gréifica de fx).

De las respuestas se perciben concepciones
donde se privilegia la asociacién de las con-
diciones de funci6én con imégenes negativas
y ademds decreciente, con aquellas graficas
que tienen coordenadas negativas tanto en x
como en y. Tal idea es aceptable y converge
en la grafica de k(x), pero no es el tinico caso:
también se encuentra en que las x sean positi-
vas y las y negativas. Otra idea que se nota,
aunque con menor preferencia, es la que aso-
cia las gréficas que estdn en el cuarto cua-
drante: alli, x> 0y y <0. Todavia se percibe
el nexo entre las gréficas que tienen abscisas
negativas y la idea de funcién con imigenes
negativas y ademds decreciente, si bien esta
iltima propiedad la posea efectivamente la
gréfica de la funcién seleccionada.

12, Concepciones alternativas
detectadas

Funcién de imégenes positivas o negativas.
En su mayorfa, los estudiantes sugieren que
s6lo en regién sombreada de la Grafica 10 la
funcién fx) tiene imigenes positivas; esa
misma situacién la indican en la Gréfica 11.

- Hay una tendencia a asociar la idea de fun-

cién con imdgenes positivas si su grafica estd
ubicada en la regién donde las x son positi-
vas, sin importar que las ordenadas tengan
signo positivo o negativo; sélo se atiende al
signo de las abscisas para tomar la decisién.

Las concepciones alternativas sobre las fun-
ciones con imigenes negativas siguen el mis-
mo patrén. Para los estudiantes, cierta funcién
f(x) tiene imégenes negativas preferentemen-
te donde tiene abscisas negativas.

Grifica 10. Concepcion alternativa: los estudiantes
prefieren el intervalo 0 <x < 1 para considerar que

fix)>0.

Grifica 11. Concepcitn alternativa:
g(x)>0paral <x<4
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Grifica 12. Concepcibn alternativa:
f(x)<Opara—1<x<0

Griifica 14. Concepcion alternativa:
f(x) crece para-5<x<-1

Funcién creciente o decreciente. Los estu-
diantes optan por relacionar las funciones
crecientes con aquellas cuyos intervalos con-
tienen imégenes u ordenadas positivas. (Gra-
ficas 14 y 15).

De manera andloga, las concepciones alter-
nativas de los estudiantes para las funciones
decrecientes son aquellas que ligan a las re-
giones de las gréficas que implican im4genes
u ordenadas negativas. (Gréficas 16 y 17).

El crecimiento es vinculado con la gréfica que

tiene imdgenes de f{x) positivas y el decreci-

miento con la que posee im4genes negativas.

Funcién que no crece ni decrece. Los estu-
diantes tienen preferencia por asociar la pro-

Grifica 16, Concepcitn altemativa:
Ax) decreceen -1 <x <1

Griéfica 13. Concepci6n alternativa:
g(x)<0Opara~-2<x<0

Grifica 15. Concepcion alternativa:
g(x) crecepara l <x<5

piedad de no crecimiento ni decrecimiento de
una funcién con los puntos donde la grifica
corta al eje de las ordenadas o al de las
abscisas. (Gréficas 18).

Funcién de imAgenes positivas y ademas
creciente. Pricticamente la totalidad de estu-
diantes cuestionados indican que la Grifica
19A representa una funcién de imédgenes po-
sitivas y ademds creciente, pero s6lo un ter-
cio sugiere que la 19B encarna tal propiedad,
y una cantidad més reducida (poco mis de
L del total) selecciona la 19C. Hay una ten-
cfencia marcada a no considerar funcién de
imégenes positivas y ademds creciente si su
gréfica estd ubicada en el segundo cuadrante
(con abscisas negativas), aunque sea crecien-

Grifica 17. Concepcion alternativa:
g (x) decrece en -2 <x <0
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£(2) %2

¢ *
Grifica 19A

te. De acuerdo a la preferencia, las gréficas
elegidas se pusieron en orden descendente.

Funcién de imsgenes positivas y ademss de-
creciente. La gran mayoria de estudiantes se-
fialé a la Gréfica 20A como la que representa
a una funcién de iméigenes positivas y ade-
més decreciente. Un tercio opté por la Grafi-
ca 20B y un poco més de la sexta parte se
quedé con la 20C. La gran mayoria manifies-
ta una concepcién que no comparte que una
funcién tenga iméigenes positivas y sea
ademds decreciente si estd ubicada en el se-
gundo cuadrante, aunque en efecto sea de-
creciente.

0 x

Grifica 20A

Grifica 21A Grifica 21B

ol , ol «x

Gréfica 19B

Grifica 20B

Grifica 18. Concepcitn alternativa:
puntos donde la funcién no crece ni
decrece.

k(x)

Grifica 19C

Funcién de imdgenes negativas y ademss
creciente. La mayoria de los estudiantes se-
lecciond la Gréfica 21 A como la funcién con
iméigenes negativas y adem4s decreciente, ya
que tiene coordenadas negativas e incluso es
en efecto creciente. En segundo lugar quedé
la Gréfica 21B (y casi se iguala con la 21C),
que crece y tiene abscisas negativas y positi-
vas, y la menos favorecida fue la 21D, que
posee abscisas positivas y ordenadas negati-
vas. Cerca de la mitad de los entrevistados
crey6 que la Gréfica 21C reunfa las condi-
ciones solicitadas; si bien representa a una
funcién que es creciente, sus ordenadas no
son negativas, pero si sus abscisas.

Grifica 20C

k(x)

0

Grifica 21C Grifica 21D
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B B L.l

Grifica 22A Grifica 22B

Tal concepcién asocia las funciones crecien-
tes y con imdgenes negativas con aquellas
graficas que en efecto crecen, pero sélo tie-
nen abscisas negativas. Se privilegia el signo
de sus abscisas sobre el signo de sus ordena-
das. En orden descendente de preferencia, se
muestran las grificas elegidas.

Funcién de imdgenes negativas y ademas
decreciente. De las gréificas dadas, tres de
ellas satisfacen estas condiciones 22A, 22B y
22C, pero en orden descendente de las prefe-
rencias de los estudiantes se ubicaron como
aparecen abajo. En las concepciones alterna-
tivas detectadas se privilegia la asociacién de
las condiciones de funcién con imAgenes ne-
gativas y adem4s decreciente con aquellas
gréficas que tienen coordenadas en x € y ne-
gativas (la gran mayorfa eligié la 224). Cuan-
do las abscisas estén incluidas en intervalos
positivos y negativos las parcialidades decli-
nan notablemente. Se manifiesta también una
concepcion que asocia las condiciones dadas
con la Griéfica 22D, la cual estd ubicada en el
segundo cuadrante y en efecto decrece. Se-
guramente el término funcion con imdgenes
negativas fue asociado privilegiando la idea
de abscisas negativas.

13. Conclusiones

Una funcién es definida como una relacién
particular entre dos o m4s variables; para in-
terpretar su grafica no queda otra alternativa
que utilizar tal nocién. Cuando se analiza la
definicién dada por escrito parece no movili-
zarla, ya que las variables estdn relacionadas
entre si: los cambios de una ocasionan algiin

Grifica 22C Griéfica 22D

efecto en la otra, mientras que las curvas o
rectas son sus representaciones primarias.

La comprensi6n gréafica presupone que la gen-
te entiende la nocién de covariacién, pero en
este trabajo hay evidencias de que su utiliza-
cién es muy pobre en una cantidad significa-
tiva de estudiantes. Considerar que una
funci6n tiene im4genes positivas o negativas
s6lo por el hecho de que su grifica tenga
abscisas positivas o negativas, respectivamen-
te (véanse las Gréficas 10, 11, 12 y 13), sin
importar que sus imdgenes propiamente di-
chas tengan signo positivo o negativo, puede
ser un indicador de que los estudiantes cen-
tran la atencion en las abscisas y desatienden
lo que ocurre con las ordenadas. Hay una fal-
ta de coordinacion de lo que ocurre gréfica-
mente con las dos variables a la vez:

Estos resultados concuerdan con los aporta-
dos por Bell et al. (1987a, 1987b), quienes
mostraron que las dificultades de los estudian-
tes se asocian con: a) la falta de conciencia
de que una gréfica presenta una relacién en-
tre dos variables; b) imprecisiones para reco-
nocer la relacién entre puntos sobre la grifica,
segmentos de rectas y curvas y las correspon-
dientes clases de vinculos; c) la incapacidad
para coordinar la informacién que atafie a las
dos variables y los dos ejes.

En esta investigacion se not6 una concepcién
de concomitancia, por un lado, entre funcién
con imigenes positivas y funcién creciente,
por otro, entre funcién con iméigenes negati-
vas y funcién decreciente (véanse las Grafi-
cas 14, 15, 16 y 17). Los estudiantes creen
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que si la gréfica estd en el primer y segundo
cuadrante, entonces la funcidén es creciente;
si estd en el tercero o cuarto, es decreciente.

La fuente de estas concepciones alternativas
radica en la confusidn entre el comportamien-
to de la funcién y la ubicacién de su grafica.
La lectura del comportamiento de una fun-
cién a través de su gréfica presupone la com-
paracién de las imagenes fix + h) y fix) para
h positiva, de modo que si fix + ) > fix), Ax)
es creciente en el intervalo (x, x+h); en cam-
bio, el hecho de que f(x) sea positiva implica
que las imégenes estdn ubicadas en el primer
o segundo cuadrante. Para varios estudiantes,
la interpretacién gréfica de los términos con
imdgenes positivas y creciente €s concomi-
tante y configura para ellos un metateorema:
si la grafica de f{x) est4 en el primer o segun-
do cuadrante, entonces es creciente.

Asimismo, la confusién entre los puntos o
zonas estacionarias de la funcién con los ce-
ros de alguna de las coordenadas de la grafi-
ca (véase la nimero 18) también puede ser
una manifestacién de la confusién entre com-
portamiento y ubicacién. Los puntos o zonas
estacionarias requieren que se establezca la
comparacién al menos de dos imigenes muy
cercanas, mientras que los ceros precisan la
ubicacién de puntos especificos.

Las concepciones alternativas recopiladas en
este trabajo pueden estar asociadas también
al significado atribuido a los términos fun-
cidon que no crece ni decrece. Estos emanan
de la analogfa que se establece, ya sea con
los ceros que corresponden a las abscisas
(puntos donde x no es positiva ni negativa) o
con los de las ordenadas (puntos donde las
ordenadas no son positivas ni negativas).

Dicha explicacién parece mds consecuente
con las concepciones que se han comentado
en el parrafo anterior. Si los estudiantes con-
sideran que una funci6n es creciente cuando

.

su gréfica estd por arriba del eje x y decre-
ciente cuando estd por debajo, puede espe-
rarse —como sucedié— que conciban que no
crece ni decrece en los puntos donde la grifi-
ca no estd arriba ni por abajo del eje x, o bien
que no estédn a la derecha ni a la izquierda del
eje y. En cualquiera de los casos resulta privi-
legiada la ubicacién de los puntos de la grafi-
ca por sobre su comportamiento variacional,
lo puntual por sobre lo global. La tendencia
de los estudiantes a leer graficas puntualmente
ha sido sefialada por Bell (et al., 1987a) y
Even (1998); este tltimo indica adem4s que
el uso de un enfoque puntual al analizar las
gréficas fue poderoso para el monitoreo de
interpretaciones ingenuas o inmaduras.

Cuando a los estudiantes se les plantearon
preguntas que exigian el cumplimiento de dos
condiciones a la vez, una de ubicacién y otra
de comportamiento, las concepciones alter-
nativas ratificaron las tendencias ya observa-
das. La mayoria de los estudiantes no creen
que una funcidn cuya gréfica estd ubicada en
el segundo cuadrante tenga imagenes positi-
vas y sea ademas creciente (Grifica 19C), a
pesar de que su gréfica asciende de izquierda
a derecha. Andlogamente, no creen que las
gréficas situadas en el segundo cuadrante
abarquen imdgenes positivas y sean ademads
decrecientes, aunque se present6 asi (Gréfica
20C). Seguramente lo que mds peso especifi-
co tuvo en estas decisiones fue que, en am-
bos casos, las abscisas de las graficas eran
negativas. En cambio, cuando las grificas
estan localizadas en el primer cuadrante, la
gran mayoria acepta que tienen imagenes
positivas y ademds son crecientes (Gréifica
19A), o que poseen imégenes positivas y ade-
mas son decrecientes (Grafica 20A). Tales
respuestas son aceptables, pero muy proba-
blemente fueron consideradas asi s6lo por el
hecho de tener abscisas positivas.

Las preferencias bajan notoriamente cuando
las gréficas pasan por el primer y segundo
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cuadrante (Gréficas 19B y 20B), lo cual es
explicable porque esas gréficas no contienen
s6lo abscisas positivas, sino también negati-
vas. De nuevo, los estudiantes privilegian la
ubicaci6n de la gréfica por sobre su compor-
tamiento variacional. Las concepciones alter-
nativas son anélogas para el caso de las
grificas de funciones con imé4genes negati-
vas y crecientes, 0 con iméigenes negativas y
decrecientes; en el primer caso, la mayoria
sugiere que las Gréficas 21A y 22A reiinen
tales condiciones, respectivamente. Sus res-
puestas son aceptables; sin embargo, ambas
grificas tenfan abscisas negativas. Eso fue lo
preponderante para la toma de tal decisi6n,
ya que cuando las gréficas tenfan abscisas
positivas (Gréficas 21C y 22C), o positivas y
negativas (Gréficas 21B y 22B), las tenden-
cias menguaron. Las concepciones alternati-
vas que se notaron por las elecciones de los
estudiantes pueden ser producto de la escasa
coordinacién entre la lectura e interpretacién
de propiedades de localizacién de la gréfica

y su comportamiento.

Esta necesidad de coordinacién es indispen-
sable para entender las relaciones entre una
funcién primitiva y su derivada, que se estu-
dia en andlisis matemético o en el mismo c4l-
culo diferencial. Por ejemplo, el siguiente
teorema del andlisis es representativo de ta-
les correspondencias: Si f1(x) > 0 en el inter-
valo (a, b), entonces en ese intervalo f{x) es
creciente (fix) continua y derivable. De pre-
valecer las concepciones alternativas que de-
tectamos, seguramente se constituirdn en un
obstéculo para comprender las relaciones en-
tre las funciones derivadas y sus primitivas.

De acuerdo con los resultados de esta inves-
tigacién, una parte significativa de las con-
cepciones generadas en los estudiantes no
corresponden con las que, se supone, debie-
ron haber aprendido luego de un proceso de
enseilanza ordinario sobre la graficaci6n de
funciones. Una parte importante de los alum-

nos parece que no ha tenido cambios concep-
tuales hacia ideas aceptables. Tal afirmacién
es congruente con la teoria de Confrey (1990),
la cual indica que los sistemas de creencias
difieren de lo que est4 incorporado dentro del
curriculo normal, y que son resistentes al cam-
bio a través de la ensefianza tradicional.

14. Investigaciones futuras

El tema abordado en este trabajo ha sido poco
estudiado entre estudiantes universitarios,
menos aiin desde la perspectiva del desarro-
llo del pensamiento y lenguaje variacional.
Nuestras intenciones no sélo son ahondar en
las concepciones alternativas por sf mismas,
sino también en el contexto de la evolucién
de esa forma de pensamiento matemético en
la situacién escolar. De entrada estamos con-
vencidos que ese proceso no es, ni por aso-
mo, lineal ni deterministico, ya que en su
devenir los alumnos tienen que enfrentar y
franquear toda una gama de obstéculos de va-
riada indole: las concepciones alternativas son
sé6lo un tipo especial. Sin embargo, conside-
ramos que este trabajo requiere de ser am-
pliado y profundizado para obtener una visién
més completa de tal problematica.

Como nuestra investigacién requerfa princi-
palmente del andlisis de gréificas dadas, es
muy probable que otras concepciones no de-
tectadas puedan aflorar si incluimos la obser-
vacién de las técnicas que utilizan los
estudiantes cuando construyen gréficas y las
analizan. Ahora bien, el planteamiento de pre-
guntas cerradas pudo haber restringido la va-
riedad de concepciones alternativas; si son
abiertas, las concepciones se diversificardn.

Las preguntas fueron hechas utilizando el len-
guaje verbal escrito para denotar las propie-
dades de las funciones. No se recurri6 al
lenguaje analftico ni de otro tipo, mucho me-
nos a contextos diferentes. No es lo mismo,
desde el punto de vista cognitivo, darle res-
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puesta a la pregunta ;para qué x f(x) es tal
que fix + k)- fix) >0, con h >0? que a ;dénde
la funcié6n es creciente? La primera requiere
de descifrar los significados implicitos en el
lenguaje analitico, un aspecto que no fue abor-
dado aqui. ;Qué concepciones afloran en es-
tas nuevas circunstancias y escenarios?

Investigaciones recientes (Sinatra y Pintrich,
2003) seiialan los defectos comunes de los
enfoques existentes respecto al cambio con-
ceptual intencional, circunscribiéndose a de-
tallar la estructura de las representaciones del
conocimiento existentes en los aprendices y
a los medios por los cuales tanto los profeso-
res como los métodos instruccionales podrian
facilitar cambios en esas nociones.

Los autores de dichos trabajos afirman que
ambas perspectivas sugieren que si los apren-
dices reconocen y se vuelven conscientes del
conflicto entre su conocimiento existente y
la concepci6n cientifica, el cambio concep-
tual es posible. Sin embargo, plantean que el
conflicto cognitivo y el involucrarse de ma-
nera profunda son insuficientes para inducir
la modificaci6n; esta a menudo no ocurre, in-
cluso en situaciones disefiadas para promover
la reestructuraci6n del saber, debido a carac-
teristicas del aprendiz como la motivacién, la
resistencia afectiva y sus creencias. Aunque
recientemente ambas tradiciones de investi-
gacién del cambio conceptual han comenza-
do a reconocer el rol de esos rasgos, no
enfatizan suficientemente el grado en que son
Jactores de control en el proceso de cambio.

Por nuestra parte, creemos que un acerca-
miento hacia estos problemas desde una pers-
pectiva integral y sistémica podria dar
respuestas acerca de los factores de control
en el proceso del cambio conceptual: eso se-
ria posible de investigar bajo la perspectiva
socioepistemol6gica. Hacia tal ruambo se en-
caminan nuestros futuros trabajos.

15. Implicaciones didacticas

Pozo (1996) dice que los verdaderos concep-
tos s6lo pueden adquirirse por reestructura-
cién, pero eso s6lo es posible si se apoya en
las asociaciones previas. He ahi la importan-
cia de conocer las concepciones previas o
las alternativas, ya que la reestructuracién no
obra en el vacfo. Pozo formula tres condicio-
nes en las que es posible un cambio concep-
tual: a) la existencia de una cierta conexién
genética con la teoria alternativa del alumno
y la teorfa cientifica que se le pretende trans-
mitir; b) enfrentarle ante situaciones conflic-
tivas que supongan un reto para sus ideas, a
fin de que pueda comprender la superioridad
de la nueva teorfa; c) debido a que los con-
ceptos alternativos del alumno suelen ser im-
plicitos, un primer paso para modificarlos serd
hacerlos explicitos mediante su aplicacién a
problemas concretos. Ademds, es necesario
que el estudiante tome conciencia de las ven-
tajas de la nueva teoria que se le propone.

Nosotros presuponemos que la superacién de
este tipo de concepciones alternativas en la
enseflanza-aprendizaje de la matemadtica pue-
de favorecerse si se crean ambientes grificos
que motiven su aparicién y enfrentamiento,
se posibilite su interiorizacién, asi como se
realicen actividades docentes que permitan
superarlas, considerando los aspectos
volitivos, emocionales, afectivos y sociales.
Quiz4 su permanencia se deba también a que
los estudiantes no estdn capacitados para su-
perarlas en situaciones regulares de ensefian-
za. Si les se forma una rica gama de
representaciones mentales acerca de las gré-
ficas cartesianas, en especial del andlisis e in-
terpretacién de su comportamiento, aumentan
las probabilidades de superar tales concep-
ciones, atendiendo a las condiciones sefiala-
das. Pero esto requiere de mds trabajo tanto
de investigacién como de docencia.
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