LA POLEMICA ENTRE FREGE Y HILBERT
ACERCA DEL METODO AXIOMATICO

Jesus Mosterin

A principios de siglo tuvo lugar una polémica memorable
entre Frege y Hilbert (o, quizds mds exactamente, de Frege con-
tra Hilbert). La polémica resulta memorable tanto por la impor-
tancia de sus protagonistas y del tema discutido como por el he-
cho de que las confusiones y ambigiiedades que determinaron su
esterilidad aun perviven parcialmente entre nosotros.

Los personajes eran evidentemente importantes. En 1900
Hilbert era probablemente el mads grande 16gico viviente. Pero ahi
se acaba la analogia. A pesar de su juventud —tenija entonces 37
anos— Hilbert habia cosechado numerosos éxitos profesionales,
era catedratico de la prestigiosa Universidad de Gottingen y se ha-
bia podido permitir el lujo de rechazar varias otras cdtedras que
le habian sido ofrecidas. Hilbert era ya famoso y su fama no
habia hecho sino aumentar con la publicacién el afio anterior
de su obra Grundlagen der Geometrie." El reconocimiento que
recibia de la comunidad matemaitica quedd reflejado en su parti-
cipacion estelar en el Segundo Congreso Internacional de Mate-
madticos, celebrado en Paris en 1900, en que propuso a sus cole-
gas de todo el mundo una célebre lista de 100 problemas que de-
bian tratar de resolver durante el siglo XX que entonces comnien-
zaba. Frege, por el contrario, a pesar de su mayor edad —era
14 afios mds viejo que Hilbert—, era un oscuro docentz de Ia
Universidad de Jena que nunca ilegaria a alcanzar la posicién de
profesor ordinario y cuya obra —intrinsecamente importante— no
habia logrado el reconocimiento ni la difusién que merecia.

El tema de la polémica era nada menos que el de la natu-
raleza del método axiomdtico, método que ha gozado siempre de
un prestigio incomparable en la tradicién cientifica de Occidente
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ya desde la época en que Aristoteles identificd ciencia perfecta
con teoria axiomdtica. Ahora bien ;qué es una teoria axiomatica?

Hasta 1899 se habia entendido por teoria axiomaitica
algo distinto de lo que se entenderia a partir de la publicacién en
ese afio de los Grundlagen der Geometrie por Hilbert. Pero ni
Hilbert supo describir adecuadamente lo que hacia ni Frege logré
darse cuenta del alcance y el sentido ultimo de ese nuevo hacer.
Por ello la potémica resultd estéril.

La esterilidad de la polémica se debié a una razén funda-
mental. Para hablar de dos métodos distintos, casi podria decirse
de dos mundos distintos, tanto Frege como Hilbert empleaban
exactamente las mismas palabras. Cuando Frege empleaba la pala-
bra “axioma”, queria decir algo completamente distinto que
cuando Hilbert empleaba la misma palabra “axioma’. Y lo misma
ocurria con las palabras “‘definicion”, ‘“‘prueba”, ““teoria”, etc.
Hilbert habia revolucionado el método, pero habia conservado las
viejas palabras para designar las nuevas realidades, con lo cual la
comunicacién entre los nuevos y viejos axiomadticos resultaba
imposible. Esa confusién y ambigliedad de las palabras que em-
pleamos para hablar de las teorias no se ha disipado del todo ni
siquiera en nuestros dias. Por eso vale la pena rememorar aquella
inconclusa polémica.

El desarrollo de la polémica

Frege y Hilbert se habian conocido en 1895 con ocasior
de un congreso cientifico celebrado en Liibeck, donde Frege ha
bia presentado una ponencia sobre las ventajas de su escritur:
conceptual tanto respecto al lenguaje ordinario como respecto a
simbolismo de Peano, y donde ambos habian intercambiado opi
niones sobre el papel de los signos en las matemadticas, intercam
bio que tuvo una breve continuacion epistolar. Durante el semes
tre de invierno de 1898-99 Hilbert dio un curso en Gottinger
sobre geometria axiomdtica, entre cuyos oyentes se encontrab:
Heinrich Liebmann, que envid un ejemplar de los apuntes de
curso a Frege, que era amigo de su padre. La reaccion de Freg
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ante las novedades metodologicas de Hilbert, manifestada en dos
cartas a Liebmann,? fue negativa, impresién negativa que se con-
firmo tras la atenta lectura por Frege de los Grundlagen der
Geometrie, publicados poco después, y que constituian una ver-
sion ampliada del curso de Gottingen que Frege ya conocia. FEl
27 de diciembre de 1899 Frege escribié directamente a Hilbert
una larga carta® en la que sometia su libro a una critica dura y al-
go pedante, acusindole de total falta de rigor. Hilbert debié sen-
tirse irritado, pero apreciaba a Frege y, armandose de paciencia,
le contesté dos dias después explicindole diversos aspectos esen-
ciales de su nuevo método. El 6 de enero de 1900 replicé Frege
con otra larga carta, licida y agresivamente polémica, de la que
Hilbert se limitd a acusar recibo. La suerte de la polémica estaba
echada. Hilbert se expresaba con excesiva falta de precisién para
el gusto del 16gico genial y pedantemente preciso que era Frege. Y
Frege, que tan aguda y lucidamente criticaba la desafortunada
terminologia hilbertiana, era incapaz de ver, mas alld de los drbo-
les de sus criticas de detalle, el bosque del nuevo método que
Hilbert habia descubierto y que iba a revolucionar la matema-
tica.

Al pasar los meses sin recibir cabal contestacion de Hil-
bert, Frege volvid a insistir con otra carta, a la que Hilbert volve-
ria a responder escuetamente, por falta de tiempo. En vista de
que la discusidn epistolar no progresaba, Frege propuso a Hilbert
publicar la correspondencia intercambiada, pero Hilbert preferia
no hacerlo. En noviembre de 1903 Hilbert escribié a Frege agra-
deciéndole el envio del tomo II de sus Grundgesetze e invitandole
a ir a Gottingen, a fin de proseguir oralmente sus discusiones, ya
que no tenia tiempo para hacerlo por escrito. Pero Frege no
aceptd y ahi se acabd el contacto entre ambos. Frege se fue ha-
ciendo hurafio con el tiempo. No aceptd la invitacidn de Couturat
a participar en el Congreso de Filosofia de Paris en 1900, ni tam-
poco la de Russell a tomar parte en el Congreso Matematico de
Cambridge en 1912. Preferia el contacto por escrito al personal.

En 1903 Frege publicéd en el Anuario de la Unién Alema-
na de Matemadticos dos articulos “Sobre los fundamentos de la

geometria”,* en los que recogfa y ampliaba sus criticas a Hilbert
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anteriormente expresadas en sus cartas. Hilbert no se digné res-
ponder, pero A. Korselt replicoé a Frege con un articulo® en que
salia en defensa de Hilbert. En 1906 Frege replicé a su vez a
Korselt publicando una serie de tres articulos “Sobre los funda-
mentos de la geometria”,® en que sus andlisis resultan especial-
mente licidos y profundos, llegando a exponer las caracteristi-
cas del nuevo método axiomdtico iniciado por Hilbert de un mo-
do mucho miés claro y explicito de lo que nunca lo habia hecho
el propio Hilbert, pero sin llegar a aceptar ni entender la impor:
tancia ni el sentido ultimo del proceder hilbertiano.

El método axiomadtico concreto o cldsico

Hemos dicho que la esterilidad de 1a polémica entre Frege
y Hilbert se debié fundamentalmente a la falta de comunicaciéon.
producida por la ambigiiedad y confusion de las palabras emplea.
das por ambos, que eran las mismas, pero se referian a dos con-
cepciones radicalmente distintas del método axiomadtico; la con
cepcidn antigua o tradicional, representada por Frege, y la con
cepcion iniciada por Hilbert y otros matemdticos de su tiempo

La concepcidn antigua o tradicional del método axiomd
tico aparece ya formulada con toda claridad en los Anraliticos
Posteriores de Aristoteles y encuentra su plasmacién paradig
madtica poco después en los Elementos de Euklides.

Una teoria axiomadtica, segin la entendian Aristotele:
y Euklides, es un conjunto de verdades acerca de un dmbitc
determinado de la realidad, conjunto organizado de tal maner:
que casi todos los conceptos que intervienen en la teoria son de
finidos a partir de unos pocos conceptos primitivos, que no se de
finen, y casi todas las verdades que componen la teoria son de
mostradas a partir de unas pocas verdades primeras o axiomas
que no se demuestran. Los conceptos primitivos no necesitan se;
definidos, pues los conocemos intuitivamente. Y los principios
primeros 0 axiomas no necesitan ser demostrados, pues su verdac
es evidente y la captamos por intuicién. Aplicar el método axiomd
tico a un dmbito determinado de la realidad consiste en organiza:
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nuestro saber acerca de ese dmbito en forma de teoria axiomd-
tica.

Esta concepcién del método axiomatico permanecido ba-
sicamente inalterada hasta finales del siglo XIX, si bien algunos
detalles terminoldgicos y epistemoldgicos sufrieron ciertas varia-
ciones. Asi, a los principios primeros indemostrados, a los que
Aristoteles lamaba axiomas e hipdtesis, Euklides los llamaba
principios comunes y postulados. Con el tiempo acabd genera-
lizindose el nombre de axiomas para todos ellos. Ast, también,
mientras que Aristoteles pensaba que captamos la verdad de los
axiomas de la geometria mediante una facultad de inteleccidn
a la que €l llamaba vovs, Kant consideraba que la verdad de los
axiomas de la geometria se capta en una especial intuicién pura
del espacio. Pero en que los axiomas eran verdades evidentes
captadas por alglin tipo de intuicidn, pricticamente todos esta-
ban de acuerdo. Incluso los empiristas extremos que pretendian
que llegdbamos a los axiomas por induccién aceptaban al menos
que los axiomas eran verdades acerca de un dmbito determinado
de la realidad.

Frege expuso y analizd el método axiomatico tradicio-
nal con mads claridad y precisién que nadie. Ademads lo perfeccio-
né considerablemente mediante la formalizacién. El método axio-
matico cldsico consistia en explicitar los axiomas (que eran ideas
verdaderas evidentes) y en exigir que todas las demds ideas
afirmadas en la teoria fueran demostradas a partir de esos axio-
mas. Pero Frege se dié cuenta de que para maximizar el rigor
de las demostraciones no basta con explicitar su punto de par-
tida —los axiomas—, sino que también es necesario explicitar
los métodos admisibles de demostracidn ~las reglas de inferen-
cia. La univoca explicitacion de las reglas de inferencia requeria
a su vez la formalizacién o formulacién regimentada de axiomas,
teoremas y pruebas. Pero para Frege la formalizacién sélo invo-
lucraba una precisién sintictica, no un cambio semdntico. Los
enunciados del lenguaje ordinario daban lugar a las férmulas del
lenguaje formal, pero las férmulas seguian siendo enunciados ver-
daderos, seguian expresando ideas, seguian cargadas de conteni-
do significativo, seguian siendo inheltlich. Frege representa la
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culminacién de la concepcién tradicional del método axiomatico,
que él expone con rigor incomparable.

Las geometrias no euklideas

En la segunda mitad del siglo XIX se habia reavivado el in
terés por el método axiomdtico, al tiempo que entraban en crisis
algunos de sus supuestros tradicionales. A esta crisis contribuy¢
poderosamente el desarrollo de las geometrias no-euklideas. Y
Gauss habia descubierto la posibilidad de desarrollar geometrias
distintas de la euklidea e incompatibles con ella, pero habia re
nunciado a publicar sus resultados por miedo al escandalo de lo:
espiritus obtusos.” Bolyai y Lobatchevski desarrollaron geome
trias que tomaban como axioma la negacién del axioma eukliidec
de las paralelas, y no vacilaron en publicar sus resultados. As:
pues, en la segunda mitad del siglo XIX habia diversos axioma:
sobre las paralelas (correspondientes a teorias geométricas distin
tas) incompatibles entre si. Todos estos axiomas no podian se
verdaderos al mismo tiempo. A lo sumo uno de elios podia se:
verdadero. Entre los gedmetras se fue abriendo paso la opinidr
de que no habia mds razon para considerar verdadero a uno de es
tos axiomas que a los otros. Por tanto, ninguno de ellos era verda
dero. Y si el axioma de las paralelas no era verdadero, tampoc«
tenian por qué serlo los demas. Asi acabod considerandose que lo:
axiomas son unos meros esquemas abstractos, que en si mismo
no son verdaderos ni falsos. Estos desarrolios resultaban inacepta
bles para los defensores de la concepcidn cldsica del método axio
matico, no s6lo para los espiritus obtusos (como ya habia previs
to Gauss), sino incluso para mentes tan agudas como la de Frege

Frege se opuso tenazmente a la nueva tendencia (que ca
da vez se abria mds paso entre los gedmetras) a considerar que e
la matemaitica hay sitio para distintas geometrias, que cada gec
metria describe una estructura abstracta distinta y que ningun
geometria es en si misma verdadera ni falsa. En su escrito postu
mo “‘Sobre geometria euklidea”, redactado durante la época d
su polémica con Hilbert, escribe Frege patéticamente: “Nadi
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puede servir a la vez a dos sefiores. No es posible servir ala vez a
la verdad y a la falsedad. Si la geometria euklidea es verdadera,
entonces la geometria no-euklidea es falsa; y si la geometria no-
euklidea es verdadera, entonces la geometria euklidea es falsa.
Si por un punto exterior a una recta pasa siempre una paralela a
esa recta y so6lo una, entonces para cada recta y para cada punto
exterior a ella hay una paralela a esa recta que pasa por ese
punto y cada paralela a esa recta por ese punto coincide con
ella. Quien reconoce la geometria euklidea como verdadera,
debe rechazar como falsa la no-euklidea, y quien reconoce
la no-euklidea como verdadera, debe rechazar la euklidea
Ahora se trata de arrojar a una de ellas, a la geometria eukli-
dea o a la no-euklidea, fuera de la lista de las ciencias y colo-
carla como momia junto a la alquimia y a la astrologia ... jDen-
tro o fuera! ;A cudl hay que arrojar fuera, a la geometria eu-
kifdea o a la no-euklidea? Esta es la cuestién”.® La pregunta
era retorica, pues para Frege resultaba claro que la geometria
euklidea era la unica verdadera y que todas las geometrias no-
euklideas eran falsas.

La postura de Frege frente a las geometrias no-euklideas
es completamente retrograda y es un sintoma de su falta de com-

prension y simpatia hacia las nuevas tendencias que se abrian ca-
mino en la matematica. Segun el nuevo punto de vista, cada geo-
metria describe una estructura abstracta. Los teoremas de la teo-
ria no expresan de por si ideas verdaderas o falsas acerca de nin-
gun ambito determinado de la realidad, aunque sean susceptibles
de interpretacion en diversos dmbitos. En definitiva, una geome-
tria no es verdadera o falsa, aunque si es verdadera o falsa la afir-
macion de que esa geometria es aplicable en un dmbito determi-
nado de la realidad. Alguien podria haber pensado que, a pesar
de todo, hay un dmbito prvilegiado, el espacio fisico y que la
geometria verdadera seria la aplicable en ese dmbito. Pero esa
postura tampoco habria aportado consuelo duradero a los
defensores a ultranza de la geometria euklidea, como Frege. En
efecto, pocos anos después descubriria Einstein que si identifi-
camos los puntos con las particulas fisicas y las rectas con los ra-
yos de luz, entonces resultaba que en el espacio fisico asf definido
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lo que se cumple no es la geometria euklidea, sino la géometrs:
de Riemann, que es una geometria no-cuklidea.

;De donde le venia a Frege su seguridad en la verdad de [
geometria euklidea? De su concepcidn kantiana de la geometria
cuyos axiomas se captarian por una intuicidn pura del espacio
‘Al llamar sintéticas a priori a las verdades de la geometria, Kan
ha descubierto su verdadera esencia”.® Pero al juzgar que Kan
habia descubierto la verdadera esencia de la geometria Frege ne
se equivocaba menos que ¢l mismo Kant se habia equivocads
cuando juzgd que la 16gica habia salido perfecta e incapaz de pro
greso de la mente de Aristoteles. Y lo mismo que la obra de Freg
era la refutacion mads palpable del juicio kantiano sobre la logica
la obra de los gedmetras no-euklideos y de Hilbert era la mas pal
pable refutacién del juicio de Frege sobre la concepcién kantian:
de la geometria. En descargo de Kant habria que decir que ést:
no podia conocer una légica que se desarrollaria 100 afios md
tarde, mientras que Frege si conocia la geometria no-euklidea
En general la actitud de Frege respecto a la geometria es bastant
paraddjica. Frege, fundador del programa logicista de reduccids
de la matemdtica a la ldgica, excluye por completo a la geometry.
de su programa. Y Frege, critico implacable de la concepcid
kantiana de la aritmética, acepta sin mds y como definitiva 1
concepcion kantiana de la geometria.

El mérodo axiomatico abstracto o hilbertiano

Al mismo tiempo que se daban a conocer las geometria
no-euklideas, un andlisis mds cuidadoso de los Elementos d
Euklides revelaba sus numerosas lagunas, que serfan rellenada
en 1882 con la publicacién por Moritz Pasch de la primera axio
matizacién légicamente satisfactoria de la geometria euklidea. Y
diversos matemadticos de la escuela italiana —Pieri, Veronese
Peano, etc.— habian empezado a propugnar explicitamente un
concepcion mds abstracta del método axiomdtico. Todos esto
fermentos culminaron en 1899 con la publicacién por Hilber
de sus Grundlagen der Geometrie.
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Con Hilbert el nuevo método axiomdtico alcanza su madu-
rez, al menos respecto a la practica del mismo. En el capitulo pri-
mero de los Grundlagen der Geometrie presenta los axiomas de la
geometria euklidea, divididos en cinco grupos (de incidencia, de
orden, de congruencia, de paralelas y de continuidad). Aqui no se
hace uso de intuicién ni conocimiento previo ninguno, sino que lo
unico que es licito suponer de los puntos, rectas y planos, etc., es
lo que explicitamente se dice de ellos en los axiomas. A la inver-
sa, cualquier sistema de cosas de las que se pueda decir lo mismo
que los axiomas dicen de los puntos, rectas, etc. puede considerar-
se como un modelo de geometria. Como Hilbert indica a Frege en
su carta del 29-12-1899: “Cada teoria no es sino un tinglado o es-
quema de conceptos junto con ciertas relaciones necesarias entre
ellos, v sus elementos basicos pueden ser pensados arbitrariamen-
te. Si entiendo por puntos, etc. cualquier sistema de cosas, por
gjemplo el sistema formado por amor, ley, deshollinador, etc. y
considero que todos mis axiomas resultan vdlidos para esas cosas,
entonces también resultan validos para esas cosas mis teoremas,
como, por ejemplo, el de Pythagoras. Con otras palabras: cada
teoria puede ser aplicada a una infinidad de sistemas de elementos
bésicos.” !0

Grundlagen der Geometrie aportd muchas y notables no-
vedades a la geometria, desde el desarrollo de la geometria plana,
y en especial de la teoria de las proporciones, con independencia
del axioma arximediano, cuya prescindibilidad mostré Hilbert,
hasta las pruebas de consistencia e independencia ya aludidas, pa-
sando por importantes resultados sobre los teoremas de Desar-
gues y de Pascal. Con la publicacién de esta obra se impuso el
nuevo método axiomatico, y ello a pesar de que Hilbert no expo-
nia en absoluto en qué consistia este método , limitdndose a apli-
carlo sin comentarios. Pero, como ha sefialado Freudenthal, “en
el ejemplo profundamente elaborado de una teoria axiomdtica,
como lo son los Grundlager, hay unsa tuerza de conviceidn infini-
tamente mayor que en las exposiciones {ilosdficas y programati-
cas...” 1!
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Frege, analista del método hilbertiano.

Frege, que se oponia frontalmente al nuevo método axio
matico, acompafié (sobre todo en sus articulos de 1906) sus criti
cas de analisis frecuentemente iluminadores y profundos de aspec
tos del mismo, andlisis muy superiores a cuanto el mismo Hilber:
habia dicho de su propio método.

Asi, analizando el funcionamiento de las palabras “pun
to”, “recta”, etc. en la geometria axiomatica de Hilbert, Frege s«
da cuenta de que dichas palabras son como lugares vacios que sir
ven para expresar generalidad, lo mismo que ocurre con las letra:
en el dlgebra. E incluso llega a proponer y ejemplificar el uso de
letras para indicar tales lugares, tal y como hariamos ahora. “S
las palabras “punto”, “recta”, etc. no designan nada, sino que st
limitan a indicar generalidad como las letras en la aritmética
seria muy uUtil para una mss clara comprensidon de la situacior
que empledsemos efectivamente letras para esa finalidad. Vamos :
estipular lo siguiente: En vez de “el punto A estd en el plano a’
diremos “A estid en la relaciéon-p con a”’. En vez de ‘el punto £
estd en la recta a’ diremos “A esta en la relacidon-q con a”’. En ve:
de “A es un punto” diremos “A es un 77 .12

Analizando las multiples interpretaciones a que Hilber
somete sus conceptos, Frege propone comparar la teoria axiomad
tica de Hilbert con un sistema de ecuaciones con varias incognitas
Cada sistema de conceptos que satisface la teoria es como una so
lucién de esas ecuaciones.!® Con esto Frege se acerca mucho a |;
posterior aclaracién de la situacién por Tarski en funcion del con
cepto de modelo. Pero Frege se deja llevar por su espiritu polémi
co, preguntandose: “;Quién nos dice que este sistema de ecuacio
nes tenga alguna solucién y que ésta sea univoca?”'® Que el siste
ma tiene alguna solucién debiera estar claro para Frege, pues Hil
bert mismo 1a ha presentado en el modelo aritmético que le sirv:
para probar su consistencia. Pero la solucién no es, ni pretend
ser, univoca. Precisamente en la multiplicidad de soluciones, in
terpretaciones o modelos ve Hilbert —y con €l toda la matematic:
posterior— la principal ventaja del nuevo método axiomaitico.

Frege es un critico implacable del uso mds bien confun
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dente que Hilbert hace de las palabras “definir” y “definicién”,
que tan pronto emplea en el sentido de definiciones nominales
explicitas —como cuando define el tridngulo— como en el sentido
de determinacién mediante los axiomas. Contra las definiciones
explicitas Frege no tiene nada: son meras estipulaciones. Pero se
niega a aceptar que los axiomas definan —implicitamente, se diria
luego, aunque la expresion no es de Hilbert— los conceptos (de
primer orden) de punto, recta, plano, ...incide con..., ...es con-
gruente con..., ...estd entre... y..., como pretendia Hilbert. En esto
tenia razon Frege. Pero Hilbert veia claro que con sus axiomas al-
go quedaba definido, aunque no sabjia expresarlo bien. El propio
Frege se lo articulé mejor en su carta del 6 de enero de 1900,
cuando le escribe: ““Me parece que lo que usted en realidad quiere
definir son conceptos de segundo orden, pero gue usted no los
distingue claramente de los de primer orden”.'> En efecto, los
axiomas de Hilbert definen algo —como él decia—, pero lo que
definen —y no implicita, sino explicitamente— no son los con-
ceptos de primer orden de punto, recta, etc., sino el concepto de
segundo orden de espacio euklideo, o, como hoy diriamos, la es-
tructura abstracta de espacio euklideo.

Aqui como en tantas otras cosas Frege podia hacer apor-
taciones esenciales al desarrollo, aclaracién y explicitacién del
nuevo método axiomatico, con lo que se hubieran quemado eta-
pas que luego costaria arduos esfuerzos y largo tiempo recorrer.
Pero el cardcter polémico y hurafio de Frege, unido a una cierta
altivez de Hilbert, condujeron la polémica al estéril marasmo en
que acabd.

Consistencia.

En el capitulo segundo de sus Grundlagen ofrece Hilbert
una prueba de la consistencia de sus axiomas, indicando un mode-
lo numérico, es decir, un sisterna de cosas que satisfacen todos los
axiomas de la teoria y donde los puntos son ciertos pares de ni-
meros algebraicos, las rectas, ciertos trios de nimeros algebraicos,
donde la incidencia de una recta con un punto quiere decir la vali-
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dez de una cierta ecuacion numérica, etc. Con esto queda probada
la consistencia de los axiomas, no {a consistencia absoluta, claro,
pero si la consistencia relativa al andlisis matematico.

La falta de comprensién por Frege del nuevo método se
manifiesta en sus criticas a la prueba de consistencia de Hilbert, a
quien echa en cara el cambio de significado de palabras como
“punto”, que en el libro de Hilbert tan pronto significan punto
como par de nimeros algebraicos (que es algo muy distinto), etc.
Hilbert, por el contrario, ve en esa multiplicidad de interpretacio-
nes la principal ventaja del nuevo método axiomatico.

Frege considera completamente inttil ofrecer una prueba
de consistencia de los axiomas, pues la consistencia se sigue de la
verdad y los axiomas son por definicién verdaderos. Frege escribe
a Hilbert: “Llamo axiomas a los enunciados verdaderos, pero in-
demostrados... De la verdad de los axiomas ya se sigue que estos
no se contradicen entre si. Por tanto esto no requiere prueba algu-
na adicional”.'® Como sefiala Dummett,'” no deja de resultar ir6-
nico que Frege dijera esto precisamente poco antes que Russell
descubriese que los axiomas del propio Frege eran contradicto-
rios. Pero Frege mantuvo hasta el final su concepcion tradicional
de la verdad de los axiomas y de la superfluidad de las pruebas de
consistencia de los mismos.

En su carta de respuesta a la citada de Frege, Hilbert res-
ponde a la objecidon fregeana de que no es necesario probar la con-
sistencia de los axiomas, pues ésta se sigue de su verdad: “Siempre
que yo pienso, escribo y hablo sobre estos temas, cada vez digo
precisamente lo contrario: Si los axiomas arbitrariamente estable-
cidos, junto con sus consecuencias, no se contradicen entre si,
entonces son verdaderos, entonces existen las cosas definidas por
los axiomas. Este es para mi{ el criterio de la verdad y de la exis-
tencia”.'® La manera de expresarse de Hilbert no es correcta. Si
los axiomas no son contradictorios, son consistentes, pero no ver-
daderos. Los axiomas abstractos en el sentido de Hilbert no son el
tipo de entidad de la que pueda predicarse la verdad o falsedad.
;Qué decir de su segunda afirmacién, la de que de la consistencia
de los axiomas se sigue —en terminologia actual— la existencia de
un modelo? Hoy sabemos que toda teoria consistente de primer
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orden posee un modelo. Por tanto Hilbert tenia parte de razon.
Pero no tenia toda la razén, pues su geometria axiomatizada era
una teoria de segundo orden (por el axioma de continuidad) y
no ocurre que toda teoria consistente de segundo orden tenga un
modelo. De todos modos, si aceptamos modelos generales no-
standard de segundo orden, entonces si que también cada teoria
consistente de segundo orden tiene un modelo, pero es dudoso
que Hilbert los aceptase o pudiese pensar siquiera en ellos.

Dummett ha escrito recientemente que “cuando nos las
habemos con una teoria genuina, es decir, una para la que tene-
mos una interpretacidon determinada, bajo la cual creemos que sus
axiomas son verdaderos, no tiene sentido hablar de que encontra-
mos un tal modelo {es decir, uno que sirva para probar su consis-
tencia), pues ya tenemos un modelo” *° Esto parece una defensa
de la postura de Frege, pero no lo es. Dummett se refiere a la arit-
mética, no a la geometria. Y en el caso de la geometria euklidea,
que es el que nos ocupa, no poseemos tal modelo (el candidato
mds obvio, que seria el espacio fisico, no lo es o al menos es muy
discutible que lo sea). De ahi el interés en buscar un tal modelo
en zonas mas seguras, como pueda ser el analisis matemadtico (res-
tringido a numeros algebraicos).

Independencia.

Su concepcion abstracta del método axiomatico permite a
Hilbert ofrecer pruebas de independencia de sus axiomas, proban-
do que cada axioma es independiente de los demds mediante la
indicacion de un sistema que satisface a los demds axiomas, pero
no a aquél cuya independencia se trata de probar. Con lo cual, al
tiempo que prueba la independencia del axioma de las paralelas,
prueba la consistencia de la geometria no euklidea (relativa a la
euklidea). El proceder de Hilbert en sus pruebas de independen-
cia es irreprochable, pero Frege no las aceptaba, pues le echaba en
cara el uso de modelos en que ningliin axioma resultaba falso, lo
cual seria absurdo, pues un axioma no puede ser falso.

En 1900 y 1903, Frege se limita a rechazar las pruebas hil-
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bertianas de independencia. Pero luego dedica mayor atencién al
tema y en sus articulos de 1906 llega a hacer propuestas construc-
tivas al respecto. Empieza por definir la independencia de una
idea respecto a otras como la imposibilidad de inferir la primera a
partir de las dltimas en un nimero finito de pasos.?® (Esto, sabe-
mos hoy, s6lo es aceptable si el cdlculo es suficiente o semanti-
camente completo—, lo cual no es el caso del de Frege ni de nin-
guno de segundo orden.)

Luego Frege, adelantdndose a Tarski, constata que con las
pruebas de independencia se inicia una nueva actividad en la ma-
temadtica. ““;Como podemos probar la independencia de u.ia idea
respecto de un grupo de otras ideas? Lo primero sobre lo que hay
que llamar la atencién es que con esta pregunta penetramos en un
territorio que hasta ahora ha sido ajeno a la matematica. Pues
aunque la actividad matemadtica como la de cualquier otra ciencia
se realiza mediante ideas, las ideas mismas no son por lo demads
objeto de su consideraciéon. También la independencia de una
idea respecto a un grupo de ideas es distinta de las relaciones
que normalmente son objeto de la investigacién matemadtica...””?!

A continuacion Frege propone un método para probar la
independencia de ideas.? El método para probar que una idea a
es independiente de n ideas 8, ... 8 consiste en sustituir las cons-
tantes no-légicas que aparecen ena, f8, ... f_ por otras constantes
distintas de la misma categoria tales que §, .8 se transforman
en ideas verdaderas y a en una idea falsa. Lo cual, como ya sefialé
Steiner,” es equivalente al proceder hilbertiano, aunque Frege
parece no haberse dado cuenta de ello. En cualquier caso aqui
abandond sus por lo demds muy prometedoras reflexiones sobre
el tema.

Deduccion.

En una teoria axiomadtica abstracta los teoremas se prue-
ban a partir de los axiomas segiin reglas de inferencia establecidas
y sin tener en cuenta para nada las posibles interpretaciones de los
mismos. Lo Unico que una tal prueba nos garantiza entonces —si
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las reglas son correctas— es que cada interpretacion que satisfaga
los axiomas —que los convierta en ideas verdaderas— satisfard
también los teoremas —los convertird igualmente en ideas verda-
deras—. Esta manera abstracta y formal de proceder es descrita
correctamente por Frege “como si hubiera que probar una mera
formulacién que no exprese idea alguna, y como si luego hubiera
que asignar a esa formulacién ideas distintas en dominios distin-
tos”. Pero a continuacién afiade: ““jabsurdo! Una mera formula-
cion sin contenido no puede ser probada”.?

Frege no admite las pruebas abstractas por dos razones.
En primer lugar, porque parten de axiomas abstractos o —como
él dice— pseudoaxiomas, que no expresan idea alguna, mientras
que una inferencia sélo puede partir de una idea y llevar a otra.
“De que los pseudoaxiomas no expresan idea alguna se sigue
ademds que no pueden ser premisas de una cadena de inferen-
cias... Con los pseudoaxiomas no tenemos todavia ninguna idea
y por lo tanto tampoco premisa alguna”.

En segundo lugar Frege no acepta la inferencia basada
en las solas reglas de inferencia, capaces de aplicarse a meras
formulaciones, sino que exige que la inferencia se base en actos
psiquicos de juicio. “Una inferencia no pertenece al campo de los
signos, sino que es un acto de enjuiciamiento (Urteilsfillung) que
se realiza sobre la base de juicios anteriores segun leyes logicas.
Cada premisa es una idea reconocida como verdadera y en el jui-
cio inferencial se reconoce igualmente una cierta idea como ver-
dadera™.?® Como ha sefialado Resnik,%” de ahi se sigue que no se
puede hacer una inferencia a partir de una premisa cuya verdad
no se reconoce y que la inferencia légica pierde su intersubjetivi-
dad. Si fulano acepta a como verdad, puede inferir a v § a partir
de a. Si mengano no acepta a como verdad, no puede inferir a v 8
a partir de a. La inferencia 1dgica pasa asi a depender de hechos
psiquicos subjetivos, tales como el de que alguien acepte o no la
verdad de una idea. Como el mismo Resnik ha indicado,® con
esto cae Frege en el psicologismo, que €l tanto habia combatido,
y abandona sin darse cuenta su principio de separacion tajante en-
tre 16gica y psicologia. (Y ademds, como ha seflalado P. Geach,?
en el suplemento a Grundgesetze I el mismo Frege se ve obligado
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a realizar —y realiza— inferencias a partir de premisas no aseve-
radas).

Es curioso que Hilbert, empleando palabras cargadas de
significado intuitivo —““punto”, “recta”, etc.—, pretenda emplear-
las como signos vacios de significacion, inhaltsleer,y que, care-
ciendo de un cdlculo deductivo o de reglas de inferencia explici-
tamente formuladas, pretenda proceder de un modo formal y abs-
tracto en sus deducciones, mientras que Frege, empleando signos
y expresiones formalizadas, pretende escribir enunciados de signi-
ficacidn univoca, inhaltlich, y, disponiendo de un calculo deducti-
vo formal perfectamente desarrollado, pretenda limitarse a regis-
trar la cadena de juicios por la que un sujeto va reconociendo la
verdad de ciertas ideas.

En realidad Frege podria haber aportado a las deducciones
formales abstractas de Hilbert el soporte de un sistema explicita-
do de reglas de inferencia que aquéllas requerian para su perfec-
cidén. Pero Frege prefiridé polemizar, en vez de colaborar en la em-
presa hilbertiana, y Hilbert no echd mano del cdlculo de Frege, si-
no que acabé desarrollando el suyo propio treinta afios mas tarde,
aunque reconociendo la primacia de Frege en este campo.

Teorias concretas y abstractas.

La polémica resultd estéril, a pesar de que entre sus dos
protagonistas ya poseian todos los prerrequisitos necesarios para
zanjarla mediante un salto hacia adelante. Pasaron los afios, Frege
murid y Hilbert acabd ddndose cuenta de que en realidad Frege y
él habian estado hablando de cosas distintas. Asi, en la introduc-
cién al tomo 1 de sus Grundlagen der Mathematik,>® publicado en
1934, Hilbert distingue claramente entre lo que Uama alli inhal-
tliche Axiomatik y formale Axiomatik, o, como diriamos noso-
tros, entre teorias concretas y teorias abstractas. Cuando €] ha-
bia hablado antes de teoria se referfa siempre a las teorias abs-
tractas, mientras que Frege lo hacia a las concretas. Por eso no se
entendian y la polémica fue un didlogo de sordos.

Segun Hilbert, el desarrollo consecuente del método axio-
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madtico conduce a las teorias abstractas, tanto en la matematica
como en la fisica. Ya en su carta a Frege del 29-12-1899 Hilbert
sefiala que “naturalmente todos los teoremas de ung teoria elec.
tromagnética son también vilidos para cada sistema de cogyg que
pongamos en lugar de la electricidad, el magnetismg etc.. siem-
pre que resulten satisfechos los correspondientes axjomag »31 v
35 afios mds tarde, en Grundlagen der Mathematik, pone como
ejemplos de teoria axiomadtica abstracta, junto a [, geometria
euklidea, la mecdnica de Newton y la termodindmjcy de Clau-
sius.3? E incluso postula la necesidad de probar la COnsistencia de
las teorias abstractas de la fisica mediante la indicacigy de
Jos aritméticos de las mismas.™

Pero en definitiva ;qué es una teoria abstract, y qué es
una teoria concreta? ;En qué se diferencian? La Ontologia fre-
geana puede ayudarnos a responder a esta cuestion.

Como es bien sabido, las categorias fundamentaleg g, la
ontologia de Frege son las de objeto y funcién.™ Tqdo lo que
hay o es objeto o es funcidon. Un objeto es algo compjeto satu-
rado —gesdrtigt. Una funcidén es algo incompleto insaturado
—ungesdttigt—. Pero al afiadir un objeto (el AIGUMENto) a |y fup.
cion (monaria), la completamos o saturamos, Obtepiengg as{
otro objeto (el valor de esa funcidn para el primer Objeto), Frege
exigia que la funcidn estuviese determinada o definidy paia todos
los objetos sin excepcidn, es decir, gue asignase un yajor a cada
uno de ellos. De todos modos esa exigencia representy yp, corm.
plicacién innecesaria ¢ inesencial de su concepcion. De hech nos
basta con que la funcion esté definida para los objetog de ypy Am-
bito o dominio determinado, su dominio de definicidy_

Una teoria abstracta es homologa con un sistemg (o enti-
dad formada en el caso mas sencillo por una clase No-vaciy —5;1
universo— y una serie de relaciones y funciones sobre gg, clase)
cuando tiene tantos conceptos abstractos relacionaley y fy;.; ona.
les como relaciones y funciones tiene el sistema y cuando los co.
rrespondientes nimeros arios son los mismos.

Haciendo uso de las categorias ontoldgicas fregeanag, po-
driamos decir que una teoria concreta es un determyinad, Obje-
to, a saber, un conjunto de ideas (verdaderas o falsyy)

mode-

Sobre un
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cierto sistema. Una teoria abstracta, por el contrario, no seria 1
objeto, sino una funcidn, a saber, una funcién que tiene como d
minio de definicién el conjunto de los sistemas homdlogos cc
ella y tal que a cada sistema homologo aplica univocamente ui
teoria concreta determinada. A la teoria concreta que la teor
abstracta aplica a un sistema dado se la llama también la inte
pretacion de esa teoria abstracta en ese sistemna.

Una teoria abstracta es una funcién compuesta. Cada ur
de las féormulas que la componen es a su vez una funciéon q
a cada sistema homoélogo aplica univocamente una idea. Segt
que esa idea sea verdadera o falsa, decimos que el sisterna satisf
ce o no esa formula. El conjunto de las ideas que las diversas f¢
mulas de la teoria abstracta aplican a un sistema determinac
constituye precisamente la teoria concreta que esa teoria abstra
ta aph’ca‘a ese sistema (0, equivalentemente, la interpretacion ¢
esa teoria abstracta en ese sistema). Y si la teoria concreta aplic
da por la teoria abstracta es verdadera (es decir, si todas sus ide;
lo son), entonces decimos que ese sistema es un modelo de e:
teoria abstracta.

Como vemos, no s6lo a nivel sintactico, metodologico
semadntico, sino incluso a nivel ontoldgico Frege poseia los instn
mentos conceptuales para obtener una clarificaciéon del métod
axiomatico abstracto. Desde su polémica con Hilbert ha llovid
mucho y mucho se ha progresado. Pero la completa clarificacic
de lo que sea una teoria abstracta y una concreta y de las interr:
laciones entre ambas —tanto en la matemadtica (donde las cosas ¢
han aclarado bastante, gracias al desarrollo de 1a teoria de mod.
los) como en la fisica (donde el asunto apenas empieza a ser inve
tigado) y ain en otros campos— sigue constituyendo un reto pai
cualquier filosofia rigurosa de la ciencia.
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