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LA POLEMICA ENTRE FREGE Y HILBERT
ACERCA DEL METODO AXIOMATICO

Jesús Mosterín

A principios de siglo tuvo lugar una polémica memorable
entre Frege y Hilbert (o, quizás más exactamente, de Frege con-
tra Hilbert). La polémica resulta memorable tanto por la impor-
tancia de sus protagonistas y del tema discutido como por el he-
cho de que las confusiones y ambigüedadesque determinaron su
esterilidadaún pérvivenparcialmenteentre nosotros.

Los personajes eran evidentemente importantes. En 1900
Hilbert era probablemente el más grande lógicoviviente.Pero ahí
se acaba la analogía. A pesar de su juventud -tenía entonces 37
años- Hilbert había cosechado numerosos éxitos profesionales,
era catedrático de la prestigiosaUniversidadde Gottingen y se ha-
bía podido permitir el lujo de rechazar varias otras cátedras que
le habían sido ofrecidas. Hilbert era ya famoso y su fama no
había hecho sino aumentar con la publicación el año anterior
de su obra Grundlagender Geometrie.1 El reconocimiento que
recibía de la comunidad matemática quedó reflejado en su parti-
cipación estelar en el Segundo Congreso Internacional de Mate-
máticos, celebrado en Paris en 1900, en que propuso a sus cole-
gas de todo el mundo una célebre lista de 100 problemasque de-
bían tratar de resolver durante el sigloXX que entonces con1en-
zaba. Frege, por el contrario, a pesar de su mayor edad -era
14 años más viejo que Hilbert-, era un oscuro docente de la
Universidad de Jena que nunca llegaría a alcanzar la posición de
profesor ordinario y cuya obra -intrínsecamente importante- no
había logrado el reconocimiento ni la difusiónque merecía.

El tema de la polémica era nada menos que el de la natu-
raleza del método axiomático, método que ha gozadosiempre de
un prestigio incomparable en la tradición científica de Occidente
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288 La polémica entre Fregey Hilbert

ya desde la época en que Aristoteles identificó ciencia perfecta
con teoría axiomática. Ahora bien ¿qué es una teoría axiomática?

Hasta 1899 se había entendido por teoría axiomática
algo distinto de lo que se entendería a partir de la publicaciónen
ese año de los Grundlagender Geometrie por Hilbert. Pero ni
Hilbert supo describir adecuadamente lo que hacía ni Frege logró
darse cuenta del alcance y el sentido último de ese nuevo hacer.
Por ello la polémicaresultó estéril.

La esterilidad de la polémica se debió a una razón funda-
mental. Para hablar de dos métodos distintos, casipodría decirse
de dos mundos distintos, tanto Frege como Hilbert empleaban
exactamente las mismaspalabras.Cuando Fregeempleabala pala-
bra "axioma", quería decir algo completamente distinto que
cuando Hilbert empleabala mismapalabra "axioma". Y lo mismo
ocurría con las palabras "defmición", "prueba", "teoría", etc.
Hilbert había revolucionadoel método, pero había conservadolas
viejas palabras para designarlas nuevas realidades, con lo cual la
comunicación entre los nuevos y viejos axiomáticos resultaba
imposible. Esa confusión y ambigüedad de las palabras que em.
pleamos para hablar de las teorías no se ha disipado del todo ni
siquiera en nuestros días. Por eso vale la pena rememorar aquella
inconclusapolémica.

El desa"ollo de la polémica

Frege y Hilbert se habían conocido en 1895 con ocasiór
de un congreso científico celebrado en Lübeck, donde Frege ha
bía presentado una ponencia sobre las ventajas de su escritun
conceptual tanto respecto al lenguajeordinario como respecto a
simbolismode Peano, y donde ambos habían intercambiado opi
niones sobre el papel de los signosen las matemáticas, intercam
bio que tuvo una breve continuación epistolar. Durante el semes
tre de invierno de 1898-99 Hilbert dio un curso en Gottinger
sobre geometría axiomática, entre cuyos oyentes se encontrab,
Heinrich Liebmann, que envió un ejemplar de los apuntes de
curso a Frege, que era amigo de su padre. La reacción de Fregc
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La polémica entre Frege y Hilbert 289

ante las novedades metodológicas de Hilbert, manifestada en dos
cartas a Liebmann,2 fue negativa, impresión negativaque se con-
fmnó tras la atenta lectura por Frege de los Grundlagen der
Geometrie, publicados poco después, y que constituían una ver-
sión ampliada del curso de Gottingen que Frege ya conocía. El
27 de diciembre de 1899 Frege escribió directamente a Hilbert
una larga carta3 en la que sometía su libro a una crítica dura y al-
go pedante, acusándole de total falta de rigor. Hilbert debió sen-
tirse irritado, pero apreciaba a Frege y, annándose de paciencia,
le contestó dos días después explicándole diversosaspectosesen-
ciales de su nuevo método. El 6 de enero de 1900 replicó Frege
con otra larga carta, lúcida y agresivamentepolémica, de la que
Hilbert se limitó a acusar recibo. La suerte de la polémicaestaba
echada. Hilbert se expresaba con excesivafalta de precisión para
el gusto del lógicogenialy pedantemente precisoque era Frege. Y
Frege, que tan aguda y lúcidamente criticaba la desafortunada
terminología hilbertiana, era incapaz de ver, más allá de los árbo-
les de sus críticas de detalle, el bosque del nuevo método que
Hilbert había descubierto y que iba a revolucionar la matemá-
tica.

Al pasar los meses sin recibir cabal contestación de Hil-
bert, Frege volvió a insistir con otra carta, a la que Hilbert volve-
ría a responder escuetamente, por falta de tiempo. En vista de
que la discusión epistolar no progresaba, Fregepropuso a Hilbert
publicar la correspondencia intercambiada, pero Hilbert prefería
no hacerlo. En noviembre de 1903 Hilbert escribió a Frege agra-
deciéndole el envío del tomo 11de sus GnJndgesetzee invitándole
a ir a Gottingen, a fm de proseguir oralmente sus discusiones,ya
que no tenía tiempo para hacerlo por escrito. Pero Frege no
aceptó y ahí se acabó el contacto entre ambos. Frege se fue ha-
ciendo huraño con el tiempo. No aceptó la invitación de Couturat
a participar en el Congreso de Filosofía de París en 1900, ni tam-
poco la de Russen a tomar parte en el CongresoMatemático de
Cambridge en 1912. Prefería el contacto por escrito al personal.

En 1903 Frege publicó en el Anuario de la Unión Alema-
na de Matemáticos dos artículos "Sobre los fundamentos de la
geometría",4 en los que recogía y ampliaba sus críticas a Hilbert
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290 La polémica entre Frege y Hilbert

anteriormente expresadas en sus cartas. Hilbert no se dignó res.
ponder, pero A. Korselt replicó a Frege con un artículoS en que
salía en defensa de Hilbert. En 1906 Frege replicó a su vez a
Korselt publicando uña serie de tres artículos "Sobre los funda.
mentos de la geometría",6 en que sus análisis resultan especial.
mente lúcidos y profundos, llegando a exponer las característi.
cas del nuevo método axiomático iniciado por Hilbert de un mo.
do mucho más claro y explícito de 10que nunca 10había hecho
el propio Hilbert, pero sin llegar a aceptar ni entender la impor.
tancia ni el sentido último del proceder hilbertiano.

El método axiomático concreto o clásico

Hemos dicho que la esterilidadde la polémicaentre Frege
y Hilbert se debió fundamentalmente a la falta de comunicación:
producida por la ambigüedady confusión de las palabrasemplea.
das por ambos, que eran las mismas,pero se referían a dos con.
cepciones radicalmente distintas del método axiomático; la con.
cepción antigua o tradicional, representada por Frege, y la con.
cepción iniciada por Hilbert y otros matemáticos de su tiempo

La concepción antigua o tradicional del método axiomá.
tico aparece ya formulada con toda claridad en los Analítico~
Posteriores de Aristoteles y encuentra su plasmación paradig.
mática poco despuésen losElementos de Euldides.

Una teoría axiomática, según la entendían Aristotele~
y Euklides, es un conjunto de verdades acerca de un ámbitc
determinado de la realidad, conjunto organizado de tal manen
que casi todos los conceptos que intervienen en la teorí.asQI1J\e.
finidos a partir de unos pocos conceptos primitivos,que no se de.
fmen, y casi todas las verdades que componen la teoría son de
mostradas a partir de unas pocas verdades primeras o axiomas
que no se demuestran. Los conceptos primitivos no necesitanse]
defmidos, pues los conocemos intuitivamente. Y los principio!
primeros o axiomas no necesitanser demostrados, pues su verdac
es evidentey la captamos por intuición. Aplicarelmétodo axiomá
tico a un ámbito determinado de la realidad consisteen organiza:
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La polémica entre Frege y Hilbert 291

nuestro saber acerca de ese ámbito en forma de teoría axiomá-
tica.

Esta concepción del método axiomático permaneció bá-
sicamente inalterada hasta fmales del siglo XIX, si bien algunos
detalles terminológicos y epistemológicossufrieron ciertas varia-
ciones. Así, a los principios primeros indemostrados, a los que
Aristoteles llamaba axiomas e hipótesis, Euklides los llamaba
principios comunes y postulados. Con el tiempo acabó genera-
lizándose el nombre de axiomas para todos ellos. Así, también,
mientras que Aristoteles pensaba que captamos la verdad de los
axiomas de la geometría mediante una facultad de intelección
a la que él llamaba vouc;, Kant consideraba que la verdad de los
axiomas de la geometría se capta en una especial intuición pura
del espacio. Pero en que los axiomas eran verdades evidentes
captadas por algún tipo de intuición, prácticamente todos esta-
ban de acuerdo. Incluso los empiristas extremos que pretendían
que llegábamosa los axiomas por inducción aceptaban al menos
que los axiomas eran verdades acerca de un ámbito determinado
de la realidad.

Frege expuso y analizó el método axiomático tradicio-
nal con más claridad y precisión que nadie. Ademáslo perfeccio-
nó considerablementemediante la formalización.El método axio-
mático clásico consistía en explicitar los axiomas (que eran ideas
verdaderas evidentes) y en exigir que todas las demás ideas
afmnadas en la teoría fueran demostradas a partir de esos axio-
mas. Pero Frege se dió cuenta de que para maximizar el rigor
de las demostraciones no basta con explicitar su punto de par-
tida -los axiomas-, sino que también es necesario explicitar
los métodos admisibles de demostración -las reglas de inferen-
cia. La unívoca explicitación de las reglas de inferencia requería
a su vez la formalización o formulación regimentada de axiomas,
teoremas y pruebas. Pero para Frege la formalización sólo invo-
lucraba una precisión sintáctica, no un cambio semántico. Los
enunciados del lenguaje ordinario daban lugar a las fórmulas del
lenguaje formal, pero las fórmulas seguíansiendo enunciados ver-
daderos, seguían expresando ideas, seguían cargadas de conteni-
do significativo, seguían siendo inhaltlich. Frege representa la
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culminación de la concepción tradicional del método axiomático:
que él expone con rigor incomparable.

Las geometrías no euklídeas

En la segundamitad del sigloXIX se había reavivadoel in.
terés por el método axiomático, al tiempo que entraban en crisi~
algunos de sus supuestros tradicionales. A esta crisis contribuyé
poderosamente el desarrollo de las geometrías no-euk1ídeas.Y~
Gauss había descubierto la posibilidad de desarrollar geometrí~
distintas de la euk1ídea e incompatibles con ella, pero había re.
nunciado a publicar sus resultados por miedo al escándalo de lo~
espíritus obtusos.7 Bolyai y Lobatchevski desarrollaron geome
trías que tomaban como axiomala negacióndel axioma euk1ídec
de las paralelas, y no vacilaron en publicar sus resultados. As:
pues, en la segunda mitad del sigloXIX había diversosaxioma:
sobre las paralelas (correspondientes a teorías geométricasdistin
tas) incompatibles entre sí. Todos estos axiomas no podían se]
verdaderos al mismo tiempo. A 10 sumo uno de ellos podía se:
verdadero. Entre los geómetras se fue abriendo paso la opiniót
de que no había más razón para considerarverdadero a uno de es
tos axiomas que a los otros. Por tanto, ninguno de ellos era verda
dero. Y si el axioma de las paralelasno era verdadero, tampoc<
tenían por qué serIo los demás. Así acabó considerándoseque 10:
axiomas son unos meros esquemasabstractos, que en sí mismo
no son verdaderos ni falsos.Estos desarrollosresultaban inacepta
bles para los defensoresde la concepción clásicadel método axio
mático, no sólo para los.espíritus obtusos (como ya babía previs
to Gauss), sino incluso para mentes tan agudascomo la de Frege

Frege se opuso tenazmente a la nueva tendencia (que ca
da vez se abría más paso entre los geómetras)a considerarque eJ
la matemática hay sitio para distintas geometrías, que cada geG
metría describe una estructura abstracta distinta y que ningun
geometría es en sí misma verdadera ni falsa. En su escrito póstu
mo "Sobre geometría euk1ídea", redactado durante la época d
su polémica con Hilbert, escribe Frege patéticamente: "Nadi
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puede servir a la vez a dos señores. No es posible servir a la vez a
la verdad y a la falsedad. Si la geometría euk1ídea es verdadera,
entonces la geometría no-euk1ídea es falsa; y si la geometría no-
euk1ídea es verdadera, entonces la geometría euk1ídea es falsa.
Si por un punto exterior a una recta pasa siempre una paralela a
esa recta y sólo una, entonces para cada recta y para cada punto
exterior a ella hay una paralela a esa recta que pasa por ese
punto y cada paralela a esa recta por ese punto coincide con
ella. Quien reconoce la geometría euldídea como verdadera,
debe rechazar como falsa la no-euklídea, y quien reconoce
la no-euldídea como verdadera, debe rechazar la euklídea ...
Ahora se trata de arrojar a una de ellas, a la geometría euldí-
dea o a la no-euldídea, fuera de la lista de las ciencias y colo-
carIa como momia junto a la alquimia y a la astrología ... ¡Den-
tro o fuera! ¿A cuál hay que arrojar fuera, a la geometría eu-
klídea o a la no-euldídea? Esta es la cuestión".8 La pregunta
era retórica, pues para Frege resultaba claro que la geometría
euklídea era la única verdadera y que todas las geometrías no-
euldídeas eran falsas.

La postura de Frege frente a las geometrías no-euklídeas
es completamente retrógrada y es un síntoma de su falta de com-
prensión y simpatía hacia las nuevas tendencias que se abrían ca-
mino en la matemática. Según el nuevo punto de vista, cada geo-
metría describe una estructura abstracta. Los teoremas de la teo-
ría no expresan de por sí ideas verdaderas o falsas acerca de nin-
gún ámbito determinado de la realidad, aunque sean susceptibles
de interpretación en diversos ámbitos. En definitiva, una geome-
tría no es verdadera o falsa, aunque sí es verdadera o falsa la afir-
mación de que esa geometría es aplicable en un ámbito determi-
nado de la realidad. Alguien podría haber pensado que, a pesar
de todo, hay un ámbito privilegiado, el espacio físico y que la
geometría verdadera sería la aplicable en ese ámbito. Pero esa
postura tampoco habría aportado consuelo duradero a los
defensores a ultranza de la geometría euldídea, como Frege. En
efecto, pocos años después descubriría Einstein que si identifi-
camos los puntos con las partículas físicas y las rectas con los ra-
yos de luz, entonces resultaba que en el espacio físico así definido
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lo que se cumple no es la geometría euldídea, sino la geometrí:
de Riemann, que es una geometría no-euklídea.

¿De donde le venía a Fregesu seguridaden la verdad de };
geometría euldídea? De su concepción kantiana de la geometría
cuyos axiomas se captarían por una intuición pura del espacio
"Al llamar sintéticas a priori a las verdadesde la geometría, Kan
ha descubierto su verdadera esencia".9 Pero al juzgar que Kan
había descubierto la verdadera esencia de la geometría Frege n.
se equivocaba menos que el mismo Kant se había equivocad.
cuando juzgó que la lógicahabía salido perfecta e incapaz de pro
greso de la mente de Aristoteles.Y 10mismo que la obra de Freg'
era la refutación más palpable del juicio kantiano sobre la lógica
la obra de los geómetras no-euldídeosy de Hilbert era la más paJ
pable refutación del juicio de Fregesobre la concepción kantian:
de la geometría. En descargo de Kant habría que decir que ést,
no podía conocer una lógica que se desarrollaría 100 años má
tarde, mientras que Frege sí conocía la geometría no-euldídea
En general la actitud de Frege respecto a la geometría es bastant,
paradójica. Frege, fundador del programa logicista de reduccióJ
de la matemática a la lógica,excluye por completo a la geometrí:
de su programa. Y Frege, crítico implacable de la concepcióJ
kantiana de la aritmética, acepta sin más y como definitiva 1:
concepción kantiana de la geometría.

El método axiomático abstracto o hilbertiano

Al mismo tiempo que se daban a conocer las geometría
no-euklídeas, un análisis más cuidadoso de los Elementos d
Euklides revelaba sus numerosas lagunas, que serían rellenada
en 1882 con la publicación por Moritz Pasch de la primera axio
matización lógicamente satisfactoria de la geometría euldídea. ~
diversos matemáticos de la escuela italiana -Pieri, Veronese
Peano, etc.- habían empezado a propugnar explícitamente un
concepción más abstracta del método axiomático. Todos esto
fermentos culminaron en 1899 con la publicación por Hilber
de sus Grundlagender Geometrie.

I
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Con Hilbert el nuevo método axiomático alcanzasu madu-
rez, al menos respecto a la práctica del mismo. En el capítulo pri-
mero de los Grundlagender Geometrie presenta los axiomas de la
geometría euldídea, divididos en cinco grupos (de incidencia, de
orden, de congruencia,de paralelasy de continuidad). Aquí no se
hace uso de intuición ni conocimiento previoninguno, sino que lo
único que es lícito suponer de los puntos, rectas y planos, etc., es
lo que explícitamente se dice de ellos en los axiomas.A la inver-
sa, cualquier sistema de cosas de las que se pueda decir lo mismo
que los axiomas dicen de los puntos, rectas, etc. puede considerar-
se como un modelo de geometría. Como Hilbert indica a Frege en
su carta del 29-12-1899: "Cada teoría no es sino un tinglado o es-
quema de conceptos junto con ciertas relaciones necesariasentre
ellos, y sus elementos básicos pueden ser pensadosarbitrariamen-
te. Si entiendo por puntos, etc. cualquier sistema de cosas, por
ejemplo el sistema formado por amor, ley, deshollinador, etc. y
considero que todos mis axiomas resultan válidospara esas cosas,
entonces también resultan válidos para esas cosas mis teoremas,
como, por ejemplo, el de Pythagoras. Con otras palabras: cada
teoría puede ser aplicadaa una infInidad de sistemasde elementos
básicos." 10

Grundlagen der Geometrie aportó muchas y notables no-
vedades a la geometría, desde el desarrollo de la geometría plana,
y en especial de la teoría de las proporciones, con independencia
del axioma arximediano, cuya prescindibilidad mostró Hilbert,
hasta las pruebas de consistencia e independencia ya aludidas, pa-
sando por importantes resultados sobre los teoremas de Desar-
gues y de Pascal. Con la publicación de esta obra se impuso el
nuevo método axiomático, y ello a pesar de que Hilbert no expo-
nía en absoluto en qué consistía este método, limitándose a apli-
carIo sin comentarios. Pero, como ha señalado Freudenthal, "en
el ejemplo profundamente elaborado de una teoría axiomática,
como lo son los Grundlagen, hay una fuerza de convicción infmi-
tamente n1ayor que en las exposiciones fuosóficas y programáti-
cas...,,11
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Frege, analista del método hilbertiano.

Frege, que se 9ponía frontalmente al nuevo método axio
mático, acompañó (sobre todo en sus artículos de 1906) sus críti
cas de análisisfrecuentemente iluminadoresy profundos de aspec
tos del mismo, análisismuy superiores a cuanto el mismo Hilberl
había dicho de su propio método.

Así, analizando el funcionamiento de las palabras "pun
to", "recta", etc. en la geometría axiomática de Hilbert, Frege s(
da cuenta de que dichas palabrasson como lugaresvaciosque sir
ven para expresar generalidad,lo mismo que ocurre con las letra:
en el álgebra. E incluso llega a proponer y ejemplificar el uso d(
letras para indicar tales lugares, tal y como haríamos ahora. "S
las palabras "punto", "recta", etc. no designan nada, sino que s~
limitan a indicar generalidad como las letras en la aritmética
sería muy útil para una más clara comprensión de la situaciór
que empleásemosefectivamenteletras para esa fmalidad. Vamos~
estipular lo siguiente: En vez de "el punto A está en el plano a'
diremos "A está en la relación-p con a". En vez de "el punto j
está en la recta a" diremos "A está en la relación-qcon a". En ve:
de "A es un punto" diremos "A es un 1r"".12

Analizando las múltiples interpretaciones a que Hilber
somete sus conceptos, Frege propone comparar la teoría axiomá
tica de Hilbert con un sistemade ecuacionescon variasincógnitas
Cada sistema de conceptos que satisfacela teoría es como una so
lución de esas ecuaciones.13Con esto Frege se acerca mucho a 1:
posterior aclaración de la situación por Tarskien función del con
cepto de modelo. Pero Fregese deja llevarpor su espíritu polémi
co, preguntándose: "¿Quién nos dice que este sistemade ecuacio
nes tenga alguna solucióny que ésta sea unívoca?,,14Que el siste
ma tiene alguna solución debiera estar claro para Frege, pues Hi]
bert mismo la ha presentado en el modelo aritmético que le sirvl
para probar su consistencia. Pero la solución no es, ni pretendl
ser, unívoca. Precisamente en la multiplicidad de soluciones, in
terpretaciones o modelos ve Hilbert -y con él toda la matemátic;
posterior-la principalventaja del nuevo método axiomático.

Frege es un crítico implacable del uso más bien confun
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dente que Hilbert hace de las palabras "definir" y "defmición",
que tan pronto emplea en el sentido de definicionesnominales
explícitas -como cuando defme el triángulo- como en el sentido
de determinación mediante los axiomas. Contra las defmiciones
explícitas Frege no tiene nada: son meras estipulaciones.Pero se
niega a aceptar que los axiomasdefinan -implícitamente, se diría
luego, aunque la expresión no es de Hilbert- los conceptos (de
primer orden) de punto, recta, plano, ...incide con..., ...es con-
gruente con..., ...estáentre...y..., como pretendía Hilbert. En esto
tenía razón Frege. Pero Hilbert veía claro que con sus axiomasal-
go quedaba definido" aunque no sabía expresado bien. El propio
Frege se 10 articuló mejor en su carta del 6 de enero de 1900,
cuando le escribe: "Me parece que 10que usted en realidad quiere
defmir son conceptos de segundo orden, pero que usted no los
distingue claramente de los de primer orden" .15 En efecto, los
axiomas de Hilbert defmen algo -como él decía-, pero 10 que
defmen -y no implícita, sino explícitamente- no son los con-
ceptos de primer orden de punto, recta, etc., sino el concepto de
segundo orden de espacio euldídeo, o, como hoy diríamos, la es-
tructura abstracta de espacioeuklídeo.

Aquí como en tantas otras cosas Frege podía hacer apor-
taciones esenciales al desarrollo, aclaración y explicitación del
nuevo método axiomático, con "loque se hubieran quemado eta-
pas que luego costaría arduos esfuerzos y largo tiempo recorrer.
Pero el carácter polémico y huraño de Frege, unido a una cierta
altivez de Hilbert, condujeron la polémica al estéril marasmo en
que acabó.

Consistencia.

En el capítulo segundo de sus Grundlagen ofrece Hilbert
una prueba de la consistencia de sus axiomas, indicando un mode-
lo numérico, es decir, un sistema de cosas que satisfacen todos los
axiomas de la teoría y donde los puntos son ciertos pares de nú-
meros algebraicos, las rectas, ciertos tríos de números algebraicos,
donde la incidencia de una recta con un punto quiere decir la vali-
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dez de una cierta ecuación numérica, etc. Con esto queda probada
la consistencia de los axiomas, no la consistencia absoluta, claro,
pero sí la consistencia relativa al análisis matemático.

La falta de comprensión por Frege del nuevo método se
manifiesta en sus críticas a la prueba de consistencia de Hilbert, a
quien echa en cara el cambio de significado de palabras como
"punto", que en el libro de Hilbert tan pronto significan punto
como par de números algebraicos (que es algo muy distinto), etc.
Hilbert, por el contrario, ve en esa multiplicidad de interpretacio-
nes la principal ventaja del nuevo método axiomático.

Frege considera completamente inútil ofrecer una prueba
de consistencia de los axiomas, pues la consistencia se sigue de la
verdad y los axiomas son por defmición verdaderos. Frege escribe
a Hilbert: "Llamo axiomas a los enunciados verdaderos, pero in-
demostrados... De la verdad de los axiomas ya se sigue que estos
no se contradicen entre sí. Por tanto esto no requiere prueba algu-
na adicional" .16 Como señala Dummett,17 no deja de resl:lltariró-
nico que Frege dijera esto precisamente poco antes que Russell
descubriese que los axiomas del propio Frege eran contradicto-
rios. Pero Frege mantuvo hasta el fmal su concepción tradicional
de la verdad de los axiomas y de la superfluidad de las pruebas de
consistencia de los mismos.

En su carta de respuesta a la citada de Frege, Hilbert res-
ponde a la objeción fregeana de que no es necesario probar la con-
sistencia de los axiomas, pues ésta se sigue de su verdad: "Siempre
que yo pienso, escribo y hablo sobre estos temas, cada vez digo
precisamente lo contrario: Si los axiomas arbitrariamente estable-
cidos, junto con sus consecuencias, no se contradicen entre sí,
entonces son verdaderos, entonces existen las cosas defmidas por
los axiomas. Este es para mí el criterio de la verdad y de la exis-
tencia".18 La manera de expresarse de Hilbert no es correcta. Si
los axiomas no son contradictorios, son consistentes, pero no ver-
daderos. Los axiomas abstractos en el sentido de Hilbert no son el
tipo de entidad de la que pueda predicarse la verdad o falsedad.
¿Qué decir de su segunda afirmación, la de que de la consistencia
de los axiomas se sigue -en terminología actual- la existencia de
un modelo? Hoy sabemos que toda teoría consistente de primer
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orden posee un modelo. Por tanto Hilbert tenía parte de razón.
Pero no tenía toda la razón, pues su geometría axiomatizada era
una teoría de segundo orden (por el axioma de continuidad) y
no ocurre que toda teoría consistente de segundoorden tenga un
modelo. De todos modos, si aceptamos modelos generales no-
standard de segundo orden, entonces sí que también cada teoría
consistente de segundo orden tiene un modelo, pero es dudoso
que Hilbert los aceptase o pudiese pensar siquieraen ellos.

Dummett ha escrito recientemente que "cuando nos las
habemos con una teoría genuina, es decir, una para la que tene-
mos una interpretación determinada, bajo la cual creemosque sus
axiomas son verdaderos, no tiene sentido hablar de que encontra-
mos un tal modelo (es decir, uno que sirvapara probar su consis-
tencia), pues ya tenemos un modelo".J9 Esto pareceuna defensa
de la postura de Frege, pero no 10es. Dummett se refiere a la arit-
mética, no a la geometría. Y en el caso de la geometría euk1ídea,
que es el que nos ocupa, no poseemos tal modelo (el candidato
más obvio, que sería el espacio físico, no 10es o al menos es muy
discutible que lo sea). De ahí el interés en buscar un tal modelo
en zonas más seguras, como pueda ser el análisismatemático (res-
tringido a números algebraicos).

Independencia.

Su concepción abstracta del método axiomático permite a
Hilbert ofrecer pruebas de independencia de sus axiomas,proban-
do que cada axioma es independiente de los demás mediante la
indicación de un sistema que satisface a los demásaxiomas, pero
no a aquél cuya independencia se trata de probar. Con 10cual, al
tiempo que prueba la independencia del axioma de las paralelas,
prueba la consistencia de la geometría no euk1ídea(relativa a la
euk1ídea). El proceder de Hilbert en sus pruebas de independen-
cia es irreprochable, pero Fregeno las aceptaba, pues le echaba en
cara el uso de modelos en que ningún axioma resultaba falso, 10
cual sería absurdo, pues un axioma no puede ser falso.

En 1900 y 1903, Frege se limita a rechazarlas pruebas hil-
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bertianas de independencia. Pero luego dedica mayor atención al
tema y en sus artículQSde 1906 llegaa hacer propuestas construc-
tivas al respecto. Empieza por defIDirla independencia de una
idea respecto a otras cómo la imposibilidadde.inferir la primera a
partir de las últimas en un número fmito de pasos.20(Esto, sabe-
mos hoy, sólo es aceptable si el cálculo es suficiente -o semánti-
camente completo-, lo cual no es el caso del de Frege ni de nin-
guno de segundoorden.)

Luego Frege, adelantándose a Tarski,constata que con las
pruebas de independencia se inicia una nueva actividad en la ma-
temática. "¿Cómo podemos probar la independencia de U~laidea
respecto de un grupo de otras ideas? Lo primero sobre lo que hay
que llamar la atención es que con esta pregunta penetramos en un
territorio que hasta ahora ha sido ajeno a la matemática. Pues
aunque la actividad matemática como la de cualquierotra ciencia
se realiza mediante ideas, las ideas mismasno son por lo demás
objeto de su consideración. También la independencia de una
idea respecto a un grupo de ideas es distinta de las relaciones
que normalmente son objeto de la investigaciónmatemática...,,21

A continuación Frege propone un método para probar la
independencia de ideas.22El método para probar que una idea a
es independiente de n ideas{31... {3nconsisteen sustituir las cons-
tantes no-lógicasque aparecen en a, {31... {3npor otras constantes
distintas de la misma categoría tales que {31...{3nse transforman
en ideas verdaderasy a en una idea falsa. Lo cual, como ya señaló
Steiner,23 es equivalente al proceder hilbertiano, aunque Frege
parece no haberse dado cuenta de ello. En cualquier caso aquí
abandonó sus por lo demás muy prometedoras reflexiones sobre
el tema.

Deducción.

En una teoría axiomática abstracta los teoremas se prue-
ban a partir de los axiomassegúnreglasde inferenciaestablecidas
y sin tener en cuenta para nada las posiblesinterpretaciones de los
mismos. Lo único que una tal prueba nos garantiza entonces -si
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las reglas son correctas- es que cada interpretación que satisfaga
los axiomas -que los convierta en ideas verdaderas- satisfará
también los teoremas -los convertirá igualmente en ideas verda-
deras-. Esta manera abstracta y formal de proceder es descrita
correctamente por Frege "como si hubiera que probar una mera
formulación que no exprese idea alguna, y como si luegohubiera
que asignar a esa formulación ideas distintas en dominios distin-
tos". Pero a continuación añade: "¡absurdo! Una mera formula-
ción sin contenido no puede ser probada". 24

Frege no admite las pruebas abstractas por dos razones.
En primer lugar, porque parten de axiomas abstractos o -como
él dice- pseudoaxiomas, que no expresan idea alguna, mientras
que una inferencia sólo puede partir de una idea y llevar a otra.
"De que los pseudoaxiomas no expresan idea alguna se sigue
además que no pueden ser premisas de una cadena de inferen-
cias... Con los pseudoaxiomas no tenemos todavía ninguna idea
y por 10tanto tampoco premisaalguna".2S

En segundo lugar Frege no acepta la inferencia basada
en las solas reglas de inferencia, capaces de aplicarse a meras
formulaciones, sino que exige que la inferencia se base en actos
psíquicos de juicio. "Una inferencia no pertenece al campo de los
signos, sino que es un acto de enjuiciamiento (UrteilsfaIlung)que
se realiza sobre la base de juicios anteriores según leyes lógicas.
Cada premisa es una idea reconocida como verdadera y en el jui-
cio inferencial se reconoce igualmente una cierta idea como ver-
dadera".26 Como ha señalado Resnik,27de ahí se sigueque no se
puede hacer una inferencia a partir de una premisa cuya verdad
no se reconoce y que la inferencia lógica pierde su intersubjetivi-
dad. Si fulano acepta a como verdad, puede inferir a V {3 a partir
de a. Si mengano no acepta a como verdad, no puede inferir a v {3
a partir de a. La inferencia lógica pasa así a depender de hechos
psíquicos subjetivos, tales como el de que alguien acepte o no la
verdad de una idea. Como el mismo Resnik ha indicado,28con
esto cae Frege en el psicologismo,que él tanto había combatido,
y abandona sin darse cuenta su principio de separacióntajante en-
tre lógica y psicología. (Y además, como ha señaladoP. Geach,29
en el suplemento a Grundgesetze11el mismo Fregese ve obligado
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a realizar -y realiza- inferencias a partir de premisas no aseve-
radas).

Es curioso que Hilbert, empleando palabras cargadas de
significado intuitivo -"punto", "recta", etc.-, pretenda emplear-
las como signos vacíos de significación, inhaltsleer, y que, care-
ciendo de un cálculo deductivo o de reglas de inferencia explíci-
tamente formuladas, pretenda proceder de un modo formal y abs-
tracto en sus deducciones, mientras que Frege, empleando signos
y expresiones formalizadas, pretende escribir enunciados de signi-
ficación unívoca, inhaltUch, y, disponiendo de un cálculo deducti-
vo formal perfectamente desarrollado, pretenda limitarse a regis-
trar la cadena de juicios por la que un sujeto va reconociendo la
verdad de ciertas ideas.

En realidad Frege podría haber aportado a las deducciones
formales abstractas de Hilbert el soporte de un sistema explicita-
do de reglas de inferencia que aquéllas requerían para su perfec-
ción. Pero Frege prefirió polemizar, en vez de colaborar en la em-
presa hilbertiana, y Hilbert no echó mano del cálculo de Frege, si-
no que acabó desarrollando el suyo propio treinta años más tarde,
aunque reconociendo la primacía de Frege en este campo.

Teorías concretas y abstractas.

La polémica resultó estéril, a pesar de que entre sus dos
protagonistas ya poseían todos los prerrequisitos necesarios para
zanjada mediante un salto hacia adelante. Pasaron los años, Frege
murió y Hilbert acabó dándose cuenta de que en realidad Frege y
él habían estado hablando de cosas distintas. Así, en laintroduc-
ción al tomo 1de sus Grundlagen der Mathematik, 30publicado en
1934, Hilbert distingue claramente entre 10 que llama allí inhal-
tUche Axiomatik y formale Axiomatik, o, como diríamos noso-
tros, entre teorías concretas y teorías abstractas. Cuando él ha-
bía hablado antes de teoría se refería siempre a las teorías abs-
tractas, mientras que Frege 10 hacía a las concretas. Por eso no se
entendían y la polémica fue un diálogo de sordos.

Según Hilbert, el desarrollo consecuente del método axio-
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mático conduce a las teorías abstractas, tanto en lélmatemática
como en la física. Ya en su carta a Frege deI29-12-1899IIi1bert
señala que "naturalmentetodos los teoremasde un4 teoría ele _

tromagnética son también válidos para cada sistema de casas q:e
pongamos en lugar de la electricidad, el magnetism~,etc., siem-
pre que resulten satisfechos los correspondientes aXiomas.,,31Y
35 años más tarde, en Grundlagender Mathematik) pone como
ejemplos de teoría axiomática abstracta, junto a la geometr'

1 ,
1 d

. , la
euldídea, a mecanica de Newton y a termo mamica de Clau-
sius.32 E incluso postula la necesidad de probar la c0tlsistencia de
las teorías abstractas de la física mediante la indicación de mode-
los aritméticos de las mismas.33

Pero en defmitiva ¿qué es una teoría abstrélcta y qué es
una teoría concreta? ¿En qué se diferencian? La Otltología fre-
geana puede ayudamos a responder a esta cuestión.

Como es bien sabido, las categorías fundamentales de la

ontología de Frege son las de objeto y función.34 'todo lo que
hay o es objeto o es función. Un objeto es algo completo o satu-
rado -gesattigt. Una función es algo incompleto o insaturado
-ungesijttigt-. Pero al añadir un objeto (el argumento) a la fun-
ción (monaria), la completamos o saturamos, obteniendo así
otro objeto (el valor de esa función para el primer objeto), Fre e
exigía que la función estuviese determinada o definida para tOd~s
los objetos sin excepción, es decir, que asignase un valor a cad
uno de ellos. De todos modos esa exigencia representa una com~
plicación innecesaria e inesencial de su concepción. be hecho nos
basta con que la función esté definida para los objetos de Un ám-
bito o dominio determinado, su dominio de defmicióll.

Una teoría abstracta es homóloga con un sistema (o ent'-
dad formada en el caso más sencillo por una clase !lo-vacía _ 1
universo- y una serie de relaciones y funciones sobre esacla su
cuando tiene tantos conceptos abstractos relacionale~ y funciO~e~

les como relaciones y funciones tiene el sistema y Ctlandolos e a_
rrespondientes números arios son los mismos, o

Haciendo uso de las categorías ontológicas ftegeanas P _

d
'

d '
d

~ o
fIamos ecir que una teona concreta es un eterltinado obje-

to, a saber, un conjunto de ideas (verdaderas o falsas) sobre un
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cierto sistema. Una teoría abstracta, por el contrario, no sería \
objeto, sino una función, a saber, una función que tiene como d
minio de defmición el conjunto de los sistemashomólogos c(
ella y tal que a cada sistema homólogo aplica unívocamente UJ
teoría concreta determinada. A la teoría concreta que la teor
abstracta aplica a un sistema dado se la llama también la intE
pretación de esa teoría abstracta en ese sistema.

Una teoría abstracta es una función compuesta. Cada ID
de las fórmulas que la componen es a su vez una función ql
a cada sistema homólogo aplica unívocamente una idea. Segi
que esa idea sea verdadera o falsa, decimosque el sistemasatisf
ce o no esa fórmula. El conjunto de las ideas que las diversasfó
mulas de la teoría abstracta aplican -a un sistema determina,
constituye precisamente la teoría concreta que esa teoría abstra
ta aplica"a ese sistema (o, equivalentemente, la interpretación (
esa teoría abstracta en ese sistema).Y si la teoría concreta aplic
da por la teoría abstracta es verdadera(es decir, si todas sus ide;
lo son), entonces decimos que ese sistema es un modelo de e:
teoría abstracta.

Como vemos, no sólo a nivel sintáctico, metodológico
semántico, sino incluso a nivelontológico Frege poseía los instI1
mentos conceptuales para obtener una clarificación del métod
axiomático abstracto. Desde su polémica con Hilbert ha llovid
mucho y mucho se ha progresado.Pero la completa clarificació
de 10que sea una teoría abstracta y una concreta y de las interr'
laciones entre ambas -tanto en la matemática (donde las cosas~
han aclarado bastante, graciasal desarrollo de la teoría de modl
los) como en la física (donde el asunto apenas empiezaa ser inve
tigado) y aún en otros campos- sigueconstituyendo un reto paJ
cualquier fIlosofía rigurosade la ciencia.
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