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La logica matematica de Russell

Kurt Godel

La logica matematica, que no es mas que una formulacion precisa y
completa de la logica formal, tiene dos perfiles bien diferenciados. Por una
parte, es una seccion de la matematica que trata de clases, relaciones, combi-
naciones de simbolos, etc., en lugar de ocuparse de numeros, funciones, figu-
ras geométricas, etc. Por otra, es una ciencia anterior a todas las demas que
contiene las ideas y principios que subyacen al resto de las ciencias. Fue este
segundo sentido el que inspird la légica matematica inicialmente concebida
por Leibniz en su Characteristica universalis, de la cual habria de constituir
una parte central. Pero tuvieron que pasar casi dos siglos después de su muer-
te, antes de que su idea de un calculo ldgico realmente suficiente para el tipo
de razonamiento utilizado en las ciencias exactas fuese llevada a la practica
por obra de Frege y Peano' (de alguna manera al menos, aunque no exacta-
mente igual a lo que el propio Leibniz habia vislumbrado). Lo que principal-
mente interesaba a Frege era el andlisis del pensamiento, y en consecuencia
utilizo en primer lugar su calculo para derivar la matematica a partir de la 1o-
gica pura. Peano, por su parte, mas interesado en sus aplicaciones dentro de
la matematica, cred un simbolismo elegante y flexible que le permitiera ex-
presar incluso los mas abstrusos teoremas matematicos de manera perfecta-
mente precisa y a menudo muy concisa mediante féormulas aisladas.

En esta linea de pensamiento de Frege y Peano se enmarca la obra de
Russell. Sus elaborados analisis de las pruebas le impidieron a Frege ir mas
alla de las propiedades mas elementales de la serie de los enteros, mientras
que Peano por su parte conseguia expresar en el nuevo simbolismo una buena
coleccion de teoremas matematicos, aunque sin aportar sus pruebas. Fue solo
en los Principia Mathematica donde se utilizo a fondo el nuevo método para
derivar partes extensas de la matematica partiendo de un escaso niimero de
axiomas y conceptos logicos. La joven ciencia se vio enriquecida ademas con
un nuevo instrumento, la teoria abstracta de las relaciones. El calculo de rela-
ciones habia sido desarrollado ya por Peirce y Schrdder, pero s6lo bajo cier-
tas restricciones y en analogia excesivamente estrecha con el algebra
numérica. Desde esta perspectiva de las relaciones abstractas fueron tratadas
en los Principia no sélo la teoria de conjuntos de Cantor, sino también la arit-
mética ordinaria y la teoria de la medida.
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Por desgracia, esta primera y extensa presentacion inicial de una logica
matematica y la derivacion de la Matematica a partir de ella es tan pobre en la
precision formal de sus fundamentos (contenida en los *1-*21 de los Princi-
pia), que en este respecto representa un paso atras si se la compara con la de
Frege. Lo que por encima de todo se echa en falta es una exposicion precisa
de la sintaxis del formalismo. Las consideraciones sintacticas quedan omiti-
das incluso en casos en los que son necesarias para la solidez de las pruebas,
en particular en lo referente a los “simbolos incompletos”. Estos simbolos
son introducidos no mediante definiciones explicitas, sino con el concurso de
reglas que describen el modo de transformar los enunciados que contengan
tales simbolos en enunciados que no los incluyan. Mas para asegurarse de
que (o para qué expresiones) esta transformacion es posible y esta univoca-
mente determinada, y de que (o en qué medida) las reglas de inferencia son
aplicables también a la nueva clase de expresiones, es necesario disponer de
un inventario revisado de todas las expresiones posibles, lo cual sélo es facti-
ble apoyandose en consideraciones sintacticas. El problema es especialmente
oscuro en lo que atafie a la regla de sustitucion y del reemplazo de simbolos
definidos por sus definiens. La aplicacion de esta tltima regla a expresiones
que contengan otros simbolos definidos exige que su orden de eliminacion
sea indiferente. Pero en modo alguno éste es siempre el caso (por ejemplo
¢!l = G[@!u] es un contraejemplo). En los Principia, tales eliminaciones son
siempre efectuadas mediante sustituciones en los teoremas correspondientes a
las definiciones, de suerte que es principalmente la regla de sustitucion la que
tendria que ser demostrada.

Pero no es mi intencidn, sin embargo, entrar en mas detalles sobre el
formalismo o el contenido matematico de los Principia,” pues quisiera dedi-
car lo que resta de este ensayo a la obra de Russell relativa al andlisis de los
conceptos y axiomas que subyacen a la légica matematica. En este campo,
Russell ha producido un gran nimero de interesantes ideas, algunas de las
cuales aparecen presentadas con la maxima claridad (y otras estan s6lo con-
tenidas) en sus primeros escritos. Asi pues, me referiré con frecuencia a esos
escritos iniciales, aunque su contenido pueda diferir parcialmente de la actual
posicion de Russell.

Lo que mas sorprende en esta area es la pronunciada actitud realista de
Russell, que é1 mismo hace manifiesta en muchos pasajes de sus obras. En su
Introduccion a la filosofia matematica (edicion de 1920, p. 169), por ejem-
plo, dice: “La logica se ocupa del mundo real, al igual que la zoologia, aun-
que de sus rasgos mas abstractos y generales”. Es cierto, sin embargo, que
esta actitud ha ido gradualmente debilitindose con el paso del tiempo® como
también que siempre ha sido mas firme en la teoria que en la practica. Cuan-
do abordaba un problema concreto, los objetos a analizar (por ejemplo, las
clases o proposiciones) se convertian pronto en su mayor parte en “ficciones
logicas”. Aunque quiza esto no tenga por qué significar necesariamente [de
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acuerdo con el sentido en el que Russell utiliza este término] que esas cosas
no existan, sino so6lo que nosotros no tenemos una percepcion directa de ellas.

La analogia entre matematica y ciencia natural es ampliada también por
Russell en otro respecto (en uno de sus primeros escritos), cuando compara
los axiomas de la l6gica y de la matematica con las leyes de la naturaleza, y
la evidencia logica con la percepcion sensorial, de manera que los axiomas
no tendrian que ser necesariamente evidentes por si mismos, sino que su jus-
tificacidon se encontraria mas bien (tal como ocurre en fisica) en el hecho de
que son los axiomas los que hacen posible que esas “percepciones sensoria-
les” sean deducidas; lo cual no excluiria sin duda que tales percepciones po-
seyeran también un tipo de plausibilidad intrinseca similar a la de la fisica. A
mi entender (en el supuesto de que “evidencia” sea entendida en un sentido
suficientemente estricto), esta concepcion ha quedado ampliamente justifica-
da en los desarrollos subsiguientes, y es de esperar que aun lo sea mas en el
futuro. Ahora resulta que (bajo el supuesto de que la matematica moderna es
consistente) la solucion de ciertos problemas aritméticos exige el uso de su-
posiciones que esencialmente trascienden el ambito de lo aritmético, es decir,
el dominio del tipo de evidencia elemental indiscutible que mas propiamente
admite ser comparada con la percepcion sensorial. Por otra parte, parece
ademas verosimil que para decidir sobre ciertas cuestiones de la teoria abs-
tracta de conjuntos, e incluso para ciertas cuestiones relacionadas de la teoria
de los numeros reales, sean necesarios nuevos axiomas basados en una cierta
idea hasta ahora desconocida. Tal vez las dificultades al parecer insuperables
que otros problemas matematicos han venido planteando durante tantos afios,
puedan achacarse al hecho de que aun no hayan sido hallados los axiomas
necesarios. Es indudable que, bajo estas circunstancias, la matematica puede
perder una buena dosis de su “certeza absoluta”; cosa que, por el influjo de la
moderna critica de fundamentos, ha ocurrido ya en gran medida. Hay una cierta
semejanza entre esta concepcion de Russell y la idea de Hilbert de “suplemen-
tar los datos de la intuicién matematica” con axiomas tales como, por ejemplo,
la ley de tercio excluso, que no nos esta dada por la intuicion segun Hilbert; la
linea fronteriza, sin embargo, entre datos y supuestos se encontraria al parecer
en lugares diferentes segun que nos atuviésemos a Hilbert o a Russell.

Un interesante ejemplo del andlisis russelliano de los conceptos 16gicos
fundamentales es su tratamiento del articulo determinado “el”. El problema
es el siguiente: ;Qué denotan o significan® las llamadas frases descriptivas (es
decir, frases como, por ejemplo, “el autor de Waverley” o “el rey de Inglate-
rra”), y cual es el significado de las oraciones en las que éstas figuran? La
respuesta aparentemente obvia de que, por ejemplo, “el autor de Waverley”
significa Walter Scott, conduce a dificultades inesperadas. Porque si admiti-
mos el axioma adicional aparentemente obvio de que el significado de una
expresion compuesta, cuyos componentes tienen de por si un significado, de-
pende solo del significado de esos componentes (y no del modo en que este
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significado sea expresado), lo que se sigue entonces es que la oracion “Scott
es el autor de Waverley” significa exactamente lo mismo que “Scott es
Scott”; y esto a su vez lleva casi inevitablemente a la conclusion de que todas
las oraciones verdaderas tienen el mismo significado (al igual que todas las
falsas).” Frege extrajo realmente esta misma conclusion; y la entendié en un
sentido casi metafisico que recuerda algo a la doctrina eleatica de lo “Uno”.
Analizamos “lo Verdadero” —segin Frege— de modos diferentes en propo-
siciones diferentes; y “lo Verdadero” es el nombre que €l utiliza para aludir al
significado comiin de todas las proposiciones verdaderas.’

Ahora bien, segiin Russell, el correlato de las oraciones en el mundo ex-
terno son los hechos. Sin embargo, Russell evita el término “significa” o “de-
nota” y utiliza en su lugar “indica” (en sus primeros escritos recurre a “expresa”
0 “es un simbolo de”), porque sostiene que la relacion entre una oracion y un
hecho es bastante diferente de la que hay entre un nombre y la cosa nombra-
da. Igualmente utiliza “denota” (en lugar de “significa”) para expresar la re-
lacién entre cosas y nombres, de suerte que tanto “denota” como “indica”
corresponderian al bedeuten de Frege. Asi pues, segun la terminologia y la
concepcion de Russell, las oraciones verdaderas “indican” hechos y, correla-
tivamente, las falsas no indican nada’. Por tanto, la teoria de Frege seria apli-
cable en un cierto sentido a las oraciones falsas, pues todas ellas indican la
misma cosa, a saber, nada. Mas diferentes oraciones verdaderas pueden indi-
car muchas cosas diferentes. Por lo tanto, esta concepcion de las oraciones
obliga o bien a abandonar el principio antes mencionado sobre el significado
(o sea, en terminologia russelliana, el correspondiente a la denotacion e indica-
cion) de las expresiones compuestas, 0 a negar que una frase descriptiva denote
al objeto descrito. Russell hizo esto wltimo® al sostener que una frase descripti-
va no denota nada en absoluto sino que su significado se encuentra so6lo en el
contexto; por ejemplo, el significado de la oracion “el autor de Waverley es es-
cocés”, es definido como: “Existe exactamente una sola entidad que escribid
Waverley y quienquiera que escribiese Waverley es escocés”. Esto significa
que (estrictamente hablando) una oracién que incluya la frase “el autor de
Waverley” no afirma nada sobre Scott (puesto que no contiene ningiin com-
ponente que denote a Scott), sino que es s6lo un modo indirecto de afirmar
algo sobre los conceptos que aparecen en la frase descriptiva. Russell aduce
principalmente estos dos argumentos en favor de esta postura: (1) Que una
frase descriptiva puede ser empleada con pleno sentido incluso aunque el ob-
jeto descrito no exista (por ejemplo en la oracion: “El actual rey de Francia no
existe”). (2) Que es perfectamente posible comprender una oraciéon que con-
tenga una frase descriptiva sin estar familiarizado con el objeto en ella descri-
to; mientras que parece imposible entender una oraciéon sin conocer los
objetos sobre los cuales se esta afirmando algo. El hecho de que Russell no
considere este problema de la interpretacion de las descripciones como una
cuestion de meras convenciones lingiiisticas, sino mas bien como un asunto
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de verdad o falsedad, es otro ejemplo de su actitud realista, a menos que es-
tuviera considerandolo quiza como una mera investigacion psicoldgica de los
procesos reales del pensamiento. En cuanto a la cuestion en el sentido 16gico,
no puedo dejar de pensar que la teoria de las descripciones de Russell solo ha
evadido el problema planteado por la intrigante conclusion de Frege y que
detras de ésta persiste algo que no ha sido aun enteramente comprendido.

Hay al parecer un aspecto puramente formal en el que cabria dar prefe-
rencia a la teoria russelliana de las descripciones. Al definir el significado de
las oraciones que envuelven descripciones de la manera citada, Russell evita
en su sistema logico todo axioma sobre el articulo “el”, es decir, hace explici-
ta la analiticidad de los teoremas relativos a “el”; es posible mostrar que tales
teoremas se siguen de la definicion explicita del significado de las oraciones
que contienen el articulo “el”. Frege, por el contrario, tiene que asumir un
axioma sobre “el”, que desde luego es también analitico, pero sélo en el sen-
tido implicito de que se sigue del significado de los términos no definidos.
Sin embargo, un examen mas profundo revela que esta ventaja de la teoria de
Russell sobre la de Frege subsiste s6lo mientras se tomen las definiciones
como meras abreviaturas tipograficas, pero no como introducciones de nom-
bres para los objetos descritos por las definiciones, una caracteristica que es
comun a Frege y Russell.

Paso ahora a las investigaciones mas importantes de Russell en el cam-
po del andlisis de los conceptos de la logica formal, a saber, las relacionadas
con las paradojas ldgicas y su solucion. Al analizar las paradojas a las que
habia conducido la teoria de conjuntos de Cantor, Russell las liber6é de todos
sus tecnicismos matematicos, con lo cual puso al descubierto el sorprendente
hecho de que nuestras intuiciones logicas (es decir, las intuiciones relativas a
nociones tales como: verdad, concepto, ser, clase, etc.) son autocontradicto-
rias. A continuacién investigd donde y como tenian que ser corregidas esas
suposiciones logicas del sentido comun, llegando a la conclusion de que el
axioma erroneo consistia en asumir que para toda funcion proposicional exis-
te la clase de objetos que la satisface, o que toda funcion proposicional existe
“como una entidad separada”;’ con lo cual se esta apuntando hacia algo que
es separable del argumento (la idea consiste en que las funciones proposicio-
nales son abstracciones de proposiciones previamente dadas) y también hacia
algo que es distinto de la combinacion de simbolos que expresa la funcion
proposicional; es por tanto lo que podriamos llamar la nocidén o concepto de-
finido por ella.'” La existencia de este concepto es ya suficiente para generar
las paradojas en su forma “intensional”, donde el concepto de “no aplicable a
si mismo” ocupa el lugar de la clase paraddjica de Russell.

Rechazada la existencia de una clase o concepto en general, queda por
determinar bajo qué nuevas hipotesis (relativas a la funcion proposicional)
existen estas entidades. Russell sefiald (loc. cit.) dos posibles direcciones en
las que cabia buscar tal criterio, a las que llamo respectivamente la teoria del
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zig-zag y la teoria de la limitacion de tamafio, y que quiza fuera mas adecua-
do bautizarlas como la teoria intensional y la extensional. La segunda de ellas
haria que la existencia de una clase o concepto dependiera de la extension de
la funcion proposicional (con el requisito de que no fuera demasiado grande);
la primera en cambio la haria depender de su contenido o significado (con la
exigencia de un cierto tipo de “simplicidad”, cuya formulacion precisa seria
el problema).

El rasgo mas caracteristico de la segunda (en tanto que opuesta a la
primera) consistiria en la no-existencia de la clase universal o (en la interpre-
tacion intensional) de la nocioén de “algo” en un sentido no restringido. La
teoria axiomatica de conjuntos tal como posteriormente fue desarrollada por
Zermelo y otros puede ser considerada como una elaboracion de esta idea en
lo relativo a las clases.'' En particular, la expresion “no demasiado grande”
puede ser especificada de manera tal que signifique (como mostré J. v. Neu-
mann)12 esto, a saber: no equivalente al universo de todas las cosas; o, para
ser mas exactos, cabe asumir que una funcion proposicional determina una
clase cuando y solamente cuando no existe ninguna relacion (intensionalmen-
te, es decir, una funcidn proposicional con dos variables) que asocie biunivo-
camente con cada objeto otro objeto que satisfaga la funcioén proposicional y
viceversa. Este criterio, sin embargo, no aparece como base de la teoria, sino
como una consecuencia de los axiomas e inversamente puede reemplazar a
dos de los axiomas (el de reemplazo y el de eleccion).

También para la segunda de las sugerencias de Russell, esto es, para la
teoria del zig-zag, se ha establecido recientemente un sistema légico que
comparte con este esquema algunas caracteristicas esenciales, a saber, el sis-
tema de Quine."”” No es inverosimil, ademas, que en esta misma direccion
aparezcan otras posibilidades interesantes.

El trabajo subsiguiente del propio Russell relativo a la solucion de las
paradojas no se orientd por ninguna de las dos direcciones que se acaban de
exponer y que ¢l mismo establecid, sino que se basé ampliamente en una idea
mas radical, la “teoria de la inexistencia de clases”, en la que sostiene que las
clases o conceptos no existen nunca como objetos reales, y que las oraciones
que contienen estos términos tienen significado solo en la medida en que se
las pueda interpretar como facon de parler, como un modo de hablar sobre
otras cosas (cf. p. 124). No obstante, puesto que en los Principia y en otros
lugares formuld Russell ciertos principios descubiertos en el curso del desa-
rrollo de esta teoria como principios 16gicos generales sin volver a mencionar
para nada su dependencia de la teoria de la inexistencia de clases, voy a tratar
primeramente de estos principios.

Pienso en particular en el principio del circulo vicioso, que prohibe un
cierto tipo de “circularidad” a la que se hace responsable de las paradojas.
Segun se sostiene, la falacia aqui oculta consiste en la circunstancia de que se
definen (o se asumen tacitamente) totalidades cuya existencia entrafia la exis-
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tencia de nuevos elementos de esa misma totalidad, a saber, unos elementos
unicamente definibles en términos de la totalidad completa. Y esto lleva a la
formulacién de un principio que dice que “ninguna totalidad puede contener
miembros que solo sean definibles en términos de esta totalidad, o de miem-
bros que impliquen o presupongan esta totalidad” [principio del circulo vicio-
so]. Para lograr que este principio sea aplicable a las paradojas intensionales
hay que asumir aun otro principio adicional: que “toda funcion proposicional
presupone la totalidad de sus valores” y por tanto evidentemente también la
totalidad de sus posibles argumentos.'* [De otro modo el concepto de “no ser
aplicable a si mismo” no presupondria ninguna totalidad (puesto que no
comporta cuantificacién alguna),” y el principio del circulo vicioso no prohi-
biria su aplicacion a si mismo]. El correspondiente principio del circulo vi-
cioso para las funciones proposicionales que dice que nada que esté definido
en términos de una funcion proposicional puede ser un posible argumento de
esta funcién, es por tanto una consecuencia.'® El sistema l6gico al que se lle-
ga sobre la base de estos principios es la teoria de los 6rdenes en la forma
adoptada, por ejemplo, en la primera edicion de los Principia, segln la cual
una funcién proposicional que o bien contiene cuantificaciones referidas a fun-
ciones proposicionales de orden n, o bien puede ser significativamente afirma-
da de funciones proposicionales de orden n, es al menos de orden n + 1, y el
ambito de significacion de una funcion proposicional al igual que el dominio de
un cuantificador deben estar siempre confinados a un orden definido.

No obstante, en la introduccion a la segunda edicion de los Principia
(pp. XLI y XLII) se dice que, “en un sentido limitado”, las funciones de un
orden superior al del predicado mismo (y por tanto también las funciones de-
finidas en términos del predicado como, por ejemplo, en p ‘K € k), pueden
aparecer como argumentos de un predicado de funciones; y en el apéndice B
ocurren constantemente tales cosas. Esto significa que el principio del circulo
vicioso para funciones proposicionales es virtualmente eliminado. Este cam-
bio esta conectado con el nuevo axioma de que las funciones pueden aparecer
en las proposiciones solo “a través de sus valores”, es decir, extensionalmen-
te, lo cual arrastra la consecuencia de que toda funcioén proposicional puede
tomar como argumento cualquier funcion del tipo apropiado cuya extension
esté definida (siendo irrelevante el orden de cuantificadores que se utilice en
la definicion de esta extension). Todo esto es sin duda alguna bastante inobje-
table incluso desde el punto de vista constructivo (pp. 120-121), supuesto que
los cuantificadores se mantengan siempre restringidos a érdenes definidos.
Las paradojas quedan soslayadas por la teoria de tipos simples,'” que en los
Principia es combinada con la teoria de los érdenes (lo cual da como resulta-
do la “teoria ramificada”), aunque es completamente independiente de ésta y
no tiene nada que ver con el principio del circulo vicioso (cf. p. 129).

Ahora bien, respecto al principio del circulo vicioso propiamente dicho,
tal como ha sido formulado en la pagina 119, hay que observar primeramente



120 Kurt Godel

que, en correspondencia con las expresiones “definible solo en términos de”,
“implica” y “presupone”, tenemos realmente tres principios diferentes, siendo
el segundo y el tercero mucho mas plausibles que el primero. Es la primera
forma la que encierra un particular interés por ser soélo ella la que hace imposi-
bles las definiciones impredicativas'® y destruye por tanto la derivacion de la
matematica a partir de la logica, efectuada por Dedekind y Frege, como tam-
bién una buena parte de la matematica moderna misma. Es demostrable que el
formalismo de la matematica clasica no satisface el principio del circulo vicio-
so en su primera forma, puesto que los axiomas implican la existencia de ni-
meros reales definibles en este formalismo sélo por referencia a todos los
numeros reales. Del hecho de que la matematica clasica puede ser construida
sobre la base de los Principia (incluyendo el axioma de reducibilidad), se sigue
que incluso los Principia (en la primera edicion) no satisfacen el principio del
circulo vicioso en su primera forma, si “definible” significa “definible dentro
del sistema” y no se conocen otros métodos de definicion fuera del sistema (o
fuera de otros sistemas de la matematica clasica) salvo aquellos que envuelven
totalidades aiin mas amplias que las que ocurren en estos sistemas.

Yo me inclinaria mas bien a considerar todo esto como una prueba de
que el principio del circulo vicioso es falso antes que admitir que la matema-
tica clasica sea falsa, lo cual es sin duda plausible por si mismo. Pues, en
primer lugar cabe negar, apoyandose en buenas razones, que la referencia a
una totalidad implica necesariamente la referencia a todos los elementos sin-
gulares de ella, o, dicho en otras palabras, que la palabra “todos” tiene el
mismo significado que una conjunciéon loégica infinita. Cabe, adoptar, por
ejemplo, la sugerencia de Langford y Carnap'® de atribuir a la particula “to-
do” el significado de analiticidad, necesidad o demostrabilidad. Esta sugerencia
no carece de dificultades, pero, sin la menor duda, por este camino desaparece
la circularidad de las definiciones impredicativas.

En segundo lugar, sin embargo, incluso aunque la particula “todo” ten-
ga el significado de una conjuncion infinita, el principio del circulo vicioso
en esta primera forma seria al parecer aplicable solo si las entidades involu-
cradas fueran construidas por nosotros mismos. En este caso debe existir cla-
ramente una definicién(o sea, la descripcion de la construccion) que no se
refiera a una totalidad a la que el objeto definido pertenezca, pues es evidente
que la construccion de una cosa no puede basarse en una totalidad de cosas a
la cual pertenezca la misma cosa que va a ser construida. Sin embargo, si se
trata de objetos que existen independientemente de nuestras construcciones,
no hay el menor absurdo en admitir la existencia de totalidades que conten-
gan miembros que puedan ser descritos (es decir, inequivocamente caracteri-
zados)* sélo por referencia a esta totalidad.*' Tal estado de cosas no entraria
en contradiccion ni siquiera con la segunda forma del principio del circulo
vicioso, puesto que no se puede decir que un objeto descrito por referencia a
una totalidad “implica” esa totalidad, aunque la descripcion misma lo haga;
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tampoco entraria en contradiccion con la tercera forma si la palabra “presu-
pone” significa “presupone la existencia” pero no “la cognoscibilidad”.

Asi pues, parece ser que el principio del circulo vicioso en su primera
forma es aplicable solamente cuando se adopta el punto de vista constructi-
vista® (o nominalista) respecto a los objetos de la logica y la matematica, y
en particular respecto a las proposiciones, clases y nociones; por ejemplo, si
entendemos por nocidén un simbolo juntamente con una regla para traducir
oraciones que contengan el simbolo en cuestion a oraciones que no lo con-
tengan, a fin de que un objeto independiente denotado por el simbolo aparez-
ca como mera ficcion.’

Sin embargo, cabe también concebir a las clases y conceptos como ob-
jetos reales, o sea, como “pluralidades de cosas” o como estructuras formadas
por una pluralidad de cosas, y a los conceptos como las propiedades y rela-
ciones de las cosas que existen independientemente de nuestras definiciones
y construcciones.

Me parece que la admision de tales objetos es tan legitima como la ad-
mision de los cuerpos fisicos, y que hay tanta razon para creer en la existen-
cia de unos como en la de otros. Estos objetos son tan necesarios para obtener
un sistema de matematicas satisfactorio como lo son los cuerpos fisicos para
contar con una teoria satisfactoria de nuestras percepciones sensoriales, y en
ambos casos es imposible interpretar las proposiciones que uno desea afirmar
sobre esas entidades como las proposiciones sobre los “datos”, es decir, en
este ultimo caso sobre las percepciones sensoriales realmente experimenta-
das. Aunque “con vacilaciones”, el propio Russell concluye en el tltimo ca-
pitulo de su libro Investigacion sobre el significado y la verdad, que existen
“universales”, aunque al parecer desearia confinar esta afirmacion al ambito
de los conceptos de las percepciones sensoriales, que no prestan demasiada
ayuda al 16gico. En lo que sigue, utilizaré el término “concepto” exclusiva-
mente en este sentido objetivo. Una diferencia formal entre las dos concep-
ciones de las nociones seria que cabe asumir que cualesquiera dos diferentes
definiciones de la forma o(x) = @(x) definen dos diferentes nociones o en el
sentido constructivista. (En particular, éste seria el caso de la interpretacion
nominalista del término “nocion” arriba sugerido, pues dos de estas defini-
ciones ofrecian diferentes reglas de traduccion para proposiciones que contu-
viesen o..) Para los conceptos, por el contrario, éste no es en absoluto el caso,
puesto que la misma cosa puede ser descrita de modos diferentes. Podria su-
ceder incluso que el axioma de extensionalidad,” o al menos algo muy pare-
cido a éste, fuera valido para los conceptos. La diferencia puede quedar
ilustrada por la siguiente definiciéon del nimero dos: “Dos es la nocion bajo la
cual caen todos los pares y ninguna otra cosa”. Hay ciertamente mas de una
nocion en el sentido constructivista que satisface esta condicion, pero tendria
que haber una “forma” o “naturaleza” comun a todos los pares.
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Puesto que el principio del circulo vicioso en su primera forma es apli-
cable a las entidades construidas, las definiciones impredicativas y la totali-
dad de las nociones, clases o proposiciones, son inadmisibles en la logica
constructivista. Una definicion impredicativa requeriria construir una nocion
mediante la combinacion de un conjunto de nociones al cual perteneciese la
misma nocién que va a ser formada. Asi pues, cuando se intenta retraducir
una oracion que contiene un simbolo de una nocion definida impredicativa-
mente, lo que se obtenga sera una oracion que contiene nuevamente un sim-
bolo para la nocion en cuestion.> Al menos esto es asi si el prefijo “todo”
significa una conjuncion infinita; mas la idea de Carnap y Langford (mencio-
nada en la pagina 120) no nos prestaria aqui la menor ayuda, pues si se intro-
duce la nocion de “demostrabilidad” de manera que sea compatible con el
tratamiento constructivista de las nociones, la tal nocion tendria que ser des-
plegada en una jerarquia de o6rdenes, lo cual impediria obtener los resultados
deseados.”® Como ha mostrado Chwistek,”’ es incluso posible, bajo ciertas
suposiciones admisibles dentro de la légica constructivista, derivar una contra-
diccion real a partir de la admision irrestricta de las definiciones impredicati-
vas. Para ser mas especifico, Chwistek ha mostrado que el sistema de los tipos
simples se torna contradictorio si se le afiade el “axioma de intensionalidad”
que (mas o menos) viene a decir que dos definiciones diferentes pertenecen a
nociones diferentes. Sin embargo, como ya se ha indicado, puede admitirse que
este axioma es valido para las nociones en sentido constructivista.

Mas si hablamos de conceptos, el aspecto de la cuestion cambia radi-
calmente. Puesto que se supone que los conceptos existen objetivamente, no
parece que exista ninguna objecion ni para hablar de todos ellos (cf. pp. 125-
126) ni para describir algunos por referencia a los demas (o al menos a todos
los de un tipo dado). Mas cabria preguntar si esta postura no seria refutable
también respecto a los conceptos, pues conduce al “absurdo” de la existencia
necesaria de propiedades ¢ tales que ¢(a) consista en un determinado estado
de cosas que comporte todas las propiedades (incluyendo al propio ¢ y a las
propiedades definidas en términos de @), y esto implicaria que el principio
del circulo vicioso no seria valido ni siquiera en esta segunda forma para
conceptos o proposiciones. No hay la menor duda de que la totalidad de las
propiedades (o la totalidad de las de un tipo dado) lleva a situaciones de esta
clase, pero no creo que en esto haya encerrado ningan absurdo.”® Es cierto
que tales propiedades ¢ [0 que proposiciones tales como @(a)] tendran que
contenerse a si mismas como constituyentes de sus contenidos [o de sus sig-
nificados], y de hecho de muchos modos, por causa de las propiedades defi-
nidas en términos de @; pero lo que esto imposibilita es so6lo la construccion
de su significado (o sea, su explicacién como una asercion sobre percepcio-
nes sensoriales o de cualesquiera otras entidades no conceptuales), y esto no
es una objecion para el que adopta el punto de vista realista. Tampoco es au-
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to-contradictorio que una parte propia deba ser idéntica (no meramente igual)
al todo, como puede verse en el caso de estructuras en sentido abstracto. La
estructura de la serie de los enteros, por ejemplo, se contiene a si misma co-
mo una parte propia y es facil ver que existen también estructuras que contie-
nen infinitas partes diferentes, donde cada una de ellas contiene a la
estructura entera como parte suya. A esto habria que afiadir que incluso en el
dominio de la légica constructivista, existen ciertas aproximaciones logicas a
esta autorreflexividad de las propiedades impredicativas, a saber: proposicio-
nes que contienen como partes de sus significados no a ellas mismas, sino a
su propia demostrabilidad formal.”> Ahora bien, la demostrabilidad formal de
una proposicion (en el caso de que los axiomas y las reglas de inferencia sean
correctos) implica esta proposicion y en muchos casos es equivalente a ella.
Por lo demas, existen sin duda oraciones relativas a una totalidad de oracio-
nes a la cual estas mismas pertenecen, como, por ejemplo, en “Toda oraciéon
(de un lenguaje dado) contiene al menos una palabra relacional”.

Esta postura respecto a las propiedades impredicativas obliga sin duda a
buscar otra solucion de las paradojas, en la que la falacia (esto es, el axioma
erroneo subyacente) no consista en suponer ciertas reflexividades de los tér-
minos primitivos sino en otras suposiciones acerca de éstos. Tal solucion
puede hallarse al presente en la teoria de tipos simple y tal vez en el futuro en
el desarrollo de las ideas apuntadas en las paginas 118 y 130-131. Por su-
puesto, todo esto esta referido a los conceptos. En cuanto a las nociones en el
sentido constructivista, es evidente que las paradojas tienen su origen en un
circulo vicioso. No es sorprendente, por tanto, que las paradojas hayan de te-
ner soluciones diferentes seglin las diferentes interpretaciones de los términos
en ellas involucrados.

En cuanto a las clases en el sentido de pluralidades o totalidades, podria
decirse al parecer que tampoco son creadas por sus definiciones sino mera-
mente descritas, y que por tanto no les es aplicable el principio del circulo vi-
cioso en su primera forma. Yo creo incluso que existen interpretaciones del
término “clase” (por ejemplo, como un cierto tipo de estructuras), que no
admiten tampoco la aplicabilidad del principio en su segunda forma.** Mas,
teniendo en cuenta el desarrollo de toda la matematica contemporanea, es po-
sible asumir incluso que el principio tiene aplicacion en la segunda forma, lo
cual, para las clases consideradas como meras pluralidades es, ciertamente,
una suposiciéon muy plausible. Y con esto se siente uno transportado a algo
semejante al sistema axiomadtico para la teoria de conjuntos de Zermelo, o
sea, a un sistema en el que los conjuntos son desplegados en “niveles” de
manera tal que solo los conjuntos de los niveles inferiores pueden ser elemen-
tos de los conjuntos de niveles superiores (es decir, que x € y es siempre falso
si x pertenece a un nivel superior al de y). No hay razon alguna para que las
clases en este sentido tengan que excluir las mezclas de niveles en un conjun-
to y en niveles transfinitos. El lugar del axioma de reducibilidad es ahora
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ocupado por el axioma de formacion de clases [el (Aussonderungsaxiom) de
Zermelo] que afirma que para cada nivel y para cualquier funcién proposi-
cional arbitraria @(x), existe el conjunto de los x de este nivel para los cuales
@(x) es verdadera, lo cual parece estar implicado por el concepto de clases
como pluralidades.

Russell esgrime dos razones contra la concepcion extensional de las
clases: (1) la existencia de la clase vacia, que no puede ser considerada como
una coleccion; y (2) las clases unitarias, que tendrian que ser idénticas a sus
unicos elementos. Pero, a mi parecer, lo mas que podrian mostrar estos ar-
gumentos seria que la clase vacia y la clase unitaria (en tanto que distintas
por su tnico elemento) son ficciones (introducidas para simplificar el calculo
al igual que los infinitos puntos de la geometria), pero no que todas las clases
sean ficciones.

Mas las paradojas han alimentado en Russell una pronunciada tendencia
a extender la logica tan lejos como sea posible sin suponer la existencia obje-
tiva de entidades tales como las clases y los conceptos. Y esto conduce a la
formulacién de la ya mencionada “teoria de la inexistencia de clases”, que
dice que las clases y los conceptos tuvieron que ser introducidos como una
facon de parler. Pero también las proposiciones (en particular las que com-
portan cuantificaciones)’' fueron ampliamente introducidas mas tarde en este
esquema, lo cual no es mas que una consecuencia logica de este punto de vis-
ta, puesto que, por ejemplo, es evidente que las proposiciones universales en
tanto que entidades objetivamente existentes pertenecen a la misma categoria
de objetos ideales que las clases y conceptos y conducen al mismo tipo de pa-
radojas si se las admite sin restriccion alguna. En lo que respecta a las clases,
este programa fue desarrollado realmente; es decir, fueron establecidas expli-
citamente las reglas para traducir oraciones que contenian nombres de clase o
el término “clase” a otras que no los contenian; y la base de la teoria, es decir,
el dominio de oraciones a las que habia que traducir las demas era claro, de
manera que era posible prescindir de las clases (dentro del sistema de los
Principia), pero sélo a condicion de asumir la existencia de un concepto
siempre que se pretendiera construir una clase. Cuando llegamos a los con-
ceptos y a la interpretacion de oraciones que contienen un determinado tér-
mino o algun sinénimo suyo, la situacion no es en modo alguno tan clara. En
primer lugar, algunos de esos términos (predicados primitivos y relaciones ta-
les como “rojo” o “mas frio que”) deben ser considerados al parecer como
objetos reales;”” el resto (en particular, segin la segunda edicién de los Prin-
cipia, todas las nociones de un tipo superior al primero y por tanto todas las
que son logicamente interesantes) aparece como algo construido (esto es,
como algo que no figura en el “inventario” del mundo); pero ni el dominio
basico de proposiciones en términos de las cuales todo va a ser finalmente in-
terpretado, ni el método de interpretacion es aqui tan cristalino como en el
caso de las clases (véase mas adelante).
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Todo este esquema de la teoria de la inexistencia de clases tiene gran
interés por ser uno de los escasos ejemplos, detalladamente elaborado, de la
tendencia a eliminar suposiciones sobre la existencia de objetos mas alla de
los “datos” y a reemplazarlas por construcciones sobre la base de esos datos.™
El resultado ha sido en este caso esencialmente negativo, pues las clases y los
conceptos introducidos de este modo no tienen todas las propiedades requeri-
das para su utilizacion en la matematica a menos que se introduzcan unos
axiomas especiales sobre los datos (por ejemplo el axioma de reducibilidad)
—que en esencia dan a entender ya la existencia en los datos del tipo de obje-
tos que hay que construir—, o bien adoptar la ficcion de que es posible for-
mar proposiciones de longitud infinita®® (e incluso innumerable), es decir,
operar con funciones veritativas de infinitos argumentos, con independencia
de que puedan o no puedan ser construidos. Pero ;qué otra cosa puede ser
semejante funcion veritativa sino un tipo especial de extension (o estructura)
infinita mucho mas complicada incluso que una clase y dotada ademas de un
significado hipotético que s6lo puede ser comprendido por una mente infini-
ta? Todo esto no es mas que una verificacion de la postura antes defendida
que afirma que logica y matematica (al igual que la fisica) estan construidas a
base de axiomas con un contenido real que no puede ser “justificado”.

Lo que se puede obtener sobre la base de la actitud constructivista es la
teoria de los ordenes (cf. p. 119); s6lo que ahora, (y éste es el punto fuerte de
la teoria) las restricciones impuestas no aparecen ya como hipotesis ad hoc
para evitar las paradojas, sino como las inevitables consecuencias de la tesis
de que las clases, los conceptos y las proposiciones cuantificadas no existen
como objetos reales. No es como si el universo de las cosas estuviera dividi-
do en 6rdenes y luego se nos prohibiera hablar de todos los 6rdenes; por el
contrario, es posible hablar de todas las cosas existentes; solo que las clases y
los conceptos no se encuentran entre ellas; y si son introducidas como una fa-
¢on de parler, resulta que esta misma extension del simbolismo abre la posi-
bilidad de introducirlas de un modo mas global, y por tanto indefinidamente.
Mas el desarrollo de este esquema exige, sin embargo, presuponer la aritmé-
tica (o algo equivalente), lo cual solo prueba que ni siquiera esta logica res-
tringida puede ser construida a partir de la nada.

En la primera edicién de los Principia, donde el objetivo era la cons-
truccion real de la 16gica y la matematica, la postura constructivista fue, en su
mayor parte, abandonada, puesto que el axioma de reducibilidad para tipos
superiores al primero juntamente con el axioma de infinitud hacen absoluta-
mente necesario que existan predicados primitivos de tipos arbitrariamente
altos. Lo que queda de la postura constructiva se reduce a: (1) la introduccion
de clases como una facon de parler; (2) la definicion de los simbolos ~, v, .,
etc., en su aplicacion a proposiciones que contienen cuantificadores (que in-
cidentalmente mostraron su fecundidad en una prueba de consistencia de la
aritmética); (3) la construccion paso por paso de funciones de ordenes supe-
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riores a 1, cosa que, sin embargo, es superflua debido al axioma de reducibi-
lidad; y (4) la interpretacion de las definiciones como meras abreviaturas ti-
pograficas, lo cual hace que todo simbolo introducido por definiciéon sea un
simbolo incompleto (y no un simbolo denotativo de un objeto descrito por la
definicion). Pero este ultimo elemento es en gran medida una ilusion, puesto
que, por causa del axioma de reducibilidad, existen siempre objetos reales en
forma de predicados primitivos, o combinaciones de ellos, en corresponden-
cia con cada simbolo definido. Finalmente, la teoria de las descripciones de
Russell es también algo que pertenece al orden constructivista de ideas.

En la segunda edicion de los Principia (o, para ser mas exacto, en la in-
troduccion) la actitud constructivista es asumida de nuevo. El axioma de re-
ducibilidad queda eliminado al tiempo que se establece explicitamente que
todos los predicados primitivos pertenecen al tipo mas bajo, y que la Gnica
mision de las variables (y evidentemente también de las constantes) de orde-
nes superiores es la de posibilitar la afirmacioén de funciones veritativas cada
vez mas complejas de las proposiciones atémicas,* lo cual es s6lo otra mane-
ra de decir que los tipos y érdenes superiores no son mas que una facon de
parler. Este pronunciamiento nos informa asimismo sobre el tipo de proposi-
ciones que van a constituir la base de la teoria: las funciones veritativas de las
proposiciones atdmicas.

Esto, sin embargo, no presenta ninguna dificultad s6lo cuando el niime-
ro de individuos y de predicados primitivos es finito. Para el caso opuesto
(que es principalmente interesante para el objetivo de derivar la matematica),
Ramsey (loc. cit.) tom¢ el camino de considerar que nuestra incapacidad para
formar proposiciones de longitud infinita era sélo un “mero accidente” que
debia ser despreciado por el logico. Esta actitud resuelve sin duda (o mas
bien elimina) las dificultades; pero convendria observar que, si se ignora la
diferencia entre finito e infinito en este contexto, existe una interpretacion
mas simple y al mismo tiempo de mayor alcance de la teoria de conjuntos (y
con ello de la matematica). Por ejemplo, en el caso de un nimero finito de
individuos, el aper¢u de Russell de que las proposiciones sobre clases pueden
ser interpretadas como proposiciones sobre sus elementos se torna literalmen-
te verdadero, puesto que, por ejemplo, “x € m” es equivalente a “x = a;, v X =
a,...Vvx=a" donde los a; son los elementos de m; y “existe una clase a tal
que . ..” es equivalente a “existen individuos xi, X, . . . X, tales que . . 36
supuesto que n sea el nimero de individuos en el mundo y supuesto también
que nos olvidemos por el momento de la clase vacia que tendria que haber si-
do tenida en cuenta por una clausula adicional. Mediante la iteracion de este
procedimiento se podrian obtener sin duda clases de clases, etc., y el sistema
logico resultante se asemejaria a la teoria simple de tipos salvo por el hecho
de que la mezcla de tipos estaria aqui admitida. La teoria axiomatica de con-
juntos aparece, por tanto, como una extrapolacion de este esquema para el ca-
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so de una infinidad de individuos o de una iteracion infinita del proceso de
formacion de conjuntos.

La posicion de Ramsey es, por supuesto, cualquier cosa salvo construc-
tivista, a no ser que con esto se esté uno refiriendo a construcciones de una
mente infinita. En la segunda edicion de los Principia, Russell sigui6 una ruta
menos metafisica al limitarse a las funciones veritativas tal como realmente
pueden ser construidas. Por este camino nos vemos conducidos nuevamente a
la teoria de los ordenes, que, sin embargo, aparece ahora bajo una nueva luz,
a saber: como un método para construir funciones veritativas mas y mas
complicadas de las proposiciones atomicas. Pero este procedimiento presu-
pone al parecer la aritmética en una forma u otra (véase el siguiente parrafo).

En cuanto a la cuestion de hasta qué punto puede ser construida la ma-
tematica partiendo de esta base (sin presuposicion alguna respecto a los datos
—es decir, sobre los predicados primitivos y los individuos— a excepcion, en
la medida en que sea necesario, del axioma de infinitud), es evidente que la teo-
ria de los nimeros reales en su forma actual no puede ser obtenida.’” En cuanto
a la teoria de los niimeros enteros, en la segunda edicion de los Principia se
afirma que si puede serlo. La dificultad a superar esta en que al definir los ente-
ros como “aquellos cardinales pertenecientes a cualquier clase que contenga a
0 y que contenga también a x + 1 si contiene a x”, la expresion “cualquier
clase” ha de referirse a un orden dado. De este modo se obtienen niimeros en-
teros de diferentes ordenes, y la induccion completa puede ser aplicada a en-
teros de orden n s6lo para propiedades de orden n; pero ocurre con frecuencia
que la nocidén misma de entero aparece en la propiedad a la cual se esta apli-
cando la induccion. Esta nocion es, sin embargo, de orden n + 1 para los ente-
ros de orden n. Ahora bien, en el apéndice B de la segunda edicion de los
Principia, se ofrece una prueba de que los enteros de cualquier orden supe-
rior a 5 son los mismos que los de orden 5, lo cual resolveria sin duda todas
las dificultades. Pero tal como esta formulada, la prueba no es ciertamente
concluyente. En la demostracion del principal lema *89.16, que afirma que
todo subconjunto o (de cualquier orden arbitrariamente alto)*® de una clase
inductiva B de orden 3 es de por si una clase inductiva de orden 3, se aplica la
induccién a una propiedad de B que involucra a o [a saber o — B # A, que, sin
embargo, deberia decir a0 — B ~ € Induct, porque (3) es evidentemente falsa].
Esta propiedad, sin embargo, es de un orden > 3 si o es de un orden > 3. Asi
pues, la cuestion de si (0o en qué medida) la teoria de los nimeros enteros
puede ser obtenida sobre la base de la jerarquia ramificada debe ser conside-
rada como no resuelta en el momento actual. Conviene observar, sin embar-
g0, que, aun en el caso de que esta cuestion tuviera una respuesta positiva,
esta respuesta no tendria ningun valor para la cuestion de si la aritmética se
sigue de la logica cuando las funciones proposicionales de orden n son defi-
nidas (como en la segunda edicion de los Principia) como ciertas combina-
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ciones (de cuantificadores, conectivas proposicionales, etc.) finitas (aunque
arbitrariamente complejas), porque entonces hay que dar por presupuesta la
nocion de finitud, un hecho que sélo cabe ocultar adoptando nociones tan
complicadas como la de “funcion proposicional de orden n” de una manera
tan poco analizada como los términos primitivos del formalismo y dando su
definicion solo en lenguaje ordinario. Tal vez pudiera replicarse que la no-
cion de funcidon proposicional de orden n no esta tomada como primitiva en
los Principia, ni definida tampoco en términos de la nocién de combinacion
finita, sino que en ellos se definen mas bien los cuantificadores relativos a las
funciones proposicionales de orden n (que es todo lo que se necesita) como
ciertas conjunciones y disyunciones infinitas. Mas entonces surge la pregun-
ta: (Por qué no definir entonces a los enteros mediante la disyuncion infinita:
x=0vx=0+lvx=0+1+1 v .. ad infinitum, eludiendo asi los problemas
conectados con la nocién de inductividad? Esta objecion no seria aplicable si
se entendiera por funcion proposicional de orden n la que fuera “obtenible de
funciones veritativas de proposiciones atdmicas tales que no presupusieran
para su definicion mas totalidad que la de las funciones proposicionales de
orden < n y la de los individuos”; pero esta nocioén adolece, sin embargo, de
una cierta imprecision.

La teoria de los 6rdenes se muestra mas fructifera si se la considera
desde una perspectiva puramente matematica, con independencia de la cues-
tion filosofica de si las definiciones impredicativas son inadmisibles. Con-
templada de esta manera, esto es, como una teoria construida dentro del marco
de la matematica ordinaria, donde las definiciones impredicativas estan admi-
tidas, no hay la menor objecion a que se la extienda hasta drdenes transfinitos
arbitrariamente altos. Incluso aunque alguien rechazara las definiciones im-
predicativas, no habria a mi entender objecion alguna que impidiese exten-
derlas a los ordinales transfinitos tal como éstos pueden ser construidos
dentro del marco de los drdenes finitos. La teoria en si parece demandar tal
extension puesto que lleva automaticamente a la consideracion de funciones
cuya definicion envuelve la referencia a todas las funciones de 6rdenes fini-
tos, y éstas serian funciones de orden ®. De admitir 6rdenes transfinitos po-
dria demostrarse un axioma de reducibilidad. Pero esto, sin embargo, no
ofreceria la menor ayuda al propésito original de la teoria, puesto que el ordi-
nal a0 —tal que toda funcion proposicional es extensionalmente equivalente a
una funcioén de orden o— es tan enorme que presupone totalidades impredi-
cativas. Sin embargo, podria avanzarse por este camino hasta el punto de
conseguir que todas las impredicatividades quedasen reducidas a una clase
especial, a saber: la existencia de ciertos numeros ordinales muy grandes (o
conjuntos bien ordenados) y la validez del razonamiento recursivo relativo a
ellos. En particular, la existencia de un conjunto bien ordenado, de orden de
tipo m;, es ya suficiente para la teoria de los ntimeros reales. Ademas, este
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teorema transfinito de reducibilidad permite probar con los axiomas de la teo-
ria de conjuntos y con los de los Principia la consistencia del Axioma de
Eleccidn, la de la Hipotesis del Continuo de Cantor e incluso la de la Hipote-
sis Generalizada del Continuo (que dice que no existe ningiin nimero cardi-
nal entre la potencia de cualquier conjunto arbitrario y la potencia del
conjunto de sus subconjuntos).

Paso ahora a considerar con mas detalle la teoria de tipos simples que
aparece en los Principia en tanto que combinada con la teoria de los ordenes;
la primera es, sin embargo (como ya observé anteriormente), absolutamente
independiente de la segunda, puesto que es evidente que los tipos mixtos no
contradicen en modo alguno el principio del circulo vicioso. Y de acuerdo
con esto, Russell bas6 también la teoria de tipos simples en razones entera-
mente diferentes. La razén por €l aducida (en adicion a su “concordancia con
el sentido comuin”) es muy similar a la de Frege, quien habia asumido ya en
su sistema la teoria de tipos simples para las funciones, pero que no pudo evi-
tar las paradojas por operar con clases (o mas bien con funciones considera-
das en su extension) sin restriccion alguna. Esta razon es que (por causa de la
variable que contiene) una funcion proposicional es una entidad ambigua (o,
como dice Frege, algo insaturado que estd pidiendo suplementacion) y por
tanto puede aparecer en una proposicion significativa solo a condicion de que
esa ambigiiedad sea eliminada (por ejemplo, sustituyendo la variable por una
constante o simplemente cuantificandola). Las consecuencias de esto son que
una funcién no puede reemplazar a un individuo en una proposicion, y que
las funciones con diferentes tipos de argumentos (es decir, diferentes ambi-
giiedades) no pueden ser mutuamente reemplazadas; ésta es la esencia de la
teoria de tipos simples. Adoptando una postura mas nominalista (tal como se
sugiere en la segunda edicion de los Principia y en Investigacion sobre el
significado y la verdad) habria que reemplazar “proposicion” por “oracion”
en las anteriores consideraciones (con los correspondientes cambios adiciona-
les). Pero en ambos casos, este argumento se situa claramente en el orden de
ideas de la teoria de la “inexistencia de clases”, puesto que considera a las
nociones (o funciones proposicionales) como algo construido a base de pro-
posiciones u oraciones dejando indeterminado uno o varios constituyentes de
éstas. Las funciones proposicionales en este sentido son por asi decirlo
“fragmentos” de proposiciones, que no tienen ningun significado de por si,
sino so6lo en la medida en que son utilizables para formar proposiciones por la
combinacion de varias de ellas, lo cual es posible sélo si estas funciones “en-
cajan entre si”, es decir, si son de los tipos apropiados. Mas convendria ob-
servar que la teoria de tipos simples (a diferencia del principio del circulo
vicioso) no puede ser una consecuencia en sentido estricto de la posicion
constructivista, pues seria posible construir nociones y clases de modo distin-
to, por ejemplo, a la manera como se indica en las paginas 126-127, donde
las mezclas de tipos serian posibles. Si por otra parte se considera a los con-
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ceptos como objetos reales, la teoria de tipos simples no es muy plausible,
pues lo que se esperaria que fuese un concepto (tal como, por ejemplo, la
“transitividad” o el numero dos) apareceria como algo situado mas alla de sus
diversas “realizaciones” en los diferentes niveles, y por tanto no existiria se-
gun la teoria de tipos. Pese a todo, hay al parecer un cierto asomo de verdad
tras esta idea de realizaciones del mismo concepto en diversos niveles, y por
tanto cabria esperar que la teoria de tipos simples se mostrara 1til y necesaria
al menos como escalon intermedio para un sistema mas satisfactorio, un ca-
mino que ya ha sido utilizado por Quine.* Igualmente, la “ambigiiedad tipi-
ca” de Russell significa un paso en esta direccion. Sin embargo, como lo que
este paso afiade a la teoria de tipos no va mas alla de algunas simplificadoras
convenciones simbolicas, de facto no va mas alla de esa teoria.

Convendria sefialar que la teoria de tipos aporta una nueva idea a la so-
lucién de las paradojas que es especialmente idonea para su forma intensio-
nal. Esta idea consiste en condenar a las paradojas no sobre la base del
axioma que dice que toda funcidén proposicional define un concepto o clase,
sino sobre la base de la suposicion de que todo concepto genera una proposi-
cion significativa si es afirmado para cualquier objeto u objetos arbitrarios
como argumentos. La obvia objecion de que cada concepto puede ser exten-
dido a todos los argumentos mediante la definicion de otro que produzca una
proposicion falsa siempre que el original carezca de significado, puede ser re-
futada con facilidad observando que el propio concepto “significativamente
aplicable” no necesita ser siempre significativamente aplicable.

La teoria de tipos simples (en su interpretacion realista) puede ser con-
siderada como la realizacion de este esquema, basada, sin embargo, en la si-
guiente suposicion adicional relativa a la significatividad: “Siempre que un
objeto x pueda reemplazar a otro objeto y en una proposicion significativa,
puede hacerlo igualmente en toda proposicion significativa”.*’ Esto tiene sin
duda la consecuencia de que los objetos estan agrupados en dominios de sig-
nificado mutuamente exclusivos, constando cada dominio de aquellos objetos
que pueden ser mutuamente intercambiados; y que, por tanto, cada concepto
es significativo s6lo para los argumentos pertenecientes a uno de estos domi-
nios, es decir, para una porcion infinitamente pequeia de todos los objetos.
Lo que torna el anterior principio particularmente sospechoso, sin embargo,
es que su misma aceptacion hace imposible su formulacién como proposicion
significativa,*' puesto que x e y deben entonces ser confinados a dominios de-
finidos de significado que o bien son los mismos o bien son diferentes, y en
cualquiera de los casos la proposicion no expresa el principio ni tampoco par-
te de ¢l. Otra consecuencia es que el hecho de que un objeto x sea (o no sea) de
un tipo dado no se deja expresar tampoco por una proposicion significativa.

No es imposible que la idea de dominios limitados de significacion pu-
diera ser desarrollada sin el anterior principio restrictivo. Podria incluso re-
sultar que fuera posible asumir que todo concepto fuera significativo siempre
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salvo para algunos “puntos singulares” o “puntos limite”, de suerte que las
paradojas resultaran ser algo andlogo a la division por cero. Un sistema asi
seria maximamente satisfactorio en el siguiente respecto: nuestras intuiciones
logicas seguirian entonces siendo correctas salvo por ciertas correcciones
menores, esto es, podrian ser contempladas como portadoras de una imagen
esencialmente correcta, aunque un tanto “borrosa”, del estado real de las co-
sas. Desgraciadamente, los ensayos realizados en esta direccion han fracasa-
do hasta ahora;** mas, por otra parte, tampoco ha sido demostrada hasta el
presente la imposibilidad de este proyecto, pese a los teoremas de inconsis-
tencia fuerte de Kleene y Rosser.

Para acabar quisiera decir unas palabras sobre la cuestion de si (y en
qué sentido) los axiomas de los Principia pueden ser considerados analiticos.
En lo tocante a este problema hay que observar que la analiticidad puede ser
entendida en dos sentidos. En primer lugar, puede tomérsela en el sentido pu-
ramente formal de que los términos utilizados en ella pueden ser definidos
(bien sea explicitamente o bien mediante reglas para eliminarlos de las ora-
ciones que los contienen) de modo tal que los axiomas y teoremas queden
convertidos en casos especiales de la ley de identidad y las proposiciones re-
futables se tornen en negaciones de esta ley. En este sentido, incluso la teoria
de los numeros enteros es demostrablemente no-analitica supuesto que se exi-
ja que las reglas de eliminacion permitan realizar esa eliminacion en un nu-
mero finito de pasos en cada caso.* Si se eliminase esta condicién y se
admitiesen, por ejemplo, oraciones de longitud infinita (e innumerable) como
pasos intermedios del proceso de reduccion, podria probarse que todos los
axiomas de los Principia (incluyendo los axiomas de eleccion, infinitud y re-
ducibilidad) eran analiticos para ciertas interpretaciones (por consideraciones
similares a las expuestas en las paginas 126-127).* Pero esta observacion es
de dudoso valor, puesto que hay que presuponer la totalidad de la matematica
aplicada a oraciones de longitud infinita a fin de poder probar esta analitici-
dad; por ejemplo, puede probarse que el axioma de eleccion es analitico solo
si se asume que es verdadero.

En un segundo sentido, se considera que una proposicion es analitica si
es valida “en virtud del significado de los conceptos que ocurren en ella”,
donde este significado pueda ser tal vez indefinible (es decir, irreducible a al-
go mas fundamental).*® Podria parecer que todos los axiomas de los Princi-
pia, en la primera edicién (excepto el axioma de infinitud) son en este sentido
analiticos para ciertas interpretaciones de los términos primitivos, a saber, si
el término “funcion predicativa” es reemplazado por el de “clase” (en el sen-
tido extensional) o (dejando fuera el axioma de eleccion) por el de “concep-
to”, dado que nada puede expresar mejor el significado del término “clase”
que el axioma de las clases (cf. p. 123) y el axioma de eleccion, y dado tam-
bién, por otra parte, que el significado del término “concepto” parece impli-
car que toda funcion proposicional define un concepto.*’ La dificultad reside
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solamente en que nosotros no percibimos los conceptos de “concepto” y de
“clase” con suficiente claridad, como ponen de manifiesto las paradojas. A la
vista de esta situacion, Russell tomd el camino de considerar a las clases y a
los conceptos (exceptuando a los predicados primitivos, poco interesantes 16-
gicamente) como no-existentes y reemplazarlos por nuestras propias cons-
trucciones. Es innegable que este proceder ha conducido a ideas interesantes y
a resultados igualmente valiosos para los que han adoptado la postura opuesta.
En conjunto, sin embargo, el balance es que sélo perviven algunos fragmentos
de Logica Matematica a menos que las cosas condenadas vuelvan a ser intro-
ducidas bajo la forma de proposiciones infinitas o por axiomas tales como el de
reducibilidad que (en el caso de infinitos individuos) es demostrablemente falso
a menos que se asuma la existencia de clases o la de infinitas qualitates occul-
tae. Este panorama parece indicar la conveniencia de tomar un camino mas
conservador como el de procurar clarificar ain mas el significado de los térmi-
nos “clase” y “concepto”, y de construir una teoria consistente de las clases y
conceptos como entidades objetivamente existentes. Este es el curso que ha
tomado el actual desarrollo de la Logica Matematica y por el que el propio
Russell se ha visto forzado a entrar en las partes mas constructivas de su obra.
Los mas importantes intentos realizados en esta direccion (algunos de los cua-
les han sido citados en este ensayo) son la teoria de tipos (que es el sistema de
la primera edicion de los Principia en una interpretacion apropiada) y la teoria
axiomatica de conjuntos, ambos con notable €xito, al menos en la medida en
que permiten la derivacion de la matematica moderna y evitan al mismo tiempo
todas las paradojas conocidas. Sin embargo, son muchos los sintomas que indi-
can muy claramente que los conceptos primitivos estan necesitados de una ma-
yor clarificacion.

Parece razonable sospechar que esta incompleta comprension de los
fundamentos es la responsable del hecho de que la Logica Matematica se
haya mantenido hasta ahora tan alejada de las expectativas de Peano y otros,
quienes (de acuerdo con las pretensiones de Leibniz) habian esperado que la
logica facilitase la matematica tedrica en la misma medida en que el sistema
numérico decimal facilita las computaciones numéricas. Pues ;como podemos
esperar resolver sistematicamente los problemas matematicos por mero analisis
de los conceptos en ellos contenidos, cuando ni siquiera nuestros analisis han
sido suficientes para establecer los axiomas? Mas no hay por qué abandonar la
esperanza. En sus escritos acerca de la Characteristica universalis, Leibniz no
hablaba de un proyecto utopico; de creer en sus palabras, habia desarrollado
bastante extensamente este calculo del razonamiento, pero pospuso su publi-
cacion hasta el momento en que aquella semilla encontrara un suelo mas fér-
til.* Y llego incluso tan lejos como para estimar el tiempo que habria de
transcurrir para que unos pocos cientificos selectos pudieran desarrollar su
calculo hasta el punto de conseguir “que la humanidad dispusiera de un ins-
trumento capaz de incrementar los poderes de la razon en mucha mayor me-
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dida que lo que cualquier instrumento 6ptico pudiera extender nunca el al-
cance de la vision”. Ese tiempo fue fijado por €l en cinco afos, y sostuvo
ademas que su método no era en absoluto mas dificil de aprender que la ma-
tematica y la filosofia de su tiempo. Igualmente afirmé repetidamente que,
incluso en el estadio rudimentario hasta el que habia desarrollado la teoria
misma, ésta era la responsable de todos sus descubrimientos matematicos; lo
cual, como cabria esperar, hasta Poincaré habria de reconocer como una
prueba suficiente de la fecundidad de ella.
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NOTAS

* Quiero expresar mi agradecimiento al profesor Alonzo Church de la Univer-
sidad de Princeton, que me ha ayudado a encontrar las expresiones inglesas correctas
en un buen niimero de lugares.

! Frege tiene sin duda la prioridad, puesto que su primera publicacién sobre el
tema, que ya contenia todo lo esencial, apareci6 diez afios antes que la de Peano.

% Véase a este respecto el articulo de W.V. Quine en el volumen sobre Whitehead
en la coleccion The Library of Living Philosophers [Schilpp, A.P. (ed.) (1941), The Phi-
losophy of Alfred North Whitehead, Nueva Y ork, Tudor Publishing Company].

El pasaje antes citado fue suprimido en las posteriores ediciones de la /ntro-
duccion [Russell, B. (1929), Introduction to Mathematical Philosophy, Londres,
George Allen and Unwin Ltd.]

* En lo que sigue utilizo el verbo “significar” porque corresponde a la palabra
alemana bedeuten que Frege, el primero en tratar esta cuestion, utiliz6 en este sentido.

5 Las tinicas suposiciones adicionales necesarias para obtener una prueba rigu-
rosa serian: (1) que “@(a)” y la proposicion “a es el objeto que tiene la propiedad ¢ y
es idéntico a a” significan lo mismo, y (2) que toda proposicion “habla sobre algo”,
esto es, que puede tomar la forma @(a). Ademas habria que utilizar el hecho de que para
cualesquiera dos objetos a, b, existe una proposicion verdadera de la forma @(a, b), co-
mo, por ejemplo, a #boa=a.b=>b.

8 véase “Sinn und Bedeutung”, Zeitschrift fiir Philosophie und Philosophische
Kritik, vol. 100 (1982), p. 35.

" De la indicacion (Bedeutung) de una oracion hay que distinguir lo que Frege
llama su sentido (Sinn), que es el correlato conceptual del hecho objetivamente exis-
tente (o “lo Verdadero”). Seria de esperar que en la teoria de Russell este ultimo fuese
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un hecho posible (o mas bien la posibilidad de un hecho), que existiria también en el
caso de una proposicion falsa. Pero, como el mismo Russell dice, ¢l no podria creer
nunca que cosas tan “curiosamente oscuras” existieran realmente. En tercer lugar esta,
también, el correlato psicologico del hecho al que llamamos “significacion”, que es
entendido en el posterior libro de Russell como la creencia correspondiente. “Ora-
cién”, en oposicion a “proposicion”, se utiliza para denotar la mera combinacion de
simbolos.

8 Russell no hizo ninguna manifestacién explicita sobre lo primero; pero al pa-
recer podria valer para el sistema logico de los Principia, aunque tal vez mas o menos
vacuamente. [Russell, B. y Whitehead, A.N. (1910-1913), Principia Mathematica,
Cambridge, Cambridge University Press, 3 vols.]

% En el primer articulo de Russell sobre este tema: “On Some Difficulties in the
Theory of Transfinite Numbers and Order Types”, Proc. London Math. Soc., Second
Series, vol. 4, 1906, p. 29. Si quisiéramos analizar paradojas tales como la de “el men-
tiroso” desde este punto de vista, tendriamos que suponer que las proposiciones uni-
versales (y existenciales) implican la clase de objetos a los que se refieren.

1 1a expresion “funcién proposicional” (sin la clausula “como entidad separa-
da”) puede ser entendida como una proposicion en la que uno o varios constituyentes
han sido designados como argumentos. Cabria pensar que el par constituido por la
proposicion y el argumento podria representar a todos los efectos el papel de la “fun-
cion proposicional como entidad separada”, pero habria que observar que este par (en
tanto que entidad unica) es nuevamente un conjunto o un concepto, y que por tanto no
es necesario que exista.

" Las paradojas intensionales pueden abordarse, por ejemplo, por la teoria sim-
ple de tipos o la teoria ramificada, que no comportan restricciones indeseables si se las
aplica solamente a conceptos y no a conjuntos.

12 Cf. “Uber eine Widerspruchfreiheitsfrage in der axiomatischen Mengenlehre”,
Journal fiir reine und angewandte Mathematik, vol. 160, 1929, p. 227.

13 Cf. “New Foundations for Mathematical Logic”, Amer. Math. Monthly, vol.
44, p. 70.

14 Cf. Principia Mathematica, vol. 1, p. 39.

'3 Los cuantificadores son los dos simbolos (3x) y (x) que significan, respecti-
vamente, “‘existe un objeto x”’ y “para todos los objetos x”. La totalidad de objetos x a
los que los cuantificadores se refieren se llama el dominio o &mbito de éstos.

1 Cf. Principia Mathematica, vol. 1, p. 47, seccion IV.

17 Por teoria de los tipos simples entiendo la doctrina que dice que los objetos
de pensamiento (o, en otra interpretacion, las expresiones simbolicas) se dividen en
tipos, a saber: individuos, propiedades de los individuos, relaciones entre individuos,
propiedades de tales relaciones, etc. (con una jerarquia similar para las extensiones), y
que las oraciones de la forma: “a tiene la propiedad ¢”, “b guarda la relacion R con
¢”, etc., carecen de significado si a, b, ¢, R, ¢ no son del tipo adecuado. Los tipos mix-
tos (tal como clases que contienen individuos y clases como elementos) y por tanto tam-
bién los tipos transfinitos (como la clase de todas las clases de tipos finitos) quedan
excluidos. Que la teoria de los tipos simples es suficiente para evitar también las parado-
jas epistemologicas se pone de manifiesto mediante un andlisis mas detallado de éstas
(cf. el articulo de F.P. Ramsey citado en la nota 21, y A. Tarski, Der Wahrheitsbegriff in
den formalisierten Sprachen, Stud. phil., vol. 1, Lemberg, 1935, p. 399).
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'8 Tales son las definiciones de un objeto o por referencia a una totalidad a la
que el propio o pertenece (y quiza también las cosas definibles solamente en términos
de a). Como, p. ¢j., si se define una clase o. como la interseccion de todas las clases
que satisfacen una cierta condicion @ y luego se concluye que o es también un sub-
conjunto de las clases u tal como son definidas en términos de o (supuesto que satis-
fagan ).

1 yéase Rudolf Carnap en Erkenntnis, vol. 2, p. 103, Logical Syntax of Lan-
guage, p. 162, y C.H. Langford, Bulletin American Mathematical Society, vol. 33
(1027), p. 599.

2% Se dice que un objeto a es descrito por una funcién proposicional @(x) si Q(x)
es verdadera para X = a y para ningun otro objeto.

2L Cf. F. P. Ramsey, “The Foundations of Mathematics”, en Proc. London
Math. Soc., serie 2, vol. 25 (1926), p. 338 (reimpreso en The Foundations of Mathe-
matics, Nueva York y Londres 1931, p. 1).

22 De aqui en adelante utilizaré “constructivismo” como término general que
comprenda estos puntos de vista y también tendencias tales como las englobadas en la
teoria de la “inexistencia de clases” de Russell.

23 Cabria pensar que esta concepcion de las nociones es imposible, pues las ora-
ciones a las que éstas se traducen deben contener a su vez nociones con lo cual se cae-
ria en un regreso al infinito. Pero esto, sin embargo, no excluye la posibilidad de
mantener el anterior punto de vista respecto a todas las nociones mas abstractas, tales
como las del segundo tipo y los superiores, o respecto a todas las nociones, salvo para
los términos primitivos, que seran s6lo unos pocos.

** Esto es, que dos propiedades diferentes no pertenecen exactamente a las
mismas cosas, lo cual es, en un sentido, la contrapartida del Principium identitatis in-
discernibilium de Leibniz, que dice que no hay dos cosas diferentes que tengan exac-
tamente las mismas propiedades.

BCf. Carnap, /loc. cit., nota 19.

26 No obstante, el esquema es interesante, pues muestra nuevamente la cons-
tructibilidad de nociones que pueden ser significativamente afirmadas de nociones de
un orden arbitrariamente alto.

YVéase Erkenntnis, vol. 3, p. 367.

8 E sistema formal correspondiente a esta posicion tendria que contener, en
lugar del axioma de reducibilidad, la regla de sustitucion de funciones descrita, p. ¢j.,
en Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik, vol. I (1934), p. 90, aplicada a va-
riables de cualquier tipo, juntamente con ciertos axiomas de intensionalidad requeri-
dos por el concepto de propiedad que, sin embargo, serian mas débiles que los de
Chwistek. Convendria observar que esta concepcion no implica necesariamente la
existencia de conceptos que no puedan ser expresados en el sistema, si se los combina
con una solucion de las paradojas segtin las lineas indicadas en la p. 130.

¥ Cf. mi articulo en Monatshefte fiir Mathematik und Physik, vol. 38 (1931), p.
173, o R. Carnap, Logical Syntax of Language, § 35.

3% Ideas que se orientan en esta direccion pueden encontrarse en los siguientes
articulos de D. Mirimanoff: “Les antinomies de Russell et de Buraliforte et le pro-
bléme fondamental de la théorie des ensembles”, L Enseignment mathematique, vol.
19 (1917), pp. 37-52, y “Remarques sur la théorie des ensembles et les antinomies



136 Kurt Godel

Cantoriennes”, L’ Enseignment mathematique, vol. 19 (1917), pp. 209-217 y vol. 21
(1920), pp. 29-52. Cf. en particular vol. 19, p. 212.

31 Cf. “Les paradoxes de la logique”, Rev. De Metaph. et de Morale, vol. 14,
(1906), p. 627.

32 En el apéndice C de los Principia se esboza un método segin el cual éstos
podrian construirse también mediante ciertas relaciones de similaridad entre proposi-
ciones atomicas, de manera que fueran estas ultimas las Uinicas que quedasen como
objetos reales.

3 Los “datos” han de ser entendidos aqui en un sentido relativo, esto es, en nues-
tro caso, como la logica sin suposicion de la existencia de las clases y los conceptos.

Mt Ramsey, loc. cit., nota 21.

35 Esto es, proposiciones de la forma S(a), R(a,b), etc., donde S, R son predica-
dos primitivos y a, b individuos.

36 Sin duda, los x; pueden ser, como siempre, parcial o totalmente idénticos en-
tre si.

37 Para la cuestion de la amplitud con que es posible construir la teoria de los
numeros reales, presuponiendo los enteros, cf. Hermann Weyl, Das Kontinuum, reim-
presion, 1932 [Weyl, H. (1918), Das Kontinuum. Kritische Untersuchungen iiber die
Grundlagen der Analysis; Leipzig, Veit; reimpresion en Gruyter, Berlin y Leipzig,
1932].

38 Las posteriores aplicaciones de *89.17 y la nota a *89.17 muestran que se ha
pretendido que la variable o sea de un orden indeterminado. La principal aplicacion se
encuentra en la linea (2) de la prueba de *89.24, donde es necesario el lema conside-
rado para las o de 6rdenes arbitrariamente altos.

¥ Loc. cit., cf. nota 13 anterior.

40 Russell formula un principio un tanto diferente pero con los mismos efectos
en Principia, vol. 1, p. 95.

1 Esta objecion no es aplicable a la interpretacion simbolica de la teoria de ti-
pos, mencionada en la pagina anterior, porque alli no se tienen objetos, sino s6lo sim-
bolos de diferentes tipos.

42 Un sistema formal que se ajusta a estas lineas es el de Church (cf. “A Set of
Postulates for the Foundation of Logic”, Annals of Mathematics, vol. 33 (1932), p. 346y
Vol. 34 (1933), p. 839), donde la idea subyacente es expresada, sin embargo, por la
afirmacion, un tanto equivoca, de que la ley del tercio excluso es abandonada. Pero,
por otra parte, se ha probado que este sistema es inconsistente. Véase nota 43.

# Cf. S.C. Kleene y J.B. Rosser, “The Inconsistency of Certain Formal Logics”,
Annals of Math., vol. 36 (1935), p. 630.

# Porque esto implicaria la existencia de un procedimiento de decisién para to-
das las proposiciones aritméticas. Cf. A.M. Turing, Proc. Lond. Math. Soc., vol. 42
(1936), p. 230.

45 Cf. También F.P. Ramsey, loc. cit., (nota 21), donde, sin embargo, no puede
obtenerse el axioma de infinitud porque se lo interpreta como referido a los individuos
del mundo.

4 Los dos significados del término analitico podrian tal vez ser distinguidos
como tautolégico y analitico.

47 Esta postura no contradice la opinion antes defendida de que la matemética
estd basada en axiomas con un contenido real, pues la existencia misma del concepto
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de “clase”, por ejemplo, constituye ya un tal axioma; puesto que si definiéramos “clase”
y “€” como “los conceptos que satisfacen los axiomas”, seriamos incapaces de probar su
existencia. “Concepto” podria ser definido quiza en términos de “proposicion”, cf. p.
129 (aunque no pienso que éste sea un procedimiento natural); pero entonces habria que
aceptar ciertos axiomas sobre proposiciones que solo serian justificables con referen-
cia al significado no definido de este término. Habria que observar que esta concep-
cion de la analiticidad posibilita nuevamente que toda proposicion matematica pueda
quizé ser reducida a un caso especial de a = a, o sea si la reduccion es efectuada no en
virtud de la definicion de los términos que en ella aparecen, sino en virtud de su signi-
ficado, lo cual no puede ser nunca completamente expresado en un conjunto de reglas
formales.

8 Die philosophischen Schriften von G.W. Leibniz, editados por C.J. Gerhardt,
vol. 7 (1890), p. 12. Cf. También G. Vacca, “La logica di Leibniz” (seccion VII), Riv. di
Math., vol. 8 (1902-06), p. 72, y el prefacio en el primer volumen de la primera serie de
Leibniz’s Scmtliche Briefe und Schrifien, editados por la Academia de Ciencias de Pru-
sia (1923).

4 Leibniz, Philosophische Schriften (ed. Gerhardt), vol. 7, p. 187.





