SOBRE LAS FRACCIONES DECIMALES

Por M. Sdnchez Lopez

I. ALGORITMOS DE LA DIVISION

UNQUE gran parte de las cuestiones planteadas antafio sobre estas

fracciones, hoy estén superadas por la rapidez de actuacién de los
ordenadores, no deja de ser interesante, desde el punto de vista matemati-
co, los medios utilizados en su estudio.

Ademds tratamos de justificar algunas de las intuiciones numéricas de-
bidas a A. H. Ferez, investigador privado de calculo aritmético, segun se
autotitula, y profesor de E.G.B. en la realidad.

Sus intuiciones, dada la escasez de medios bibliogréficos en que se ha
debido desenvolver, y el hecho de ser un autodidacta completo, sorprenden
con algunos de sus resultados; lo que unido a la postjubilacion que disfru-

tamos, nos ha impelido a su publicacion a sabiendas de los recelos que ello
le cause.

Hago hincapié en su teoria incompleta del afio 1979, pues seguramente

existirdn otras posteriores y mas completas que no han pasado por mis
manos.

El objetivo principal de su trabajo es la obtencién de los inversos de
numeros naturales sean o no primos.

Para ello abandona el algoritmo clasico de la division y utiliza para
el calculo de 1/n, el siguiente camino:

«La fraccion decimal resultante de valuar 1/n es igual a una suma ini-
ciada con la potencia prima universal 1; precedida de m ceros y seguida con
las potencias consecutivas 1.#, 2.2... de (10m=) escribiendo cada sumando
m ordenes a la derecha del anterior.
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En todos los casos m ha de ser igual al numero de cifras que tengan n».

Dicho enunciado equivale a escribir

1 1 10" — n (10™ — n)? (10m — n)!
— =% = * e 4
n 10m 103 103m 106+ Dm

Ahora bien, el obtener esa formula asi como asi, sin mas preambulo
ni justificacién alguna, solamente como consecuencia de haber obtenido mu-
chos inversos, supone un gran ingenio y buenas dotes de observacion.

Podria, por ejemplo, haber dicho que la tal férmula no es mas que el
desarrollo en serie de Newton, de la potencia —1 de n puesto en la forma

n—! = (10" — (10 — n))—!

o también deducirla como la suma de la progresién geométrica indefinida
de primer término 10—™

10m — n
10m

con lo cual los matemadticos se hubieran sentido en su terreno de juego.

y razén de la progresiéon

El enunciado anterior lo comprueba con el siguiente ejemplo:

1/7 = 0.1

0.03

0.009

0.0027
0.00081
0.000243
0.0000729
0.00002187
0.000006561
0.0000019683
0.00000059049
0.0000001777147 =

0.142857...

+ 4+ 4+ 4+ +++++ 4+

Esta claro que la dificultad calculatoria del método radicaria, al pare-
cer, en la obtencién de las distintas potencias de (10™ — n), cosa que apa-
rentemente no le preocupa, puesto que en otra parte se saca también de la

T bocamanga la siguiente formula para las potencias:

INSTITUTO
DE ESTUDIOS
GIENNENSES



SOBRE LAS FRACCIONES DECIMALES 265

n" = 1+n°(n—1) + n(n—1) + n’(n—1) + ... + n™! (n—1)
que supongo le seria de alguna utilidad.

Por lo demas dicho desarrollo es inmediato, ya que el segundo miem-
bro puede escribirse.

1 + (m—=1)(° + n + n? + ... + n»)
y sumando la p.g. del paréntesis

l+n—1.0"—1 _
n—1

En resumen, esta primera intuicion de Ferez, en su inicio, mas que un
problema matematico, era un problema energético, puesto que presumia de
tener celosamente guardados millares de inversos, y «como piedra de toque
y para comprobar la aficcién y resistencia intelectual y fisica de los calcula-
dores que puedan surgir en las futuras generaciones», algo asi como la fa-
mosa presuncion cartesiana, les invita a calcular el periodo de la fraccién
172197, que segin el autor arroja 1.014 cifras, de las cuales como prueba
da las 10 primeras, la 20.2, 30.2..., etc.

Afortunadamente, todo este tinglado se derrumbé en los afios setenta,
como puede verse a continuacién, donde con cualquier modesto PC, pue-
den calcularse inversos con un nimero de digitos superior al considerado
como piedra de toque.

Por ejemplo, el del nimero primo 9463, con 3154 digitos de periodo
y muy pocos segundos el tiempo de impresion.

Y ya metidos en esta zarabanda algoritmica, e influenciados por una
Varia —la nimero 646— de la Revista Euclides, en la cual un tal W. W.
Johnson observo la obtencioén del periodo puro del inverso

1719 = .052631578947368421

de manera muy sencilla a partir del ultimo digito, hemos tratado de encon-

trar un algoritmo que permita esta division, partiendo precisamente del til-
timo digito del periodo.

Sean pues, N = Uo + 10U + 10> Uz + ... + 10* Uk

el nimero primo considerado con k + 1 digitos, y
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DIVISOR = 9463 NUMERO DIG.

000105674

7382436859
7038993976
4119201099
7388777343
9985205537
6458839691
4540843284
3311846137
5571171932
2071224770
5762443199
4281940188
6341540737
0035929409
0028532177
3257952023
0528373665
2184296734
4969882701
6005495086
3886716686
6027686780
4198457148
4216421853
9230687942
5859663954
6123850787
2215999154
9700940505
7703688048
9647046391
2660889781
9760118355
1868329282
1483673253
9413505230
7475430624
3583430201
8433900454
2285744478
2109267674
3439712564
8319771742
9253936383
9995773010
4702525626
8440240938
5231956039
4448906266
0591778505
1646412342
8366268625

7331712987
3469301490
5402092359
0172249815
3372080735
3560181760
4297791398
3707069639
5885025890
7908697030
1574553524
8309204269
1010250449
6096375356
2782415724
9562506604
6711402303
8564937123
6507450068
0461798583
1249075346
0403677480
0908802705
8956990383
5348198245
5129451548
3485152699
2767621261
6021346296
1252245588
1876783261
2078622001
2533023354
7011518545
4685617668
7250343442
8992919792
5376730423
8387403571
4013526365
4951917996
0991228997
7257740674
5763499947
8106308781
6731480503
1227940399
3916305611
3110007397
5116770580
7592729578
8088344076
1717214414

ress any key to continue

4247067526
0137377153
7167917151
0692169502
4961428722
5410546338
0767198562
6491598858
3096269681
5399978865
2523512628
2592201204
1176159780
6522244531
4002958892
6708232061
7091831343
5337630772
6885765613
9585755045
0847511360
7143611962
2731691852
5992814118
7994293564
1348409595
9894325266
7563140653
1006023459
0798900982
1222656662
4794462643
1160308570
9156715629
8153862411
8828067209
8775229842
7556800169
8059811898
8459262390
4070590721
1467822043
2047976328
1626334143
5703265349
0117298953
4504913875
3283313959
2313219909
1542851104
3578146465
9312057487
0336045651

1544964598

1226883652
0091937017
2720067631
3924759589
3704956144
8236288703
7128817499
9190531543
0533657402
1306139701
6919581528
1965550036
3325583852
5287963647
7140441720
1258586072
4822994821
4418260593
9785089295
0338159146
3797949910
4780724928
1443516855
4087498679
2657719539
8287012575
0698509986
7907640283
7750184930
7919264503
9818239458
2208601923
2930360350
4974109690
1302969460
5446475747
0795730740
9749550882
3624643347
7584275599
7493395329
8597696290
5062876466
2549931311
8201416041
0924653915
6322519285
1197294726
3009616400
1801754200
0548451865
48473

9643876149
1187784000
8590299059
8292296311
9820352953
9857339110
3710239881
7358131670
9078516326
5150586494
9972524569
0566416569
9861566099
9007714255
8917890732
3846560287
0701680228
9380746063
8920004226
1495287474
1481559759
1764768043
6695551093
1199408221
0658353587
2581633731
2932473845
2622846877
2082848990
7830497727
8571277607
9453661629
2801437176
8401141287
3730318080
0021134946
6487371869
7798795308
3840219803
7755468667
7041107471
1767938285
8168656874
2369227517
4234386558
4244954031
2488639966
6388037620
8308147521
7185881855
5706435591
1590404734

PERIODO = 3154 SUMA DIG. - PERIODO = 14193

2127232378
8453978653
4948747754
9518123216
6087921377
2187466976
6442988481
7175314382
7462749656
7691007080
3754623269
7981612596
5455986473
5215048082
3259008771
4352742259
2574236500
6161893691
9893268519
3738772059
0616083694
9606889992
7334883229
4942407270
6571911655
3748282785
5035401035
3116347881
8062982140
9932368170
5240410017
5043855014
3711296628
1182500264
9468456092
6342597484
3860298002
0418471943
4449963013
4416147099
2036352108
9558279615
1413927929
7005178061
1739496107
4910704850
1840853851
2050089823
9275071330
6483144880
2501320934
2280460741
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P=Po+ 10P1 + 10*P2 + ... + 10 . P,
el periodo con r digitos, ambos escritos en forma polinémica.

Se sabe que ambos niimeros, P y N, vienen ligados por la relacién fun-
damental.

1) 1/N = P/99...99
o también
) 99... (1)...99 = N(Po + 10 P1 + ... + 10! Pr—1)

e identificando las distintas clases de unidades en ambos miembros, se llega
al siguiente algoritmo.

3) 9=D(—1)+ Nep(j) mod. 10 — el célculo de p(j)
D(@j)=INT(D(G—1) + p(j)*N)/10

Inicidndolo con D(—1) =0, y aplicandolo hasta llegar a un D(j) =0, con
lo que j—1 senalaria el nimero de digitos del periodo, tendriamos para el
caso anterior de W. W. Johnson, con todo detalle

u0)=9y N=19
9 = 19+p(0) mod(10) - p(0)=1

D(0)=INT(1°19/10)=1

9 =1+19p(1) mod(10) - p(1)=2
D(1)=INT((1+2°19)/10)=3

9 =3+19p(2) mod(10) - p(2)=4
D(2)=INT((3 +4°19)/10)=7

9 =7+419p(3) mod(10) = p(3)=8
D(3)=INT((7 +8°19)/10)=15

9 =15+19/p(4) mod(10) - p(4)=6
D(4) =INT((15 + 6¢19)/10) = 12

9 =12+419*p(5) mod(10) - p(5)=3
D(4) =INT((12 +3°19)10)=6

9 =6+ 19°p(6) mod(10)— p(6)=7
D(6) =INT((6 + 7°19)/10)= 13

9 =13+19P(7) mod(10) - p(7)=4
D(7)=INT((13 +4+19)/10)=8

9 =8+ 19p(8) mod(10) - p(8)=9
D(8) =INT((8 + 19+9)/10) = 17

9 =17+19p(9) mod(10) - p(9) =8
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D(9)=INT((17 +819)/10)= 16

9 =16+ 19°p(10) mod(10) - p(10)=7
D(10) =INT((16+ 7°19)/10) = 14

9 =14+ 19p(11) mod(10) — p(11)=5
D(11)=INT((14+ 5-19)/10)= 10

9 =10+ 19°p(12) mod(10) - p(12)=1
D(12) =INT((10+ 1°19)/10)=2

9 =2+19p(13) mod(10) - p(13)=3
D(13)=INT((2+3+19)/10)=5

9 =5+19p(14) mod(10) —> p(14)=6
D(14) =INT((5+6°19)/10)=11

9 =11+ 19p(15) mod(10) - p(15)=2
D(15)=INT((11+2°19)/10)=4

9 =4+19p(16) mod(10) - p(16)=5
D(16)=INT((4+5°19)/10)=9

9 =9+19p(17) mod(10) - p(17)=0

D(17) =INT((9 +0+19)/10)=0

[I. LEY DE LOS ELEMENTOS ARITMETICOS HORIZONTALES

Resuelta, pues, la primera fase de estas apostillas, con el calculo del
inverso de un nimero primo, seguramente mas de uno se habra preguntado
el objetivo a conseguir con tantas divisiones.

Estos inversos los considera de suma importancia para el desarrollo préc-
tico del célculo infinitesimal.

Desconozco el sentido que tiene del citado célculo en la década de los
cincuenta, pero de lo que no cabe duda es que manejar fracciones periodi-
cas puras, con perfodos de 500 y mds digitos —algunos con mds de un mi-
llar y los mide en metros— sobrepasa con mucho las necesidades numéricas
de cualquier problema fisico de entonces y aun de ahora, en plena eferves-
cencia informatica, pues la introduccién de tales datos y no digamos de su
manipulacion operatoria, seria enormemente complicada.

Si a esto se afiade la existencia, en casi todos los problemas de la Técni-
ca, de numeros irracionales, tales como raices enésimas, funciones trigono-
métricas, exponenciales, etc., funciones cuyo desarrollo decimal no es ni
mucho menos tan facil, como lo es en el caso de las fracciones periddicas,
queda claro que su indiscutible vocacion aritmética, la que le ha llevado du-
rante 36 afnos a la busqueda de los citados inversos.
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Consecuencia de esta enorme tarea «inversora» y de su gran espiritu
de observacion fue la redaccion de unos supuestos teoremas que, conocida
su opinién sobre los demostradores; a lo mas, se conforma con alguna que
otra comprobacion.

Tratando de las fracciones, dice textualmente:

«El periodo completo de toda fracciéon decimal periddica pura esta in-
tegrado por n segmentos de y cifras cada uno y en los cuales se verifica que
la suma de los valores absolutos de las cifras que ocupan los respectivos
valores relativos correspondientes es siempre 9».

Esta ley debi6 de producirle un gran impacto y, efectivamente, la pri-
mera vez que se comprueba dicha suma el efecto es sorprendente.

Por tratarse de algo absolutamente desconocido —segtin él— hasta el
afio 1942, fecha de su descubrimiento, lo comprueba con diversos ejemplos
COmMO Veremos.

Asi, el inverso del nimero 19 viene dado por
1719 = 0.052631578947368421...
con 18 digitos en el periodo.
Partiendo los digitos del periodo en dos mitades, ya que el nimero de
digitos es par, y sumandolas se tiene
052631578 + 947368421 = 999999999

y como también 18 es divisible por 3, partiéndolo ahora en tres partes de
igual namero de digitos y sumando, tenemos

052631 + 578947 + 368421 = 999999
con lo cual cree demostrada su intuicion.

Pero también, y en eso se piensa en seguida, los dieciocho digitos del
periodo pueden sumarse con otras particiones. Por ejemplo, con seis seg-
mentos de tres digitos tenemos

052 + 631 + 578 + 947 + 368 + 421 = 2997

donde los digitos extremos de la suma no son nueve, sino complementarios
ag.
Lo mismo ocurre con nueve segmentos de dos digitos cada uno de ellos
05 + 26 + 31 + 57 + 89 + 47 + 36 + 84 + 21 = 396

Yy un matematico apuraria aun mas y efectuaria la particion limite de 18 seg-
mentos de un digito, con lo que se tendria
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0+5+24+6+3+1+5+7+8+9+4+7+3+6+ 8+
4+2+1=281

Es, pues, muy arriesgado el generalizar las intuiciones utilizando la in-
duccion incompleta.

En cuanto a la aplicacién de este teorema para el célculo de los famo-
sos inversos, aparte del efecto sorpresa ya mencionado, puede considerarse
minima.

Aun evitando el célculo de la mitad —en el caso mas favorable— de
los digitos de un periodo de niimero par, es tal la velocidad con que trabaja

un ordenador que no merece la pena intentarlo manualmente ni atin en ca-
sos sencillos.

Sea por ejemplo, calcular el periodo del inverso de 137, trabajando sin
ordenador.

Lo primero que necesitariamos seria una tabla de nimeros primos pa-
ra comprobar la primocidad del 137, en nuestro caso trivial.

A continuacion otra tabla o en su defecto calcular manualmente el in-
dicador del numero 137, representado por @ (137), o lo que es igual, buscar
en la sucesién de nimeros naturales 1, 2, 3,... 137 cuantos de ellos son pri-
mos con N = 137.

Esto nos dara una primera pista sobre el gaussiano de base 10 y médu-
lo 137, ya que por el teorema de Euler se sabe que

10°7 = 1 mod. (137)
si 10 y 137 son primos entre si, como asi lo son.

Por otra parte, el gaussiano de 137, como se sabe, es el minimo expo-
nente de la base 10 congruente con la unidad médulo 137, y ademds es un
divisor de 137—1 = 136.

Vuelta otra vez a las tablas o a las «manitas», para buscar los divisores
de 136.

Con ellos, como punto de mira, empezar una carrera de restos poten-
ciales base 10 y mddulo 137, hasta conseguir con un poco de suerte, al 8,
como gaussiano.

Este gaussiano es tan importante que nos indica precisamente el nime-
ro de digitos del periodo, cosa que de haberla conocido el Sr. Ferez, y viene
en todas las aritméticas —Arechavaleta, por ej.— se hubiera ahorrado mu-
cho trabajo.
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Como el gaussiano es par, se cumplird que una mitad del periodo tiene
sus digitos complementarios a 9, con la otra mitad.

Y llegados a esta altura, ya no nos queda mds que dividir y detenerse
a la mitad del periodo: cuatro digitos en nuestro caso.

Podriamos también, una vez obtenido el gaussiano, considerar un sis-
tema de dos ecuaciones en P, y P> —los semiperiodos—, con lo cual no nos
habriamos ahorrado la division por 137, sino solamente el computo de los
digitos del semiperiodo.

Es decir, considerar el sistema
999999999 = 137-P 9999 = P, + P,
donde P + P,*10* + P,
resultando finalmente

P, = 999999999 / (9999-137) — 1 =10001/137—1 = 0072
y P, = 9999 — 0072 = 9927

con lo que 1/137 = .00729927... cuya comprobacién es inmediata.
En cuanto a su justificacion:
Sea como siempre N el nimero primo divisor del inverso, con un pe-
riodo este ultimo, cuyo nimero de digitos es
P = st
distribuidos en s segmentos de t digitos cada uno.

Sean estos
Pi-3; Picdi... Pi;. Po o P(S-1), P(S—2), ... P(1), P(0)
ordenados de derecha a izquierda.

Expresando P en forma polindmica, poniendo de manifiesto los s seg-
mentos de t digitos cada uno, tendremos

P="Po+ 100-P1 + 10* - P2 + ... + 106=Dt. Psy
Se sabe ademas que
2) 1/N=P/99..(s°t)..99 = P/B(st)

donde B(st) representa el nimero formado por s*t nueves, y que como es
facil de comprobar, es divisible por el nimero formado por los t nueves,
y cuyo cociente es

B(st)/9..()..9=0..010..010..(s)..010..01

que sustituido en (2), asi como (1), queda
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B(st) = N+(P(0) + P(1)*(1 +9..(1)..9) + P(2)*(1 +9..(2°t)..9) + ..
P(s—1)(1 +9..((s—1)°t)..9) =N+(P(0) + P(1) + .. + P(S-1) + 9..(1)..9°K)
donde K es entero.

Dividiendo ahora los dos miembros por 9..(t)..9 —numero formado
por t nueves— queda

0..010..010..(s)..010..01 = N+((P(0) + P(1) +.. + P(s—1))/9..(1)..9+ K)

Ahora bien, el primer miembro es un nimero natural, e igual ha de
ocurrir con el segundo, donde al ser N un niimero primo, necesariamente
la suma de los segmentos del periodo, esto es

Po + P1 + ... + Ps—
sera multiple de 9..(t)..9.

Tendrd, pues, una de las formas siguientes
99....(1)...99=M-1
19..(t—2).98 =M*2
29..(t—2).97 =M-3

..........................

Con lo que, si tenemos el periodo dividido en tan solo dos segmentos,
uno de los cuales, como es sabido empieza por lo menos con un cero, la suma
19..(t—2)..98
no podrd conseguirse con el otro segmento de t digitos, y valor maximo
9...(t)...9

Entonces, para el caso r=2, descomposicion del periodo en dos mita-
des, seria vélida la intucién de Ferez.

Ejemplos:
N=71 con un periodo para su inverso
P +01408450704225352112676056338028169 y por consiguiente un
gausiano

e=35="5

La particion
0140845
0704225

3521126
7605633

8028169
19999998

I+ + + +
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proporciona M =2.

Efectuando la otra particion, tendremos

01408 +
45070

42253
52112

67605
63380
28169

299997

I+ 4+ ++ +

y M=3.

Sean N=151y g=175, la suma de los tres segmentos del periodo, esta-
ra compuesta por 25 nueves, como puede verse a continuacién.

0066225165562913907284768 +
2119205298013245033112582 +
7814569536423841059602649 =
9999999999999999999999999

En cambio, descomponiéndolo en 25 segmentos de tres digitos cada uno,
tendriamos para la suma

S=006+622+516+556+291+390+ 728 + 465 + 821+ 192 + 052+ 052 +

980+ 132+450+ 331+ 125+ 827 + 814 + 569 + 536 + 423 + 841 + 059 + 602 +
649=11988

que no esta formada exclusivamente por nueves.

En esta busqueda de segmentos complementarios, mediante las distin-
tas particiones efectuadas con los digitos del periodo de 1/N, surge ense-
guida la pregunta, de cdmo encajaria la cosa si el nimero de digitos del
periodo en cuestion, fuese primo y no cupiese particién alguna.

Este caso lo bautiza Ferez, con el nombre de periodos puros cosegmen-
tarios y los define asi:

«Son cosegmentarios aquellos periodos puros en los que parece que
no se cumple la ley de complementos aritméticos horizontales féricos, pe-
ro que sin embargo, subsiste implicitamente, ya que hallan el segmento
complementario correspondiente a los valores absolutos de sus cifras u
ordenes, en los respectivos valores absolutos de las cifras u ordenes del
periodo puro resultante de otra fraccidon decimal (aunque no coincidan
en el orden de colocacidn), cuyo denominador esta ligado directamente
con el denominador de la fraccion de origen».
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Veamos entonces, si conocido un periodo P, del inverso 1/N de un nu-
mero primo, con un nimero de digitos también primo, qué condicién ha
de cumplir el niimero primo N’, para que su inverno tenga un periodo P’
que sea el complementario a 9 —digito a digito— del conocido P.

La primera condicion seria que

g(N)=g(N’)
Asi como las conocidas relaciones
(¢)) 1/N=P/9..(g(N))..9 1/N’=P’/9..(g(N")..9
es inmediato por la complementariedad de los periodos P y P, que
2) P + P’=9...g(n)...9 y de (1)
N’=N/(N—1)

ecuacion imposible tratando con niimero naturales.

Hay, pues, que buscar N’ en los niimeros compuestos, objetivo de la
parte III.

No obstante, como muestra de su sagacidad en la busqueda de tales
periodos, propone el periodo
P(1/7107) = 0093457943 9252336448 5981308411 2149632710
2803738317 757
y su cosegmentario en el inverso de 2107, o sea
P(1/7214)= 0467289719 6261682142 9906542056 074663551
2803738317 757
a partir de la vigésima primera cifra

9906542056 0747663551 4018691588 7850467289 7196261682 242
cuya suma con P(107) da los consabidos 53 nueves,

III. RUEDAS NUMERICAS

Y terminamos estas apostillas con las notas referentes al capitulo IV
de su teorfa incompleta, que ¢l bautiza como solucién parcial de un proble-
ma milenario: la prediccion del nimero de cifras de los periodos puros.

También afirma que llegara el dia en que sea posible predecir las cifras
no periddicas —anteperiodo— de las fracciones periddicas mixtas.

Mientras llegan esos dias, pasemos revista a sus intuiciones, que como
siempre las hay de todas clases y al mismo tiempo queremos destacar otro
de los fines —paso a paso van saliendo— que se observan en la tan comen-
tada teoria incompleta de Ferez.
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Este apartado lo dedica a las posibles aplicaciones de los inversos 1/N,
para el cdlculo de otras fracciones cuyos denominadores sean el producto
de N por potencias exclusivas de 2 ¢ de 5, esto es N*2r 0 N+5', asi como

a la busqueda del nimero de digitos el periodo de inverso 1/N, que ya se
vio coincidia con el gaussiano.

Y nos muestra, ademds, como ha despilfarrado un tiempo precioso e

irrecuperable, por la falta de informacion, en su papel de autodidacta soli-
tario.

Este mismo problema de los inversos de los nimeros primos fue ya con-
siderado por Gauss, quien construyé sus tablas correspondientes para en-
contrar el inverso de fracciones del tipo m/p en funcién del inverso de 1/p,
variando el numerador m en lugar del denominador como hace Ferez.

Describimos tan sélo el modus operandi, por que su justificacién mul-
tiple puede verse en su colosal obra: Disquisiciones aritméticas.

Para ello partimos del concepto de gaussiano, g como niimero que sa-
tisface la congruencia

108 = | mod. p
y que ademas es un divisor de p—1.
Cuando tiene lugar
g=p—1
Euler introduce el concepto de raiz primitiva; como niimero perteneciente

al exponete p—1. Es decir, a es raiz primitiva mod. p, si todos los restos
potenciales

a. ,ar , Bacart
son diferentes.

Parangonando estas potencias con los logaritmos, introducen el térmi-

no de indice de b en base a y mod. p cuando se verifica la siguiente con-
gruencia

a=b mod. p o i=Indb
y obedece ademds a las siguientes reglas de célculo

Sia = bec mod. p entonces Inda = Ind b + Ind ¢ mod. p—1
asi como

sia = b/c mod. p entonces Ind a
y también

Ind b — Ind ¢ mod. p—1

sia = b mod.p entonces Inda = cInd b mod. p—1
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Se plante6 —Gauss— el problema de una vez conocido el periodo
—P(1/p)— del inverso 1/p, calcular el periodo de la fraccién m/p con m
no divisible por p.

Distingue dos casos, segiin sea 10 raiz primitiva del médulo p, o no.

En el primer caso, basta tomar a la izquierda del P(1/p) tantos digitos
como indique el indice de m en base 10 y trasladarlos a la derecha de lo
que resta del P(1/p).

De otra manera, efectuar una permutacion circular en el P(1/p) a par-
tir del digito que ocupe el lugar Ind m+ 1.

Comprobacion:

Calculando con el ordenador para no perder tiempo, los restos poten-
ciales de 10 mod. 19, se tiene
r(1)=10 r(2)=5 r(3)=12 r@4)=6 r5)=3 r6)=11 r(7)=15
r®)=17 r®=18 r(10)=9 r()=14 r(12)=7 r(13)=13 r(14)=16
r(15)=8 r(16)=4 r(17)=2 r(18)=1

Sea entonces, por ejemplo, la fraccién 2/19; como el Ind 2= 17 segun se
deduce de la tabla anterior, su periodo sera la permutacion circular del P(1/p)
contada a partir del digito 17+1, o sea, la Gltima=1.

Para P(3/19) el Ind 3=35 y su periodo comenzard en el 6.° digito de
P(1/p), o sea, un 1.

Para P(4/19), Ind. 4=2°Ind 2=34= 16 mod. 18, y su periodo comen-
zard a partir del 17.° digito de P(1/19), o sea, un 2.

EnP(5/19), Ind 5=2y P(5/19) empezara con el 3.¢r digito de P(1/19),
o ea, un 2.

Con P(6/19), Ind 6=1Ind 2+1Ind 3=17= 4 mod. 18, y la primera cifra
de su periodo serd la 5.2, o sea, un 3.
etc...etc.

A continuacidn transcribimos los distintos periodos obtenidos directa-
mente por el ordenador.

P(1/19) = 052631578 947368421
P(2/19) = 105263157 894736842
P(3/19) = 157894736 842105263
P(4/19) = 210526315 789473684
P(5/19) = 263157894 736842105
P(6/19) = 315789473 684210526
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P(7/19) = 368421052 631578947
P(8/19) = 421052631 578947368
P(9/19) = 473684210 526315789
P(10/19) = 526315789 473684210

P(12/19) = 631578947 368421052
P(13/19) = 684210526 315789473
P(14/19) = 736842105 263157894
P(15/19) = 789473684 210526315
P(16/19) = 842105263 157894736
P(17/19) = 894736842 105263157
P(18/19) = 947368421 052631578

Segundo caso: 10 no es raiz primitiva médulo p.

a) Como siempre, lo primero calcular el gaussiano g y lo mas rapido
utilizar el ordenador.

b) Se calcula a continuacién f=(p—1)/g.

¢) También mediante tablas o directamente con el ordenador, se ha-
llan las raices primitivas del médulo primo p.
d) De entre las raices primitivas, se elige aquella r tal que se verifique
rf = 10 mod. p

e) Sedispondra entonces de f periodos para deducir permutando cir-
cularmente, el periodo de la fraccién dada m/p.

Son los periodos de las fracciones
(1) I/p ,t/p ,r* /p x /p...t' /p
f) Secalcula el Ind i del numerador m de la fraccion, como anterior-
mente.
g) Se divide i/f y se calculan o y B mediante
i=af+p

entonces B determina la fraccion r/p cuyo periodo se ha de utilizar y ael
numero de digitos a trasladar.

Ejemplo. Sea el nimero priimo 37

a) g=3

b) f=36/3=12

¢) Las raices primitivas de 37 son calculadas también con ordenador
2, 5,13, 15, 17, 18, 19.20,:22; 24, 32, 35
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d) La mas sencilla que cumple la condicién
r'? = 10 mod. 37
es r=>35, puesto que sus restos potenciales son
5, 25, 14, 33, 17, 11, 18, 16, 6, 30, 2,
2, 10, 13, 28, 29, 34, 22, 36, 32, 12, 23,
4, 20, 26, 19, 21, 31, 7, 35, 27, 24, 9,
8 3, 15, 1.
e) Los 12 periodos a considerar serdn pues
P(0)=P(1/37)=027 P(1)=0(5/37)=135 P(2)=P(25/37)=675
P(3)=P(125/37)=378 P(4)=P(625/37)=891 P(5)=P(2625/37)=945
P(6)=P(13125/37)=729 P(7)=P(65625/37) = 648
P(8)=P(328125/37) =743 P(9)=P(1640625/37)+ 216
P(10)=P(8203125/37)=081 P(11)=P(41015625/37) =405
f) Si la fraccidén cuyo periodo se busca es
10/37
tenemos m = 10
Ind 10=1Ind 2+1Ind 5=11+1
g) 12=1214+0 cona=1 ypB=0
Pero p=0-P(0)=027y a.=1— P(10/37) =270 como facilmente pue-
de comprobarse.
Sim=13
Ind 13 = 13 = 12°1+1
B=1-P(1)=135y a=1 - P(13/37)=351
Si m=21
Ind 21=Ind 3+1Ind 7=34+28=62 = 26 mod. 36
y 26=2°12+2
p=2->P(2)=675y a=2 — P(21/37)=567.
Sim=7
Ind 7= 28=2¢12+4 y =4 = P(4)=891
y a=2— P(7/37) = 189.

etc...etc.

Y hasta aqui lo que hemos sabido por Gauss; veamos ahora las intuicio-
nes de estos hechos, tal como lo cuenta Ferez.
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Después de tratar de 21 ruedas numéricas y de sus 21 primeros térmi-
nos enuncia uno de sus multiples teoremas (?) féricos:

«Toda fraccion decimal pura de 1/p, es como una circunferencia en
movimiento ideal, cuyos puntos son las diversas cifras que componen el
periodo y en donde la magnitud de los sucesivos impulsos giratorios, vie-
ne indicada por la férmula correspondiente, que produce la apariciéon ma-
temdtica de la cifra principio para cada periodo de la respectiva fraccion
decimal periédica mixta obtenida mediante los inversos originados por
1/p*2 6 1/p*5».

No demuestra nada, sino que pone un ejemplo y por €l nos enteramos
de la «férmula correspondiente».

Considera el inverso ya conocido de 1/19
P(1/19)=0526315778947368421
y trata de calcular los periodos de los inversos
P(1/4+19) y P(1/512°19) con 4+22 y 512=2

Para ello dice que la férmula de periodicidad para los multiplos 22¢19
es 2°n+1; n es el exponente del 2.

De esta manera deduce qhe la cifra que en ¢l periodo P(1/19) ocupa
el lugar 5.°, es la cifra principio del periodo puro correspondiente al inverso

1/4-19
como puede comprobarse facilmente. Lo mismo ocurre con el otro ejemplo

El quid de la cuestion estd en el hallazgo de la llamada férmula corres-
pondiente. Veamos, entonces, otro ejemplo.

Sea, pues, conocido el periodo del inverso 1/23
P(1/23)=0434782608695652173913
se trata de hallar el de la fraccion
1/4-23
que directamente da
P(1/92) =0869565217391394347826

y si aplicamos la misma férmula anterior dard el mismo nimero 5, ya que
n=2. La realidad, como estd a la vista, es que la cifra principio es la no-
vena.

Tendria entonces que buscar la relacion de dicha formula con el niime-
ro primo p.
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Esa relacién ya fue encontrada por Gauss, puesto que estos ejemplos
estan incluidos en el primer caso de los atados anteriormente.

El 10 es raiz primitiva tanto del 19 como del 23.

Por tanto, para el primer ejemplo se puede escribir
(2) 1/(4219)=(1/100)*25/19

y como en cualquiera aritmética de primeros de siglo —V. Arechavaleta—
puede leerse:

«Hay en la serie de restos potenciales de a (en nuestro caso 10) mod.
m (4+19) una parte no periddica, cuyo nimero de términos estd indicado
por el mayor cociente exacto o por exceso, de los exponentes de los facto-
res primos comunes a, m y a», que seria 2/1=2.

Con lo cual el periodo
P(1/76)=P(25/19)
y como se vio anteriormente
Ind 25=2+Ind 5=4 y el periodo buscado empezara en la 5.2 cifra
del P(1/19)

En el caso de p=23, se tiene para sus restos potenciales mod. 10
r(1)=10, r(2)=8, r(3)=11, r@)=18, r(5)=19, r6)=6, r(7)=14
r®)=2, r(9)=20, r(10)=16, r(11)=22, r(12)=13, r(13)=15, r(14)=12
r(15)=35, r(16)=4, r(17)=17, r(18)=9, r(19)=21, r(20)=3, r21)=7
r(22)=1

y el Ind 25=2¢Ind 5=30 = 8 mod. 22

y la cifra principio del periodo serd la 9.2, como estaba prevista.

Resumiendo, la consecucion del inverso de 1/27)N puede conseguirse
de la siguiente manera:

a) El numero de digitos del anteperiodo A, viene dado por el expo-
nente r del 2, ya que trabando el base 10= 52, este 2 tiene el exponente 1, y

Numero digitos de A=2/1
b) Escribiendo la fraccion dada en la forma
1/((2)*N)+0.AP’P’....
donde P’ es el periodo.
y multiplicando por 107, queda
5'/N=100.AP’P’...= A*P’P’
y A=INT(S /N)
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¢) En cuanto al nimero de digitos del periodo P’, ya se vio era el gaus-
siano de 10 mod. N, o sea, g.

d) De la definicion de fraccidn periodica mixta, se deduce
1/(2)*N = (AP’—A)/(99..(G)..99°10)
o bien desarrollando AP’ y multiplicando por 10°
5/N=(A*10"+ P’—A)/9..(g)..9

Y como la definicion de fraccidon decimal periddica pura 1/N, se tiene
1/N=P/9..(g)..9
que sustituida en la expresion anterior, resulta
P’ =(5"—INT(5"/N)*N)*P = P+K

De otra manera, el periodo P’ se obtiene a partir del periodo P de 1/N,
multiplicandolo por el resto potencial de 5 mod. N, o sea, por K.

Veamos algunos ejemplos sencillos.
Ejemplo 1:
Hemos visto que el periodo de

P(1/19) 052631578947368421
y el de

P(1/(4+19)) =315789473684210526
asi como el resto potencial

52=25= 6 mod. 19
entonces debe ser

P(1/(4°19)) =6°P(1/19)
como esta a la vista.

Consideramos ahora el otro ejemplo que no tiene a 10 como raiz pri-
mitiva. Esto es, 1/37.

Ejemplo 2:

a) Numero digitos anteperiodo=2/1=2.

b) A=INT(25/37)=00.

¢) g=3.

d) P’=25P =675 como puede comprobarse directamente
1/373027027...... 1/148 =0.006756756.....
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OTRAS FRACCIONES

Para otros denominadores, con factores distintos de las potencias 2*
6 57, establece la siguiente regla:

«La fraccion resultante es también periodica pura, y en este caso el
numero exacto de cifras que tiene el periodo puro es el mismo que corres-
ponde al inverso del factor primo mayor».

Da el siguiente ejemplo: 1/21 y en él, el numero de digitos del periodo
es 6, que es el correspondiente a 1/7.

Pero a pesar de este acorde, le ha fallado la intuicién, como puede com-
probarse con los ejemplos siguientes:
Ejemplo 1:
N=2059=29-71
g(N)=140 g(29)=28 g(71)=35 distinto del g(N)
En cambio, si es g(N) =m.c.m.(2¢7, 7¢5)=2¢2+5¢7 = 140
Ejemplo 2:
N =2279=53+43
g(N)=273 g(43)=21 g(53)=13 distinto del g(N)
En cambio, si es g(N)=m.c.m.(13, 3+7) = 13+7-3 =273
Justificacion:
Sea como siempre N=a"B; a y b factores primos, y ga= gaussiano de
a:gb =gaussiano de b; gn=gaussiano de N y m=m.c.m.(ga, gb).
Se tiene entonces

102 =1 mod. a
(1) 10t®* =1 mod. b
m = ga*h =gbek
y elevando las congruencias (1), a las potencias h y k, respectivamente, se
tiene
10m I mod. a
10m I mod. b
y por un conocido teorema de las congruencias

10m = 1 mod. m.c.m. (a, b)=N

por ser a y b primos, con lo que queda probado que el nimero de digitos
del periodo es el m.c.m. de los gaussianos ga y gb, como se ha visto en los
ejemplos anteriores.
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Le queda todavia el caso en que el denominador sea monocolor, esto
esto potencia de un solo factor primo.

Como proposicién previa, establecemos la siguiente:

Todo niimero formado exclusivamente con el digito 1, en nimero de
31, es divisible por 3%.

Utilizamos la 1.C. (Induccién completa).

Entonces supondremos que la tal proposicién se cumple para n—1, es
decir

11..3*7")..11 es divisible por 37!

Escribiendo ahora el nimero formado por 3" unos, de la siguiente
forma

1..3"M)..11..(3*)..11..(3"N)..1 = 1..(3™)..1+(1 + 10" + 10>*"™")

Se ve enseguida que el segundo factor es multiplo de 3, ya que contiene
solamente tres unos, y el primer factor ya lo era, por la hipdtesis, con lo
cual queda demostrada la proposiién, al cumplirse para n=E, puesto que

111=3+37
En este apartado considera dos casos: denominador 3" y denominador
una potencia de un primo distinto del 2, 3 y 5.

En el primero, referente al denominador 3" y al cual el autor llamar
la «<norma mas preciosa», dio en la diana, y muestra como resultado la po-
tencia

3n—2

Se trata de demostrar que
g3 =3+
o lo que es lo mismo
10" —1=37Cte Cte=constante
pero

100 1 _99..(31-2))..99=9+(11..(3"2)..11 = 3" scte

segun el lema anterior.
Ejemplo 3.°:
N=3"=2187 2(2187)3243=3°

Cuando el denominador sea una potencia de cualquier niimero primo
distinto del 2, 3 6 5, su intuicidén da la siguiente regla:
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g(®) = gp)p!
que trataremos de justificar utilizando la I.C., ya que para j =1 tiene lugar
gp)=gP)p = &)
De la definicién de gaussiano
108P = | mod. p
elevando esta congruencia a la potencia p"—!, se obtiene
1@ = | mod. p
De la hipdtesis —cumplimiento para j=n—I1— se tiene
10v® o pr—l = | mod. p
y la consecuencia es

10¥® o po—!
De otra manera

mod. m.c.m.(p,p") = p"

gP") = g(p)p™
y la ley es general.
Ejemplo 4.°
N=11} = 1331 g(l1) = 2
g(1331) = g(11)*11? = 1331
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