CRECIMIENTO Y REDISTRIBUCION.
UNA SOLUCION NEGOCIADA DE NASH

Maria José Macarro Heredia

RESUMEN.—La actuacién descoordinada de los agentes que intervienen
en un conflicto supone amenudo la obtencién de resultados que serian mejora-
bles desde la cooperaci6n entre ellos. Sin embargo, la coordinacién en la toma
de decisiones plantea el problema de las garantias en el cumplimiento del acuer-
do alcanzado. Partiendo de una solucién de equilibrio no cooperativo para un
juego diferencial entre trabajadores y capitalistas, en este trabajo proponemos
una solucién cooperativa arbitrada, es decir, basada en propiedades razonables
que constituyen la garantia de aceptacién y compromiso por parte de los jugado-
res, que considera como hipétesis de partida la posicién de igualdad para los
jugadores en el proceso de negociacién.

1. INTRODUCCION

La teoria de juegos modeliza un tipo de situaciones muy frecuentes en
la esfera de los fenémenos sociales en la que cada uno de dos 0 més indi-
viduos controla Unicamente alguna de las variables que determinan con-
juntamente el resultado de un proceso en el cual los participantes tienen
intereses al menos parcialmente opuestos.

Un modelo cooperativo es un tipo de juego apropiado para describir
situaciones en que los intereses de los jugadores no son ni totalmente
opuestos ni completamente coincidentes y éstos cuentan ademds con la
capacidad de discutir la situacién y llegar a un acuerdo racional de actua-
cién conjunta que sea ademds factible. Sin embargo, cuando los jugadores
estan dispuestos a cooperar son muchos los acuerdos que en teoria podrian
alcanzar y la solucién del juego depende precisamente del proceso de
negociacién seguido. Cuando los jugadores optan por una solucién coope-
rativa del juego, se plantea ademds el problema de garantizar que no se
produzcan desviaciones por parte de alguno de elios del acuerdo alcanza-
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do. Una solucién cooperativa no tiene por qué ser un equilibrio y cualquie-
ra de los jugadores podria mejorar su situacién jugando una estrategia
diferente mientras el otro se somete al acuerdo.

La literatura propone dos enfoques diferentes del problema de la nego-
ciacion que conducen a dos tipos de acuerdo diferentes. Ambos enfoques
parten de un punto de desacuerdo cuyos pagos serian los alcanzados por
los jugadores en caso de no llevarse a cabo la cooperacién, pero mientras
que el primero proporciona un acuerdo estratégico descrito mediante un
proceso de negociacién dindmica desarrollado dentro del contexto de un
juego no cooperativo, el segundo propone un compromiso de naturaleza
estdtica garantizado por la presencia de un arbitro.

Dentro del primer esquema son los propios jugadores los que garanti-
zan el cumplimiento del acuerdo. Cada jugador introduce la posibilidad de
realizacién de amenazas en la formulacién de sus estrategias, de manera
que si las amenazas se hicieran efectivas los jugadores no se desviarian
nunca del acuerdo adoptado.

La otra alternativa supone la existencia de una autoridad a quien los
jugadores someten su conflicto que propone una solucién que resuelve el
problema de la negociacidn. El acuerdo en este caso es de naturaleza estd-
tica y la descripcién del proceso negociador se hace innecesaria. La pre-
sencia de este agente externo se materializa en el establecimiento de un
conjunto de axiomas, basados en supuestos racionales, que debe cumplir
la solucién del juego para que los jugadores que deseen cooperar la acep-
ten como tal.

La solucién negociada de Nash, basada en el enfoque axiomdtico, es
una de las soluciones cooperativas mds frecuentemente utilizadas en la
aplicacion de la teoria de juegos a modelos macroeconémicos.

Ademas del principio de optimalidad de Pareto, la solucién negociada
de Nash debe satisfacer los siguientes axiomas!:

— Racionalidad individual

— Invarianza a transformaciones de la utilidad

— Simetria

— Independencia de las alternativas irrelevantes

Bajo este conjunto de axiomas, un jugador racional nunca aceptaria un
acuerdo cuyos resultados fueran peores que los que obtendria actuando
unilateralmente. Ademas, si el papel de los jugadores es inicialmente
simétrico, los resultados obtenidos por la negociacién deben conservar
esta propiedad, y si en el proceso de negociacién se eliminan gradualmen-
te resultados como inaceptables y alguno de ellos permanece, entonces
éste debe sr aquél que satisfaga el axioma de la independencis de las alter-
nativas irrelevantes.

1 Friedman, J. W., (1986) cap. 5



Crecimiento y redistribucion. Una solucion negociada de Nash . 125

En este trabajo obtenemos la solucién negociada de Nash bajo algunas
restricciones relativas a la posicién negociadora de los jugadores. Para
determinados valores de los pardmetros del modelo es posible caracterizar
la solucién negociada de Nash bajo la hipétesis de igualdad para el indice
de poder de los jugadores en la negociacién, esto es, dentro de lo que
denominamos el 6ptimo social.

El modelo planteado?, un juego diferencial de suma no nula, considera
dos agentes econémicos, trabajadores y capitalistas que tratan de maximizar
su consumo en un horizonte temporal finito. Las decisiones sobre la inver-
sién corresponden a los capitalistas que establecerdn el valor del ratio de
ahorro s(z). Esta variable puede tomar cualquier valor entre 0 y I. Sin
embargo su consumo quedard determinado en funcién del porcentaje de
ahorro fijado y de los valores que tome una variable x(#) que materializa la
posibilidad que tienen los trabajadores de absorver parte de la retribucién de
los capitalistas. Para fijar los limites de variacién de esta variable controlada
por los trabajadores, consideramos una tecnologia Cobb-Douglas que repre-
sentamos a través del ratio capital-output y(t) = flk(z)) = k(t)*, 0 < ax < 1,
donde k() es el ratio capital-trabajo. Si los capitalistas son retribuidos por su
participacién marginal, los limites de variacién de la variable x() quedan
determinados por la expresién 0 <x(z) < B ak(1)*, 0 < B < 1 y los consumos
instantdneos de ambos jugadores: )

c,(t) = (1 — 0k(t)*+ x(t), te [0T]
ct) = (1 —s(t)[ok(t)*—x(t)] , te€ [0T].

Las variaciones de capital en la economia se deben exclusivamente a la
inversién, no existiendo depreciacién de capital, por lo tanto la evolucién
dindmica de la variable de estado k puede expresarse mediante la ecuacién
diferencial:

k = s(t)[ok(t)*—x(t)], te [0,T], k(0)=ky>0

y las funciones de pago de los jugadores son, para trabajadores y capitalis-
tas respectivamente,

T T
J, = jo e )dt y J, = jo c (1) d.

2. UNA SOLUCION NEGOCIADA

El concepto de solucién negociada fué establecido por Nash indepen-
dientemente del concepto no cooperativo, fijado un punto de desacuerdo

2 Macarro, M. J. (1996a).
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buscaremos una solucién de la frontera de Pareto que maximice el produc-
to de las desviaciones con respecto a ese punto.

El punto de partida de la negociacién estara fijado en una estrategia que
no tiene por qué ser aquella que proporcione el mejor resultado cooperati-
vo sin embargo a partir de ella los jugadores buscardn el mejor resultado
desde la posicién de igualdad en la negociacion. En estas condiciones,
fijado el punto de desacuerdo en el conjunto de los resultados alcanzables,
encontraremos una estrategia que verificando los axiomas de optimalidad
de Pareto, serd unica para el punto de desacuerdo considerado. Establece-
remos condiciones, siguiendo a Soto, M. D. (1995), que nos permitan ase-
gurar que esta solucioén negociada de Nash se encuentra en la parte de la

. . 1
frontera de Pareto correspondiente a la ponderacién A = ER que hemos

denominado el 6ptimo social, cuando el punto de desacuerdo considerado
es la solucién de Nash en ciclo abierto para ambos jugadores.

La solucién de negociada de Nash serd un punto del conjunto de nego-
ciacién (J,;, J) tal que el producto de las ganancias obtenidas por la coo-
peracién entre ambos jugadores se maximiza, es decir:

mads Jy=IM) (T =TY) = (12 =T (32 =TV
(Jo IN<(J,J)eSs

siendo (J2, J%) el punto de desacuerdo y S el conjunto de negociacién. La
definicién supone que el conjunto de resultados alcanzables R es compacto
y convexo.

Observemos que si para cada (J,,, J,) € S pudiéramos encontrar una
relacién funcional J, = y(/J,,) diferenciable, el maximo en J,, de la expre-
sién (J,,-JY) (J.-J ICV ) tendria que alcanzarse en un punto tal que:

[(J,=IN) (wd,,)=ID] = (W) -9 + (1, -IN)w(J,) =0

wiJ,)-JY

es decir, Y'(J,,) = —
v ( W) Jw - JvItY

Entonces, si J,; verifica esta relacidn, la estrategia negociada de Nash
es el par (J,,, J2) = (J;,, y(J,;)). Encontrada esta estrategia estudiaremos
bajo que condiciones para los parimetros del modelo podemos asegurar
que (J,;, J2) estd en el segmento correspondiente al Gptimo social dentro de
la frontera de Pareto.

Consideremos en primer lugar el punto de desacuerdo, en este caso el

par (Jf,’, J ’CV) correspondiente a las estrategias de Nash en ciclo abierto3. La

3 Macarro, M. J. (1996a).
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solucién de equilibrio de Nash, cuando los pardmetros del modelo verifican

1-ofl-P)
o

la relacion 2 1, se ajusta al siguiente esquema a lo largo del

horizonte temporal del juego:

0 1 T
x=0 s=1 x=Pak® s=0

I
siendo t; = aT — — kll) “ El ratio de capital crece a lo largo del periodo
o

[0, t;] segun la relacién klt_a = ké"a + ol — o)t y permanece constante en
el valor alcanzado en ¢, k,, hasta el instante final. Este comportamiento
supone a los jugadores unos valores de sus funcionales objetivo:

-«

o
J [02(1 - o)T + ok ) *i=e —

w

_1+aB-0 .
2 o

para los trabajadores y para los capitalistas

1- 1
p [02(] - )T + ok | °J1=a
(04

Cuando los pardmetros del modelo verifican la relacién complementaria,
%ﬂ < 1 los jugadores no cambian simultdneamente de politica. Hay
un primer periodo en el que los jugadores consienten que el ratio de capital
crezca segin la relacién k’t‘“ = k{)“" + ofl — a)t, siendo en este intervalo
de tiempo los consumos de ambos jugadores los mas pequeiios posibles. Un
segundo intervalo dentro del horizonte temporal en el que el ratio de capital

. 1-a I-a

crece a un ritmo menor k" =k, + ol - a)(1 - B)(t - t,) ya que se
sigue invirtiendo en la misma proporcién que antes pero los trabajadores
alcanzan el valor maximo de distribucidn, que aumenta proporcionalmente a
la acumulacién de capital hasta #; > ¢, , momento en que los capitalistas
deciden expandir su consumo no invirtiendo hasta el final del horizonte tem-
poral. En este tltimo periodo el ratio de capital permanece constante en el
nivel alcanzado en el instante ¢;. Estos comportamientos, que pueden repre-
sentarse a través del siguiente esquema:
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proporcionan a los jugadores unos consumos de:

, _U+a-pr-ei-p; B I-a
" o2(1 - P) "“Tol-p " «a

para trabajadores y capitalistas respectivamente.
En el estudio de la solucién cooperativa4, el 6ptimo social permite a los
Jjugadores utilizar una estrategia de acuerdo con el siguiente esquema:

0 L T
x=0, s=1 x € [0, Poka], s =0

siendo t; = 3 —Ia (T~ ch ké“a), segtn el cual, el horizonte temporal

quedaria dividido Gnicamente en dos subintervalos en los que las politicas
utilizadas por los capitalistas estdn perfectamente determinadas pero no las
de los trabajadores que en el periodo final pueden asignar a x cualquiera
de los valores admisibles. En este caso no es posible obtener un valor con-
creto para los funcionales objetivo de los jugadores porque estarian en fun-
cién del control utilizado por los trabajadores en el intervalo (¢;, T] sin
embargo podemos establecer una relacién entre ellos a través de la expre-
sién:

J

w

2-« I-—¢o 1 LI
a( ) T+ po k(l)_a]l—a_

J =
e o 2-«a 2-

ko 117

El 6ptimo social es el segmento de esta recta comprendido entre los
puntos:

1
2(1—a)[a(1—a)T+ 1 1-o

I-0,7
2-a 2-a ko o= ko,

(Ju Jo) = (

ol - ) 1 J-ai)
T k 1-a
[ 2-a +2—0: o/

4 Macarro, M. J. (1996b).
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y

1
(JW,JC)+=(2_a(2—B) [a(I_a)T-f' 1 k(])—a]l_—a_ I-ao

ko,
o 2-o 2-«

(1-P)I[

1-q 1 T
W=D, k{,‘“]l—a)
2- 2-0o

A través de la expresion [1] podemos establecer la relacién funcional y:
ol - 1 L -«
( ) T + k é *“] I—o_
2-a 2-«

kO—Jw =JC

(J )= 2-«o
!//w_ a [

de manera que la condicién que en este caso deberd cumplir el méximo es
v'(J,,) = —1. Llamando (J,;, J}) a los puntos que verifican esta condicion
obtenemos que J;; — J* = JY - J¥y esta expresion nos proporcionari el
valor de x() en el intervalo (¢, T].

El primer miembro de esta igualdad est4 en funcién del valor que tome
el control de los trabajadores durante (¢;, T]:

1
grogpo 2oe [0 1 il 1o +2JT xdt
wo e o 2-« 2-a ¢ 0 4
. 1 I-a . s
siendo = - yc Segun O miempro, €n funcion de
oty = 5T kg ™y el segund bro, en f del

valor de los pagos en el punto de desacuerdo, tomara los valores:

1+20B8+ ol -a) 1 j-a
P aza( ) a1 - )T + ak I

ko [2]

1

au-au-ﬁ)n(z—ﬁ)[z—zwl:_f)l—laﬁ“ [02(1-a) (1-B)T +

oA(1-P)[1-B(1-c)-afA @ JI-« (3]
1

+ofl - kg e -

ko

cuando

I——EZ_—B) > ] 6 < I respectivamente, siendo A = (2-B)[1- of1-P)].

Si consideramos que los pardmetros &'y 8 del modelo verifican la con-

1-ofl -
dicién %ﬂ > 1, de la igualdad J% — J* = JN — J¥ podemos despejar

el valor de JT xdt:
4y
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T ]
1+20B8+o] -0 —
J:, xdt = 132 Za( )[2(1 )T + ok [op1-a -
“ [4]
1
_ 2-3o [a(]—a)T+ A k ]7
20 2-« 2-«o

pero 0 < x < fBok?, integrando desde ¢, hasta T y teniendo en cuenta la
expresién anterior obtenemos que el parametro f debe satisfacer las
siguientes relaciones:

1 L
(o2 -30)-[1 + ol -)] [0(2 - )] =%} <B <
2000 (2 - )]l (a)
1 L
s - {2 -30)-[1+ o] -0)] [o(2~ )] -

2of[a(2-a)]i-*- 1]

ademds de la condicién > (b) impuesta para la obtencién de las

estrategias de equilibrio de Nash.

La existencia de valores a y B que verifiquen estas relaciones supone
que el pardmetro o esté proximo a cero, por ejemplo si o = 0.05 se obtie-
ne para S el intervalo [0.25, 0.575].

La estrategia negociada estard determinada por las siguientes politicas
para los jugadores:

x=0, s=1sitel01t]
x=x¥s=0site(t,T]

donde x* viene determinado por la expresién [4] y es tal que x* € [0, Bok®]
si se verifican las condiciones (a) y () .

1-of1-P)

Consideremos ahora la relacion ————————— < ] para los pardmetros
o

del modelo. En este caso desde la igualdad J.} — J = JN — J¥ obtenemos
que JT xdt =

]

_ ol-o1-Pl+(I-P[1-20(1-p)]- aﬁA“

[o2(1-a)(1-P)T +

- 1
2081~ B)[1-B(I-0)—oPAE |7 (5]
! i
vo(l - prlera- ;ja “;’_‘a"‘) T+ ! i g—a]z-—a



Crecimiento y redistribucion. Una solucion negociada de Nash 131

e imponiendo la condicién que debe cumplir el control x de los trabajado-
res, x € [0, Poak?®] obtenemos que en este caso los pardmetros o y § deben
satisfacer las siguientes relaciones:

1
2-3 1-ofl- 1-B)[1-20(1 AT L
Zaa oAl-o1-P)]+(1-P)[1-20 Iﬁi] laﬁ (a(2-a) (1-B)) o <
20(1-P)[1-B(1-a)-afA @ |i-o
< 22 +B< 2a 1

que denominamos (c) y (d) respectivamente.

La existencia de valores de o y 8 que verifiquen estas desigualdades
supone en este caso que ambos parametros estén muy préximos a uno (por
ejemplo a = 0.95, B = 0,94).

El valor del control de los trabajadores x = x* en (¢, T] viene dado
por la expresién [5] siempre que se cumplan las relaciones (c) y (d)
establecidas.

La estrategia negociada en este caso queda configurada de la siguiente
forma:

x=0, s=1site]01]
=x*¥s=0si te (1, T]

Existe en ambos casos, siempre que se verifiquen las condiciones esta-
blecidas y en virtud de las relaciones encontradas, un punto (J,,, /) del
segmento delimitado en la frontera de Pareto por los puntos (J,, J.)-y
(J,» J)* tal que la recta que une (J,;, J2) y el par de amenaza (J%, J¥) es
perpendicular a dicho segmento. (Gréfico 1). '

J A

GRAFICO 1. J w
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La estrategia encontrada en cada caso corresponde al éptimo social y
ademds, fijado el punto de desacuerdo es unica. El procedimiento utilizado
podria generalizarse a otros resultados alcanzables para caracterizar el
punto de desacuerdo.

3. CONCLUSIONES

Las soluciones cooperativas que los jugadores podrian alcanzar cuando
ninguno de ellos tiene dentro del proceso negociador un peso especifico
mayor que el otro, tienen una misma estructura caracterizada por un tnico
instante a lo largo del horizonte temporal en el que trabajadores y capitalis-
tas cambian simultdneamente de politica. Durante una primera etapa los
capitalistas dedican todo su esfuerzo a la inversién y por lo tanto el capital
experimenta un fuerte crecimiento, debido también a la politica utilizada
por los trabajadores, manteniendo una tasa de redistribucién nula. En el
segundo periodo el capital se mantiene constante debido a la decisién de
los capitalistas de utilizar una tasa de ahorro nula. La decisién de los traba-
jadores sobre el valor de su control, cualquiera de sus valores admisibles,
en el dltimo periodo del horizonte temporal no incide sobre la evolucién del
capital pero condiciona los valores que los jugadores obtendran para sus
funcionales objetivo. Se conoce en este caso el pago de la coalicién pero no
se puede determinar el de cada uno de los jugadores. El célculo de la solu-
cién negociada de Nash nos permite determinar qué tasa de redistribucién
durante este ultimo tramo. Fijado el punto de desacuerdo en la solucién de
equilibrio de Nash y establecida la hipétesis de que la solucién cooperativa
debe estar en el optimo social, podemos concretar, para determinados valo-
res de los parametros del modelo, la politica de redistribucion de los traba-
jadores a lo largo del periodo de tiempo [0, T] fijado, en particular el valor
de la variable x(t) en el ltimo subintervalo. Conocido este valor concreto
para el control de los trabajadores se pueden determinar los consumos que
los jugadores alcanzarfan de someterse a la solucién arbitrada propuesta.
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